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Представлена непрерывно-дискретная стохастическая модель, описывающая динамику
численности восприимчивых и заразных индивидуумов, посещающих некоторый объект.
Индивидуумы поступают на объект как по отдельности, так и в составе групп индиви-
дуумов, объединённых по некоторым признакам. Длительности пребывания индивидуу-
мов на территории объекта задаются с помощью распределений, отличных от экспонен-
циального. Индивидуумы, поступившие на объект в составе некоторой группы, покида-
ют объект в составе этой же группы. Заразные индивидуумы распространяют вирусные
частицы, содержащиеся в выделяемой ими воздушно-капельной смеси. Некоторое коли-
чество воздушно-капельной смеси, содержащей вирусные частицы, оседает на поверхно-
сти различных предметов в общедоступных для индивидуумов местах объекта. Площадь
заражённой поверхности (поверхности, содержащей осевшую воздушно-капельную смесь
с вирусными частицами) описывается с помощью линейного дифференциального уравне-
ния со скачкообразно меняющейся правой частью и разрывными начальными данными.
Контакты восприимчивых индивидуумов с заразными индивидуумами и с заражённой по-
верхностью могут приводить к их инфицированию. Приведена теоретико-вероятностная
формализация модели и описан алгоритм численного моделирования динамики компо-
нент построенного случайного процесса с помощью метода Монте-Карло. Представлены
результаты численного исследования математических ожиданий случайных величин, опи-
сывающих число контактов восприимчивых индивидуумов с заразными индивидуумами
и с заражённой поверхностью в расчёте на одного восприимчивого индивидуума за фик-
сированный промежуток времени.
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ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья продолжает исследования [1–4], связанные с разработкой методов сто-
хастического моделирования эпидемического процесса среди населения некоторого региона.
Одним из основных путей, приводящих к развитию эпидемического процесса при острой ре-
спираторной вирусной инфекции, являются контакты восприимчивых и заразных индивиду-
умов, которые имеют локальный характер как по времени, так и по местам их совместного
пребывания. В работе рассматривается модель, описывающая начальный этап формирования
когорты латентно-инфицированных индивидуумов, возникающих из восприимчивых индиви-
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дуумов, посещающих некоторый объект (магазин, спортивный клуб, учреждение культуры,
кафе, офис и пр.) и находящихся на территории объекта некоторое ограниченное время.

Специфика модели состоит в учёте двух факторов. Первый фактор связан с описанием
потока индивидуумов на объект. Принимаем, что индивидуумы поступают на объект как по
отдельности, так и в составе группы, включающей не менее двух индивидуумов. Группа инди-
видуумов может состоять только из восприимчивых или только из заразных индивидуумов, но
может включать одновременно и восприимчивых, и заразных индивидуумов. Индивидуумы,
поступившие на объект в составе некоторой группы, покидают объект в составе этой же груп-
пы. Длительности пребывания на территории объекта отдельно поступивших индивидуумов
и индивидуумов, поступивших в составе некоторой группы, задаются с помощью распределе-
ний, отличных от экспоненциального. Параметры указанных распределений могут зависеть
от численности группы поступивших на объект индивидуумов. Перечисленные особенности
формирования потока индивидуумов на объект используются впервые при разработке сто-
хастической модели эпидемического процесса. Для описания потока индивидуумов на объект,
длительности их пребывания на объекте и контактов индивидуумов между собой применяется
подход, приведённый в [4].

Второй фактор обусловлен возможностью непосредственной и опосредованной передачи
инфекции между индивидуумами. Полагаем, что за время своего пребывания на территории
объекта заразные индивидуумы распространяют вирусные частицы, содержащиеся в выделя-
емой ими воздушно-капельной смеси. Некоторое количество этой воздушно-капельной смеси
оседает на поверхности различных предметов в общедоступных для индивидуумов местах
объекта. Этот процесс приводит к формированию заражённой поверхности, т. е. поверхности
различных предметов, содержащей осевшую воздушно-капельную смесь с вирусными частица-
ми. Восприимчивые индивидуумы, находящиеся достаточно близко к заразным индивидуумам
либо касающиеся заражённой поверхности, могут быть подвержены инфицированию. Вирус-
ные частицы, находящиеся на заражённой поверхности, погибают вследствие естественного
распада и могут уничтожаться за счёт санитарной обработки. Для описания контактов инди-
видуумов с заражённой поверхностью применяется дифференциальное уравнение с разрывной
правой частью и разрывными начальными данными. При разработке соответствующего фраг-
мента модели используется подход, предложенный в [5, 6].

Необходимость учёта указанных факторов возникает, например, при моделировании рас-
пространения эпидемии Ковид-19 (требования по сохранению дистанции между индивидуума-
ми не менее 1.5 м, ношению масок и перчаток, регулярной санитарной обработки различных
помещений и т. д.).

В рамках представленной ниже модели динамика численности восприимчивых и заразных
индивидуумов изучается на относительно коротком промежутке времени: сутки или несколько
часов. В связи с этим не учитываются процессы, обусловленные миграцией или естественной
смертностью индивидуумов, а также не рассматриваются процессы, непосредственно описыва-
ющие формирование когорт латентно-инфицированных и заразных индивидуумов. В модели
изучаются случайные величины, описывающие число контактов восприимчивых и заразных
индивидуумов и число контактов восприимчивых индивидуумов с заражённой поверхностью.
Под контактами восприимчивых и заразных индивидуумов понимается ситуация, при кото-
рой эти индивидуумы находятся в непосредственной близости друг от друга. Под контактами
восприимчивых (и заразных) индивидуумов с поверхностью различных предметов понимается
непосредственное касание индивидуумов той или иной поверхности.

В задачи работы входит: 1) вероятностная формализация модели, 2) разработка алго-
ритма численного моделирования на основе метода Монте-Карло, 3) исследование матема-
тических ожиданий случайных величин, описывающих число контактов восприимчивых ин-
дивидуумов с заразными индивидуумами и с заражённой поверхностью в расчёте на одного
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восприимчивого индивидуума за фиксированный промежуток времени в зависимости от па-
раметров модели.

1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПОСТУЛАТЫ МОДЕЛИ

Пусть W — объект, который в течение определённого периода времени посещают вос-
приимчивые индивидуумы, образующие когорту A1, и заразные индивидуумы, образующие
когорту A2. Восприимчивые и заразные индивидуумы могут посещать объект W как по
одному, так и в составе некоторой группы индивидуумов, объединённых по тому или ино-
му признаку. Обозначим через γ1, γ2 целые неотрицательные константы или целочисленные
неотрицательные случайные величины. Положим, что для фиксированных γ1, γ2 выражение
Uγ1,γ2 = γ1A1 + γ2A2 означает совокупность индивидуумов, состоящую из γ1 индивидуумов
когорты A1 и γ2 индивидуумов когорты A2. Совокупность Uγ1,γ2 может включать от одно-
го до нескольких индивидуумов когорт A1, A2, и равенство γ1 = γ2 = 0 не допускается.
Обозначим через C поверхность различных предметов в общедоступных местах объекта W ,
содержащую оседающую воздушно-капельную смесь с вирусными частицами, выделяемыми
заразными индивидуумами.

Введём набор постулатов, определяющих динамику когорт A1, A2, совокупностей Uγ1,γ2 и
площади поверхности C. Обозначим: x1(t), x2(t) — численность когорт A1, A2; x3(t) — коли-
чество совокупностей Uγ1,γ2 ; c(t) — площадь поверхности C в момент времени t на объекте W .
Принимаем, что для каждого фиксированного t переменные x1(t), x2(t), x3(t) — целочислен-
ные неотрицательные случайные величины, переменная c(t) — неотрицательная константа
вещественного типа. Положим, что случай c(t) = 0 интерпретируется как отсутствие сме-
си, содержащей вирусные частицы на поверхности различных предметов в общедоступных
для индивидуумов местах объекта W . В этом случае под C понимается поверхность C0, не
содержащая вирусных частиц в составе смеси на поверхности различных предметов в обще-
доступных для индивидуумов местах объекта W .

Зафиксируем t и примем, что x1(t) = u1, x2(t) = u2, x3(t) = u3 — целочисленные неотрица-
тельные константы, c(t) = v — неотрицательная константа вещественного типа. Условимся, что
каждое из событий, происходящих с произвольно выбранными индивидуумами когорт A1, A2,
выполняется независимо от поведения и свойств остальных индивидуумов этих когорт, при-
сутствующих на объекте W , а также от площади поверхности C в момент времени t.

Полагаем, что при фиксированных u1, u2, u3 приток новых индивидуумов на объект W
не имеет ограничений по численности.

При отсутствии санитарной обработки поверхностей различных предметов в общедоступ-
ных местах объектаW динамика переменной c(s) при s > t определяется линейным дифферен-
циальным уравнением с начальным условием c(t) = v, где v — вещественная неотрицательная
константа. Правая часть дифференциального уравнения и решение c(s) возникающей зада-
чи Коши допускают разрывы первого рода, обусловленные последующими скачкообразными
изменениями констант u1, u2, u3, v, а также проведением санитарной обработки поверхно-
стей различных предметов в общедоступных местах объекта W . Во всех приведённых ниже
дифференциальных уравнениях производная от функции c(s) при s = t понимается как её
правосторонняя производная.

Постулаты модели таковы.
H1. В течение промежутка (t; t+h) с вероятностью ρh+o(h) на объектW поступает сово-

купность индивидуумов Uγ1,γ2 , состоящая из одного или нескольких индивидуумов когорт A1

и (или) A2; вероятность поступления на объект W более одной совокупности индивидуумов
Uγ1,γ2 равна o(h); на объект W не поступает ни одной совокупности индивидуумов Uγ1,γ2 с ве-
роятностью 1− ρh+ o(h), h → 0+. Константа ρ > 0 задаёт интенсивность поступления инди-
видуумов на объект W . Полагаем, что количество индивидуумов когорт A1, A2, поступивших
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в некоторый момент времени t на объект W в составе совокупности Uγ1,γ2 , описывается слу-
чайным вектором (γ1, γ2), распределённым на множестве

Γm,m = {0, 1, 2, . . . ,m} × {0, 1, 2, . . . ,m},

где m > 1 — целочисленная константа, а закон распределения имеет вид

P{(γ1, γ2) = (i, j)} = qi,j > 0, i, j = 0, 1, 2, . . . ,m, q0,0 = 0,
m∑

i,j=0

qi,j = 1. (1)

Если (γ1, γ2) = (1, 0), (γ1, γ2) = (0, 1), то на объект W поступает один индивидуум соответ-
ственно когорты A1, A2. Случаи (γ1, γ2) 6= (1, 0), (γ1, γ2) 6= (0, 1) отражают ситуацию, когда на
объект W одновременно поступает несколько индивидуумов когорты A1 и (или) когорты A2.

H2. Совокупность индивидуумов Uγ1,γ2 , поступивших объект W в момент времени tU ,
пребывает на этом объекте в течение промежутка времени (tU ; tU +ωγ1,γ2) и в момент времени
tU + ωγ1,γ2 покидает объект W . Случайная величина ωγ1,γ2 задаёт длительность пребывания
совокупности индивидуумов Uγ1,γ2 на объекте W и имеет функцию распределения, парамет-
рически зависящую от γ1, γ2. Полагаем, что для фиксированных γ1, γ2 величина ωγ1,γ2 распре-
делена на промежутке [0; ω̂γ1,γ2 ] с функцией распределения Fγ1,γ2(a) такой, что Fγ1,γ2(0) = 0,
Fγ1,γ2(ω̂γ1,γ2) = 1, где константа ω̂γ1,γ2 > 0 задаёт максимально допустимую длительность
пребывания совокупности индивидуумов Uγ1,γ2 на объекте W , (γ1, γ2) ∈ Γm,m, γ1 + γ2 > 0,
множество Γm,m указано в постулате H1.

H3. В течение промежутка (t; t+ h) с вероятностью g(u1, u2)h+ o(h) происходит контакт
пары индивидуумов когорт A1, A2, приводящий к возможному инфицированию индивидуу-
ма когорты A1 (такой контакт назовём эффективным); вероятность осуществления указан-
ных контактов двумя и более парами индивидуумов когорт A1, A2 за промежуток (t; t + h),
равна o(h); с вероятностью 1 − g(u1, u2)h + o(h) эффективный контакт пары индивидуумов
когорт A1, A2 за промежуток (t; t + h) не происходит, h → 0+. Индивидуумы когорт A1, A2,
принявшие участие в контакте между собой, выбираются равновозможно из существующих
в текущий момент времени индивидуумов этих когорт.

Вещественная функция g(u1, u2) > 0 от целочисленных аргументов u1 > 0, u2 > 0 задаёт
интенсивность эффективных контактов индивидуумов когорт A1, A2. Полагаем, что g(u1, u2)
не убывает по u1, u2 и g(u1, u2) = 0, если u1u2 = 0.

H4. Пусть на некотором промежутке времени [t; t + ξ), ξ > 0, численность индивидуу-
мов когорты A2 сохраняется неизменной и равной u2, в общедоступных местах индивидуумы
когорт A1, A2 не контактируют с поверхностью C и не проводится санитарная обработка по-
верхности различных предметов в общедоступных местах объекта W . Полагаем, что функция
c(s) является решением задачи Коши

dc(s)

ds
= σu2 − λc(s), s ∈ [t; t+ ξ), (2)

c(t) = v. (3)

В формуле (2) константа σ > 0 задаёт скорость увеличения площади поверхности C, на кото-
рую оседают вирусные частицы из воздушно-капельной смеси, выделяемой одним индивидуу-
мом когорты A2. Константа λ > 0 задаёт интенсивность уменьшения площади поверхности C
за счёт естественной гибели находящихся там вирусных частиц.

Пусть в момент времени t+ ξ проводится мгновенная санитарная обработка поверхности
различных предметов в общедоступных местах объекта W . Тогда полагаем, что

c(t+ ξ) = (1− δ)c(t+ ξ − 0), (4)
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где c(t+ ξ − 0) = lim
s→t+ξ−0

c(s), c(s) — решение задачи Коши (2), (3). В формуле (4) константа

0 < δ 6 1 интерпретируется как доля поверхности C, уменьшаемой при однократной санитар-
ной обработке.

H5. В течение промежутка (t; t+h) с вероятностью β(u1 +u2)h+ o(h) индивидуум когор-
ты A1 или когорты A2 контактирует с поверхностью C; вероятность контакта с поверхностью C
двумя и более индивидуумами когорт A1, A2 за промежуток (t; t+ h) равна o(h); индивидуу-
мы когорт A1, A2 не контактируют с поверхностью C за промежуток (t; t+ h) с вероятностью
1 − β(u1 + u2)h + o(h), h → 0+. Константа β > 0 означает интенсивность контактов инди-
видуумов когорт A1, A2 с поверхностью C, обусловленных перемещением индивидуумов по
общедоступным местам объекта W . Индивидуумы когорт A1, A2, принявшие участие в кон-
такте с поверхностью C, выбираются равновозможно из существующих в текущий момент
времени индивидуумов этих когорт.

Пусть контакт индивидуума когорты A1 или когорты A2 с поверхностью C происходит
в момент времени t+ θ ∈ (t; t+ ξ), где момент времени ξ указан в постулате H4. Тогда соотно-
шения (2), (3) заменяются на соотношения

dc(s)

ds
= σu2 − λc(s), s ∈ [t; t+ θ), (5)

c(t) = v, (6)
dc(s)

ds
= σu2 − λc(s), s ∈ [t+ θ; t+ ξ), (7)

c(t+ θ) = max{0, c(t+ θ − 0)− ϕ}, (8)

где c(t + θ − 0) = lim
s→t+θ−0

c(s), c(s) — решение задачи Коши (5), (6). Константа ϕ > 0, вхо-

дящая в (8), отражает среднюю площадь ладони индивидуумов когорт A1, A2. Принимаем,
что константа ϕ многократно меньше максимально возможного значения c(s) (площадь всех
общедоступных для индивидуумов мест на объекте W ). Введём константу 0 < ϕ∗ < ϕ, интер-
претируемую следующим образом. Если c(t+θ−0) > ϕ∗, то полагаем, что контакт индивидуума
когорты A1 с поверхностью C может приводить к инфицированию этого индивидуума. (Такой
контакт назовём эффективным.) Если 0 6 c(t + θ − 0) < ϕ∗, то контакт индивидуума когор-
ты A1 с поверхностью C не приводит к инфицированию этого индивидуума. (Такой контакт
назовём неэффективным.) Отметим, что в случае c(t+ θ− 0) = 0 индивидуум когорты A1 или
когорты A2 контактирует с поверхностью C ≡ C0, не содержащей вирусных частиц.

Из постулата H1 следует, что когорты A1, A2 пополняются в некоторый момент времени
одним или несколькими индивидуумами. Процесс пополнения когорт A1, A2 новыми индиви-
дуумами задаётся пуассоновским потоком с интенсивностью ρ > 0. Вероятность совпадения
моментов поступления на объект W очередных совокупностей индивидуумов Uγ1,γ2 равна ну-
лю. В соответствии с постулатом H2 процесс исключения индивидуумов из когорт A1, A2 обу-
словлен завершением пребывания на объекте W индивидуумов, поступивших на этот объект
в составе некоторой совокупности.

Опираясь на постулаты H1, H2, будем говорить, что пара величин (tU , ωγ1,γ2) понимается
как уникальный тип совокупности индивидуумов Uγ1,γ2 , поступивших на объект W в некото-
рый момент времени tU и находящихся на этом объекте в течение времени ωγ1,γ2 .

Для фиксированного момента времени t будем рассматривать совокупности индивидуу-
мов Uγ1,γ2 , уникальные типы которых удовлетворяют условию

tU 6 t < tU + ωγ1,γ2 . (9)

Соотношение (9) учитывает только тех индивидуумов, которые появились на объекте W до
момента времени t (включительно) и покидают объект W в момент времени, следующий за t,
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т. е. всех тех индивидуумов, которые присутствуют на объекте W в момент времени t. Для
фиксированного t количество совокупностей индивидуумов Uγ1,γ2 , удовлетворяющих соотно-
шению (9), описывается переменной x3(t).

Пусть в момент времени t на объекте W имеется x3(t) = k > 1 совокупностей Uγ1,γ2 .
Полагаем, что эти совокупности задаются семейством

Ω(t) =
{(
t
(1)
U , ω

(1)

γ
(1)
1 ,γ

(1)
2

)
; . . . ;

(
t
(k)
U , ω

(k)

γ
(k)
1 ,γ

(k)
2

)}
,

каждый элемент которого удовлетворяет соотношению (9), а именно:

t
(1)
U 6 t < t

(1)
U + ω

(1)

γ
(1)
1 ,γ

(1)
2

, . . . , t
(k)
U 6 t < t

(k)
U + ω

(k)

γ
(k)
1 ,γ

(k)
2

. (10)

Для фиксированного 1 6 i 6 k элемент
(
t
(i)
U , ω

(i)

γ
(i)
1 ,γ

(i)
2

)
∈ Ω(t) содержит момент t(i)U поступления

на объект W очередной совокупности индивидуумов U
γ
(i)
1 ,γ

(i)
2

, состоящей из γ(i)1 индивидуумов

когорты A1, γ
(i)
2 индивидуумов когорты A2 и находящихся на этом объекте в течение времени

ω
(i)

γ
(i)
1 ,γ

(i)
2

. Отметим, что

γ
(1)
1 + · · ·+ γ

(k)
1 = x1(t), γ

(1)
2 + · · ·+ γ

(k)
2 = x2(t).

Если в момент времени t на объекте W отсутствуют индивидуумы когорт A1, A2, т. е. x1(t) =
x2(t) = 0, что равносильно соотношению x3(t) = 0, то полагаем, что Ω(t) = ∅.

Под решением задач Коши (2), (3); (5), (6); (7), (8) понимается функция c(s), непрерывно-
дифференцируемая на соответствующих промежутках, удовлетворяющая последовательно
дифференциальным уравнениям (2), (5), (7) и начальным данным (3), (6), (8). Решение каждой
из перечисленных задач Коши существует, единственно, является неотрицательным и выпи-
сывается в явной форме.

Обозначим через [0;Tmod] промежуток моделирования, где Tmod > 0 — некоторая констан-
та. Для описания динамики когорт A1, A2, совокупностей Uγ1,γ2 и площади поверхности C при
t ∈ [0;Tmod] используем случайный процесс

Z(t) = (x1(t), x2(t), x3(t), c(t),Ω(t)). (11)

Полагаем, что
Z(0) = (x1(0), x2(0), x3(0), c(0),Ω(0)) (12)

состоит из заданных целочисленных констант x1(0) = x01 > 0, x2(0) = x02 > 0, x3(0) = x03 > 0,
заданной вещественной константы c(0) = c0 > 0 и фиксированного (неслучайного) множества
Ω(0) = Ω(0). Если x03 = 0, то Ω(0) = ∅.

В случае x03 = k > 1 элементы непустого множества

Ω(0) =
{(
t
(0,1)
U , ω

(0,1)

γ
(0,1)
1 ,γ

(0,1)
2

)
; . . . ;

(
t
(0,k)
U , ω

(0,k)

γ
(0,k)
1 ,γ

(0,k)
2

)}
(13)

удовлетворяют соотношению (10) при t = 0 и условию последовательного поступления сово-
купностей индивидуумов на объект W до момента времени t = 0 (включительно), а именно:

t
(0,1)
U 6 0 < t

(0,1)
U + ω

(0,1)

γ
(0,1)
1 ,γ

(0,1)
2

, . . . , t
(0,k)
U 6 0 < t

(0,k)
U + ω

(0,k)

γ
(0,k)
1 ,γ

(0,k)
2

, (14)

t
(0,1)
U < · · · < t

(0,k)
U 6 0. (15)
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Отметим, что случай c0 = 0 или c(t) = 0 для некоторых t ∈ (0;Tmod] отражает отсутствие
вирусных частиц на поверхности различных предметов в общедоступных для индивидуумов
местах объекта W .

В дополнение к переменным (11) введём многомерный считающий случайный процесс:

K(t) = (y1(t), y2(t), y3(t), ν(t), µ(t), η(t)), t ∈ [0;Tmod]. (16)

Для фиксированного t ∈ [0;Tmod] компоненты y1(t), y2(t), y3(t), ν(t), µ(t), η(t) представляют
собой неотрицательные дискретные случайные величины. Величины y1(t), y2(t), y3(t) означают
количество индивидуумов когорт A1, A2 и совокупностей индивидуумов Uγ1,γ2 , поступивших
на объект W за период времени [0; t]. Величина ν(t) означает число эффективных контактов
индивидуумов когорты A1 с индивидуумами когорты A2, величина µ(t) — число эффективных
контактов индивидуумов когорты A1 с поверхностью C за период времени [0; t]. Величина
η(t) описывает число неэффективных контактов индивидуумов когорты A1 с поверхностью C,
а также число контактов индивидуумов когорт A1, A2 с поверхностью, на которой отсутствуют
(удалены) вирусные частицы (C = C0), за период времени [0; t]. Полагаем, что K(0) содержит
нулевые константы, т. е.

K(0) = (y1(0), y2(0), y3(0), ν(0), µ(0), η(0)) = (0, 0, 0, 0, 0, 0). (17)

Тройка величин y1(Tmod), y2(Tmod), y3(Tmod) означает количество индивидуумов когорт A1, A2

и совокупностей индивидуумов Uγ1,γ2 , поступивших на объект W за весь период [0;Tmod].
Каждая из величин ν(Tmod), µ(Tmod) отражает потенциально возможное количество латентно-
инфицированных индивидуумов, возникающих из индивидуумов когорты A1 за период вре-
мени [0;Tmod]. Величина η(Tmod) отражает «качество» санитарной обработки поверхностей
различных предметов в общедоступных местах объекта W за период времени [0;Tmod].

Полагаем, что процесс санитарной обработки поверхностей различных предметов в об-
щедоступных местах объекта W осуществляется в фиксированные моменты времени τj ,
1 6 j 6 `+ 1, такие, что

0 < τ1 < τ2 < · · · < τ` < Tmod < τ`+1. (18)

Константа τ`+1 задаёт момент санитарной обработки указанных поверхностей за границами
промежутка моделирования.

Дополнительно отметим возможную интерпретацию моментов времени t = 0 и t = Tmod.
Момент t = 0 может означать время открытия объектаW для посещения индивидуумов. Тогда
принимаем, что в (12) все константы имеют нулевые значения и Ω(0) = ∅. Момент t = Tmod

может означать время закрытия объектаW для посещения индивидуумов. Тогда полагаем, что
компоненты Z(Tmod) отражают всех посетителей, которые покидают объект W , независимо
от их времени прихода на этот объект и планируемого времени пребывания на территории
объекта.

2. ВЕРОЯТНОСТНОЕ ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

2.1. Закономерности изменения компонент случайного процесса (Z(t),K(t)) на промежут-
ке времени [0;Tmod] опишем с помощью последовательности

(tn, Z(tn),K(tn)), n = 0, 1, 2, . . . , tn 6 Tmod.

Здесь t0 = 0 — начальный момент времени, компоненты Z(t0), K(t0) заданы соотношения-
ми (12)–(15), (17). Без ограничения общности примем, что при x03 > 1 элементы множества (13)
таковы, что t(0,i)U + ω

(0,i)

γ
(0,i)
1 ,γ

(0,i)
2

не совпадают с элементами набора (18) и концом промежутка

моделирования Tmod, 1 6 i 6 x03.
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Каждый последующий tn+1, n > 0, означает момент времени, в который происходит скач-
кообразное изменение компонент процесса (Z(t),K(t)) от (Z(tn),K(tn)) до (Z(tn+1),K(tn+1)),
обусловленных наступлением одного из событий, указанных в постулатах H1–H5.

2.2. Пусть t = tn ∈ [0;Tmod) — заданный момент времени, n = 0, 1, 2, . . . , t0 = 0. Примем,
что значения компонент Z(tn), K(tn) фиксированы, а именно:

Z(tn) =
(
x1(tn), x2(tn), x3(tn), c(tn),Ω(tn)

)
,

K(tn) = (y1(tn), y2(tn), y3(tn), ν(tn), µ(tn), η(tn)),
(19)

где x1(tn) > 0, x2(tn) > 0, x3(tn) > 0, y1(tn) > 0, y2(tn) > 0, y3(tn) > 0, ν(tn) > 0,
µ(tn) > 0, η(tn) > 0 — некоторые целочисленные константы, c(tn) > 0 — некоторая веществен-
ная константа, Ω(tn) — заданное семейство уникальных типов совокупностей индивидуумов
Uγ1,γ2 такое, что

если x3(tn) = 0, то Ω(tn) = ∅, (20)

если x3(tn) = k > 1, то Ω(tn) =
{(
t
(n,1)
U , ω

(n,1)

γ
(n,1)
1 ,γ

(n,1)
2

)
; . . . ;

(
t
(n,k)
U , ω

(n,k)

γ
(n,k)
1 ,γ

(n,k)
2

)}
, (21)

t
(n,1)
U 6 tn < t

(n,1)
U + ω

(n,1)

γ
(n,1)
1 ,γ

(n,1)
2

, . . . , t
(n,k)
U 6 tn < t

(n,k)
U + ω

(n,k)

γ
(n,k)
1 ,γ

(n,k)
2

, (22)

t
(n,1)
U < · · · < t

(n,k)
U 6 tn. (23)

Опишем закон изменения Z(tn), K(tn), опираясь на постулаты H1–H5.
Обратимся к постулату H2 без учёта постулатов H1, H3, H4, H5. Положим

ψn = min
16j6x3(tn)

{
t
(n,j)
U + ω

(n,j)

γ
(n,j)
1 ,γ

(n,j)
2

}
= t

(n,∗)
U + ω

(n,∗)
γ
(n,∗)
1 ,γ

(n,∗)
2

, если x3(tn) 6= 0, (24)

ψn = +∞, если x3(tn) = 0. (25)

В формуле (24)
(
t
(n,∗)
U , ω

(n,∗)
γ
(n,∗)
1 ,γ

(n,∗)
2

)
означает единственный элемент из Ω(tn), на котором до-

стигается равенство ψn = t
(n,∗)
U + ω

(n,∗)
γ
(n,∗)
1 ,γ

(n,∗)
2

. Конечная величина ψn определяет ближайший

к tn (справа) момент времени, в который индивидуумы, входящие в совокупность U
γ
(n,∗)
1 ,γ

(n,∗)
2

,
покидают объект W . Это событие приводит к скачкообразному изменению некоторых из ком-
понент Z(tn), K(tn), включая возможное изменение параметра u2 дифференциального уравне-
ния для переменной c(s), описывающего динамику площади поверхности C. Если ψn > Tmod,
то изменения некоторых из компонент Z(tn), K(tn) и параметра u2 осуществляются за грани-
цами промежутка моделирования. Формула (25) соответствует случаю, когда на объекте W
отсутствуют индивидуумы каждой из когорт A1, A2.

Обратимся к постулату H4 без учёта постулатов H1, H2, H3, H5. Рассмотрим последова-
тельность {τj}, представленную в (18). Пусть τjn — элемент этой последовательности такой,
что τjn−1 6 tn < τjn , jn > 1; при jn = 1 используем неравенство tn < τjn = τ1. Полагаем,
что τjn определяет момент времени, когда происходит первое скачкообразное изменение пе-
ременной c(s), описывающей динамику площади поверхности C, считая от tn, обусловленное
проведением мгновенной санитарной обработки поверхности. Указанное изменение не затраги-
вает остальные компоненты Z(tn),K(tn), а также параметр u2, входящий в дифференциальное
уравнение для переменной c(s). Если jn = `+ 1, то τjn > Tmod и мгновенная санитарная обра-
ботка поверхности осуществляется за границами промежутка моделирования.

Обратимся к постулатам H1, H3, H5, используя соотношения (24), (25) (постулат H2)
и не учитывая постулат H4. Зафиксируем промежуток (tn;ψn). Рассмотрим момент первого
наступления одного из событий, указанных в постулатах H1, H3, H5, полагая, что до этого
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момента времени численности когорт A1, A2 и совокупностей Uγ1,γ2 таковы, что x1(t) = x1(tn),
x2(t) = x2(tn), x3(t) = x3(tn) при всех t ∈ (tn;ψn). Обозначим через

ξn ∼ Exp
(
Q(x1(tn), x2(tn))

)
(26)

случайную величину c экспоненциальным распределением, где

Q(x1(tn), x2(tn)) = ρ+ g(x1(tn), x2(tn)) + β(x1(tn) + x2(tn)).

Отметим, что Q(x1(tn), x2(tn)) > 0. Пусть tn + ξn < ψn и tn + ξn 6 Tmod. Тогда tn + ξn —
момент первого изменения некоторых из компонент Z(tn), K(tn), включая возможное изме-
нение параметра u2 дифференциального уравнения для переменной c(s), описывающего ди-
намику площади поверхности C. Если tn + ξn > Tmod, то изменения некоторых из компонент
Z(tn), K(tn) и возможное изменение параметра u2 осуществляются за границами промежут-
ка моделирования. Если tn + ξn > ψn, то изменения некоторых из компонент Z(tn), K(tn)
и возможное изменение параметра u2 осуществляются в рамках соотношений, не входящих
в постулаты H1, H3, H5.

2.3. Используя (18)–(26), перейдём от момента времени tn к моменту

tn+1 = min{Tmod, τjn , ψn, tn + ξn}, если ψn < +∞,
tn+1 = min{Tmod, τjn , tn + ξn}, если ψn = +∞.

(27)

Отметим, что соотношения (27) содержат случайную величину ξn с экспоненциальным рас-
пределением (распределение абсолютно-непрерывного типа). Поэтому для каждого фиксиро-
ванного n вероятность совпадения Tmod, τjn , ψn с tn + ξn равна нулю. Если n = 0, то в силу
допущения из п. 2.1 ψ0 не совпадает с Tmod и τjn . Для каждого следующего n > 1 совпадение
Tmod, τjn , tn+ξn с ψn невозможно в силу экспоненциальных законов распределения случайных
величин t(n,j)U , определяющих ψn при x3(tn) 6= 0 (см. соотношения (24), (25) и (35)–(37)).

Формулы (27) определяет момент времени tn+1, которому соответствуют следующие со-
бытия.

Случай С1. Текущее время t = tn+1 = Tmod достигает конца промежутка моделирования.
Случай С2. Текущее время t = tn+1 = τjn соответствует очередной запланированной по

времени (мгновенной) санитарной обработке поверхности различных предметов в общедоступ-
ных местах объекта W .

Случай С3. В момент времени t = tn+1 = ψn некоторые отдельно взятые индивидуумы
когорты A1 или когорты A2 либо несколько индивидуумов этих когорт завершают пребывание
на объекте W .

Случай С4. В момент времени при t = tn+1 = tn + ξn осуществляется приток индивиду-
умов когорт A1, A2 на объект W (по отдельности или несколько индивидуумов сразу) либо
происходит контакт некоторой пары индивидуумов когорт A1, A2 между собой, либо один из
индивидуумов когорты A1 или когорты A2 контактирует с поверхностью C.

Введём функцию

cn(s) =

(
c(tn)− σx2(tn)

λ

)
e−λ(s−tn) +

σx2(tn)

λ
, s ∈ [tn; tn+1), (28)

которая при фиксированном tn+1 является решением задачи Коши

cn(tn) = c(tn),
dcn(s)

ds
= σx2(tn)− λcn(s), s ∈ [tn; tn+1).
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Производная функции cn(s) при s = tn понимается как правосторонняя производная. Из (28)
находим, что для функции cn(s) существует

lim
s→tn+1−0

cn(s) = ĉn(tn+1) =

(
c(tn)− σx2(tn)

λ

)
e−λ(tn+1−tn) +

σx2(tn)

λ
.

Выражение для ĉn(tn+1) используется в приведённых ниже соотношениях при различных tn+1,
указанных в (27).

Рассмотрим случай С1. Пусть в формуле (27)

tn+1 = Tmod. (29)

Тогда все компоненты Z(tn), K(tn), за исключением c(tn), сохраняются неизменными до конца
промежутка моделирования, т. е.

x1(tn+1) = x1(tn), x2(tn+1) = x2(tn), x3(tn+1) = x3(tn),

c(tn+1) = ĉn(tn+1), Ω(tn+1) = Ω(tn),

y1(tn+1) = y1(tn), y2(tn+1) = y2(tn), y3(tn+1) = y3(tn),

ν(tn+1) = ν(tn), µ(tn+1) = µ(tn), η(tn+1) = η(tn).

(30)

Рассмотрим случай С2. Примем, что в формуле (27)

tn+1 = τjn . (31)

Тогда среди компонент Z(tn), K(tn) изменяется только c(tn), а именно:

x1(tn+1) = x1(tn), x2(tn+1) = x2(tn), x3(tn+1) = x3(tn),

c(tn+1) = (1− δ)ĉn(tn+1), Ω(tn+1) = Ω(tn),

y1(tn+1) = y1(tn), y2(tn+1) = y2(tn), y3(tn+1) = y3(tn),

ν(tn+1) = ν(tn), µ(tn+1) = µ(tn), η(tn+1) = η(tn).

(32)

Рассмотрим случай С3. Примем, что в формуле (27)

tn+1 = ψn. (33)

Тогда имеют место соотношения

x1(tn+1) = x1(tn)− γ(n,∗)1 , x2(tn+1) = x2(tn)− γ(n,∗)2 , x3(tn+1) = x3(tn)− 1,

c(tn+1) = ĉn(tn+1), Ω(tn+1) = Ω(tn) \
(
t
(n,∗)
U , ω

(n,∗)
γ
(n,∗)
1 ,γ

(n,∗)
2

)
,

y1(tn+1) = y1(tn), y2(tn+1) = y2(tn), y3(tn+1) = y3(tn),

ν(tn+1) = ν(tn), µ(tn+1) = µ(tn), η(tn+1) = η(tn),

(34)

где
(
t
(n,∗)
U , ω

(n,∗)
γ
(n,∗)
1 ,γ

(n,∗)
2

)
— исключаемый из Ω(tn) элемент, имеющий наименьшее значение

t
(n,∗)
U + ω

(n,∗)
γ
(n,∗)
1 ,γ

(n,∗)
2

(см. (24)). Если в формуле (27) ψn = +∞, то соотношения (33), (34) не
используются.

Рассмотрим случай С4. Примем, что в формуле (27)

tn+1 = tn + ξn. (35)
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Тогда изменения компонент Z(tn), K(tn) задаются в соответствии с вероятностями, приведён-
ными ниже, а именно:

с вероятностью
ρ

Q(x1(tn), x2(tn))
(36)

имеют место соотношения

x1(tn+1) = x1(tn) + γ
(n+1)
1 , x2(tn+1) = x2(tn) + γ

(n+1)
2 , x3(tn+1) = x3(tn) + 1,

c(tn+1) = ĉn(tn+1), Ω(tn+1) = Ω(tn) ∪
(
tn+1, ω

(n+1)

γ
(n+1)
1 ,γ

(n+1)
2

)
,

y1(tn+1) = y1(tn) + γ
(n+1)
1 , y2(tn+1) = y2(tn) + γ

(n+1)
2 , y3(tn+1) = y3(tn) + 1,

ν(tn+1) = ν(tn), µ(tn+1) = µ(tn), η(tn+1) = η(tn),

(37)

где
(
tn+1, ω

(n+1)

γ
(n+1)
1 ,γ

(n+1)
2

)
— новый элемент, пополняющий Ω(tn), пара

(
γ
(n+1)
1 , γ

(n+1)
2

)
распре-

делена на множестве Γm,m с вероятностями qi,j , указанными в формуле (1), ω(n+1)

γ
(n+1)
1 ,γ

(n+1)
2

—

случайная величина с функцией распределения Fγ1,γ2(a) при фиксированных γ1 = γ
(n+1)
1 ,

γ2 = γ
(n+1)
2 (см. постулат H2);

с вероятностью
g(x1(tn), x2(tn))

Q(x1(tn), x2(tn))
(38)

имеют место соотношения
x1(tn+1) = x1(tn), x2(tn+1) = x2(tn), x3(tn+1) = x3(tn),

c(tn+1) = ĉn(tn+1), Ω(tn+1) = Ω(tn),

y1(tn+1) = y1(tn), y2(tn+1) = y2(tn), y3(tn+1) = y3(tn),

ν(tn+1) = ν(tn) + 1, µ(tn+1) = µ(tn), η(tn+1) = η(tn);

(39)

с вероятностью
β(x1(tn) + x2(tn))

Q(x1(tn), x2(tn))
(40)

имеют место соотношения

x1(tn+1) = x1(tn), x2(tn+1) = x2(tn), x3(tn+1) = x3(tn),

c(tn+1) = max{0, ĉn(tn+1)− ϕ}, Ω(tn+1) = Ω(tn),

y1(tn+1) = y1(tn), y2(tn+1) = y2(tn), y3(tn+1) = y3(tn), ν(tn+1) = ν(tn), (41)

если ĉn(tn+1) < ϕ∗, то µ(tn+1) = µ(tn), η(tn+1) = η(tn) + 1, (42)

если ĉn(tn+1) > ϕ∗, то η(tn+1) = η(tn), (43)

µ(tn+1) = µ(tn) + 1 с вероятностью
x1(tn)

x1(tn) + x2(tn)
, (44)

µ(tn+1) = µ(tn) с вероятностью
x2(tn)

x1(tn) + x2(tn)
. (45)

2.4. В дополнение к (19)–(45) примем, что для s ∈ [tn; tn+1) все компоненты Z(s), K(s),
за исключением c(s), сохраняются неизменными. Функция c(s) находится из (28). В итоге
приходим к следующим соотношениям:

x1(s) = x1(tn), x2(s) = x2(tn), x3(s) = x3(tn), c(s) = cn(s), Ω(s) = Ω(tn),

y1(s) = y1(tn), y2(s) = y2(tn), y3(s) = y3(tn),

ν(s) = ν(tn), µ(s) = µ(tn), η(s) = η(tn), s ∈ [tn; tn+1).

(46)
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Если выполнено соотношение (29), то завершаем описание процесса Z(t), K(t). Если соот-
ношение (29) не выполнено, то заменяем tn на tn+1, фиксируем компоненты Z(tn+1), K(tn+1),
находим момент времени tn+2, применяя формулы (31), (33), (35), и, используя tn+2, Z(tn+1),
K(tn+1), повторяем процедуру, заданную формулами (19)–(46).

Полагаем, что для n = 0, 1, 2, . . . , случайные векторы
(
γ
(n+1)
1 , γ

(n+1)
2

)
и величины ξn яв-

ляются независимыми в совокупности; случайные величины ξn и ω
(n,j)

γ
(n,j)
1 ,γ

(n,j)
2

, используемые

в (24), независимы в совокупности; распределение случайных величин ω(n,j)

γ
(n,j)
1 ,γ

(n,j)
2

при фикси-

рованном n зависит от пары
(
γ
(n,j)
1 , γ

(n,j)
2

)
.

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ

Численное исследование модели основано на применении метод Монте-Карло. Для про-
ведения вычислительных экспериментов и построения реализаций изучаемых переменных ис-
пользуется алгоритм, основанный на рекуррентных соотношениях, описанных в разд. 2. Для
генерации возникающих в алгоритме случайных величин применяются формулы и датчики
псевдослучайных чисел, описанные в работах [7-9].

Алгоритм моделирования одной реализации изучаемых переменных состоит из несколь-
ких шагов.

ШАГ 0. Задаём значения параметров модели, константу Tmod, полагаем t0 = 0,
n = 0. Фиксируем начальное состояние переменных модели Z(t0), K(t0). Задаём константу T∞
такую, что T∞ > Tmod. Переходим на шаг 1.

ШАГ 1. Для фиксированных n и tn находим величину ψn, используя формулы (24), (25).
Если окажется, что Ω(tn) = ∅, что равносильно равенству x3(tn) = 0, то в (25) полагаем, что
ψn = T∞. Переходим на шаг 2.

ШАГ 2. Для фиксированных n и tn находим элемент τ (n)j последовательности (18), удо-

влетворяющий соотношению tn < τ1 или τ
(n)
j−1 6 tn < τ

(n)
j , j = 2, . . . , ` + 1. Переходим на

шаг 3.
ШАГ 3. Для фиксированных n, tn, x1(tn), x2(tn) вычисляем константу Q(x1(tn), x2(tn)),

входящую в формулу (26). Генерируем экспоненциально распределённую случайную величи-
ну ξn c параметром Q(x1(tn), x2(tn)). Переходим на шаг 4.

ШАГ 4. Вычисляем момент времени tn+1 по формуле (27). Если выполнено соотноше-
ние (29), то находим компоненты Z(tn+1), K(tn+1) по формуле (30) и переходим на шаг 8. Если
соотношение (29) не выполнено, то при выполнении (31) переходим на шаг 5, при выполне-
нии (33) — на шаг 6, при выполнении (35) — на шаг 7.

ШАГ 5. Находим компоненты Z(tn+1), K(tn+1), используя соотношения (32). Заменяем n
на n+ 1 и возвращаемся на шаг 1.

ШАГ 6. Находим компоненты Z(tn+1), K(tn+1), используя соотношения (34). Заменяем n
на n+ 1 и возвращаемся на шаг 1.

ШАГ 7. Находим компоненты Z(tn+1), K(tn+1), используя соотношения (36)–(45). Заме-
няем n на n+ 1 и возвращаемся на шаг 1.

ШАГ 8. Запоминаем значения компонент Z(Tmod), K(Tmod) и завершаем моделирование.
Алгоритм моделирования реализован в виде консольной моделирующей программы, на-

писанной на языке программирования C++ в интегрированной среде разработки Visual Studio
2008. Входные параметры считываются из специального конфигурационного файла. Резуль-
таты моделирования (реализации переменных модели) сохраняются в отдельный текстовый
файл.
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4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Целью вычислительных экспериментов является изучение математических ожиданий

Eν/y1 = E

(
ν(Tmod)

y1(Tmod)

)
, (47)

Eµ/y1 = E

(
µ(Tmod)

y1(Tmod)

)
(48)

случайных величин ν(Tmod)/y1(Tmod), µ(Tmod)/y1(Tmod) при условии y1(Tmod) > 0. Величина
ν(Tmod)/y1(Tmod), входящая в (47), отражает число контактов индивидуумов когорты A1 с ин-
дивидуумами когорты A2 в расчёте на одного индивидуума когорты A1 за период времени
[0;Tmod]. Величина µ(Tmod)/y1(Tmod), входящая в (48), задаёт число контактов индивидуумов
когорты A1 с заражённой поверхностью C в расчёте на одного индивидуума когорты A1 за
период времени [0;Tmod]. Отметим, что случай y1(Tmod) = 0 теоретически возможен, но не име-
ет содержательной интерпретации, поскольку в этом случае ни один индивидуум не посетил
объект W и выражения (47), (48) не имеют смысла.

При проведении вычислительных экспериментов примем, что размерная переменная c(t)
заменяется на безразмерную переменную c(t)/ϕ, что приводит к очевидным изменениям в за-
писи формул, используемых в вычислительном алгоритме. Отсюда получаем, что вместо па-
раметров σ и ϕ следует использовать их отношение σ/ϕ, а размерную константу ϕ следует
заменить на безрамерную единицу. Кроме того, положим, что g(u1, u2) = g0u1u2/(1 + u1 + u2),
где константа g0 > 0 и выражение в знаменателе отражают активность и доступность инди-
видуумов для парных контактов. В частности, при u1 = u2 = 1 константа 3/g0 задаёт среднее
время до контакта только одной пары индивидуумов когорт A1, A2, находящихся на объектеW
(без учёта других событий, которые могут произойти с индивидуумами этой пары).

Математические ожидания (47), (48) рассмотрим в зависимости от вариации значений
следующих параметров:

1) состава и максимальной длительности пребывания совокупностей индивидуумов
Uγ1,γ2 на объекте W , константы g0, отражающей интенсивность контактов индивидуумов
когорт A1, A2;

2) константы β, задающей интенсивность контактов индивидуумов когорты A1 с зара-
жённой поверхностью C;

3) периодичности τj и качества δ санитарной обработки поверхностей различных предме-
тов в общедоступных местах объекта W .

Для всех вычислительных экспериментов Tmod = 24 ч. Математические ожида-
ния (47), (48) оцениваются на основе обработки результатов моделирования по выборке из
n = 1000 наблюдений с помощью интервальных оценок. Для построения интервальных оценок
использованы формулы математической статистики для выборок большого объёма [10]. Интер-
вальные оценки изучаемых математических ожиданий строятся на уровне доверия P = 0.99.

Эксперимент 1. Рассмотрим зависимость математических ожиданий (47), (48) от вари-
ации параметров модели, описывающих состав совокупностей поступающих на объект инди-
видуумов и длительность их пребывания на объекте. Набор параметров модели (с учётом их
размерности):

ρ = 80, λ = 0.3, g0 = 0.3, β = 10 ч−1,

σ = 400 см2/ч, ϕ = 150, ϕ∗ = 0.25ϕ = 37.5 см2,

τ1 = 7, τ2 = 14, τ3 = 24.5 ч, δ = 0.8.

(49)
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Распределение (1) поступивших на объект W индивидуумов когорт A1, A2 в составе со-
вокупности Uγ1,γ2 имеет вид

P{(γ1, γ2) = (i, j)} = qi,j > 0, i, j = 0, 1, 2, 3, q0,0 = 0,

3∑
i,j=0

qi,j = 1. (50)

При проведении вычислений использованы пять вариантов значений qi,j > 0, входящих в (50):

q1,0 = q0,1 = 0.3, q2,0 = q0,2 = 0.15, q1,1 = 0.1, (51)

q1,0 = q0,1 = 0.2, q2,0 = q0,2 = 0.2, q1,1 = 0.2, (52)

q1,0 = q0,1 = 0.15, q2,0 = q0,2 = 0.15, q1,1 = 0.15, q2,1 = q1,2 = 0.1, q2,2 = 0.05, (53)

q1,0 = q0,1 = 0.1, q2,0 = q0,2 = 0.15, q1,1 = 0.15, q2,1 = q1,2 = 0.15, q2,2 = 0.05, (54)

q1,0 = q0,1 = 0.15, q2,0 = q0,2 = 0.1, q1,1 = q2,1 = 0.05,

q1,2 = 0.1, q2,2 = 0.05, q1,3 = 0.1, q3,1 = 0.15.
(55)

Вероятности qi,j , не указанные в (51)–(55), приняты равными нулю.
Для фиксированных γ1, γ2 длительность ωγ1,γ2 пребывания совокупности индивидуумов

Uγ1,γ2 на объекте W распределена равномерно на промежутке [0; ω̂γ1,γ2 ]. Для каждого из ва-
риантов (51)–(55) соответствующие значения ω̂γ1,γ2 выбираются из следующего набора:

ω̂1,0 = ω̂0,1 = 1, ω̂2,0 = ω̂0,2 = ω̂1,1 = 1.5 ч,

ω̂2,1 = ω̂1,2 = 2, ω̂2,2 = ω̂1,3 = ω̂3,1 = 2.5 ч.
(56)

В табл. 1 представлены интервальные оценки математических ожиданий Eν/y1 , Eµ/y1 для
вариантов (51)–(55) и соответствующих значений ω̂γ1,γ2 из (56).

Т а б л и ц а 1

Интервальные оценки Eν/y1 , Eµ/y1
на уровне доверия P = 0.99 для эксперимента 1

Вариант Eν/y1 Eµ/y1

(51) 0.092± 0.00068 0.932± 0.00397

(52) 0.099± 0.00068 1.008± 0.00384

(53) 0.121± 0.00070 1.239± 0.00371

(54) 0.127± 0.00068 1.295± 0.00375

(55) 0.143± 0.00072 1.420± 0.00439

Из табл. 1 видно, что увеличение численного состава группы индивидуумов Uγ1,γ2 и мак-
симальной длительности ω̂γ1,γ2 пребывания индивидуумов на объекте W приводит к монотон-
ному возрастанию как Eν/y1 , так и Eµ/y1 . Различия в значениях Eν/y1 , Eµ/y1 для каждого из
пяти вариантов, приведённых в табл. 1, объясняются выбором значений параметров β и g0.
Если принять, что u1 = u2 = 1, то β/(g0/3) = 100. Последнее означает, что интенсивность
контакта одного восприимчивого индивидуума с заражённой поверхностью в сто раз боль-
ше, чем интенсивность контакта с одним заразным индивидуумом. Приведённые соотношения
между Eν/y1 , Eµ/y1 обусловлены нелинейностью выражения для функции g(u1, u2), отражаю-
щей интенсивности эффективных контактов индивидуумов когорт A1, A2, и нелинейностью
описания эффективных контактов индивидуумов когорты A1 с заражённой поверхностью C.
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Рассмотрим вариант (55) с учётом (56), в котором значение g0 = 0.3 ч−1 заменено на
значения g0 = 0.15 час−1 и g0 = 0.6час−1 (соответственно менее и более интенсивные контакты
индивидуумов когорт A1, A2). Интервальные оценки Eν/y1 , Eµ/y1 на уровне доверия P = 0.99

таковы:

Eν/y1 = 0.072± 0.00049, Eµ/y1 = 1.420± 0.00419, g0 = 0.15 ч−1, (57)

Eν/y1 = 0.285± 0.00104, Eµ/y1 = 1.421± 0.00414, g0 = 0.6 ч−1. (58)

Из (57), (58) видно, что указанные изменения параметра g0 приводят соответственно к умень-
шению и увеличению Eν/y1 , но не приводят к изменениям Eµ/y1 по сравнению с вариантом (55)
из табл. 1.

Эксперимент 2. В этом эксперименте для параметров варианта (55) с учётом (56)
(см. эксперимент 1) варьировались значения параметра β как в сторону уменьшения, так
и в сторону увеличения от значения β = 10 ч−1. Изменение значений параметра β интерпре-
тируется как описание возможного поведения индивидуумов когорт A1, A2 с точки зрения их
контактов с поверхностями различных предметов, расположенных на объекте W . Результаты
вычислений приведены в табл. 2.

Т а б л и ц а 2

Интервальные оценки Eν/y1 , Eµ/y1
на уровне доверия P = 0.99 для эксперимента 2

β (ч−1) Eν/y1 Eµ/y1

4 0.143± 0.00068 1.892± 0.00385

6 0.142± 0.00070 1.868± 0.00419

8 0.142± 0.00068 1.679± 0.00430

12 0.143± 0.00070 1.159± 0.00396

14 0.143± 0.00068 0.919± 0.00372

16 0.142± 0.00070 0.714± 0.00322

Из табл. 2 видно, что вариация значений параметра β не приводит к значимым изменени-
ям Eν/y1 по сравнению с вариантом (55) из табл. 1. С другой стороны, возрастание значений па-
раметра β от 4 ч−1 до 16 ч−1 ведёт к уменьшению значений Eµ/y1 . В случаях β = 12, 14, 16 (ч−1)
полученные значения Eµ/y1 меньше значения, приведённого для варианта (55) из табл. 1. Эф-
фект уменьшения значений Eµ/y1 при возрастании значений β обусловлен нелинейным харак-
тером осуществления контактов индивидуумов когорт A1, A2 с заражённой поверхностью C.
Из постулата H4 следует, что интенсивность эффективных контактов индивидуумов когор-
ты A1 с заражённой поверхностью C возрастает при возрастании значений β при условии,
что площадь заражённой поверхности C не меньше порогового значения ϕ∗. Вместе с тем, до-
статочно интенсивные контакты индивидуумов когорт A1, A2 с заражённой поверхностью C

приводят к существенному снижению площади заражённой поверхности C (меньше ϕ∗) и, как
следствие, к уменьшению Eν/y1 .

Эксперимент 3. В данном эксперименте для параметров варианта (55) с учётом (56)
(см. эксперимент 1) варьировались периодичность {τj} и параметр качества δ санитарной
обработки поверхностей различных предметов в общедоступных местах объекта W . Принято,
что санитарная обработка проводится через каждые два часа (вариант (59)) или каждые три
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часа (вариант (60)):

τj = 2j, 1 6 j 6 11, τ12 = 24.5 ч, (59)

τj = 3j, 1 6 j 6 7, τ8 = 24.5 ч. (60)

Каждый из вариантов (59), (60) рассматривался совместно с параметром δ, принимающим
последовательно значения 0.8, 0.9, 1.0. Результаты вычислений показывают следующее. Для
каждого из вариантов (59), (60) и для трёх указанных значений δ (всего шесть комбинаций)
интервальные оценки Eν/y1 , Eµ/y1 на уровне доверия P = 0.99 таковы:

Eν/y1 = 0.143± 0.00068, Eµ/y1 = 1.420± 0.00436. (61)

Из (61) видно, что вариация параметров τj и δ практически не влияет на значения Eν/y1 , Eµ/y1
по сравнению с вариантом (55) из табл. 1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен подход к разработке стохастической модели, описывающей локаль-
ные по времени и местоположению прямые и опосредованные контакты восприимчивых к ин-
фекции индивидуумов и заразных индивидуумов.

Для оценки потенциальной численности возникающих на объекте новых инфицированных
индивидуумов используются числовые характеристики Eν/y1 , Eµ/y1 когорты восприимчивых
к инфекции индивидуумов (см. формулы (47), (48)). Результаты эксперимента 1 показыва-
ют, что в рамках заданного набора параметров Eν/y1 , Eµ/y1 зависят от вариации парамет-
ров, описывающих состав и длительности пребывания совокупностей Uγ1,γ2 поступивших на
объект индивидуумов. Кроме того, Eν/y1 зависит от вариации параметра g0, отражающего
интенсивность контактов индивидуумов когорт A1, A2. Установленная закономерность изме-
нения Eν/y1 , Eµ/y1 интерпретируется следующим образом. Заразных индивидуумов, поступа-
ющих на объект W в составе совокупности Uγ1,γ2 при γ2 > 1, γ1 + γ2 = 3, 4 и их длительном
пребывании на объекте W , можно рассматривать как суперраспространителей инфекции.

Результаты экспериментов 2, 3 показывают, что для выбранного набора параметров прак-
тически отсутствует зависимость Eν/y1 от вариации параметра β, описывающего интенсив-
ность контактов индивидуумов когорт A1, A2 с заражённой вирусами поверхностью (см. экс-
перимент 2), и от вариации параметров {τj} и δ, отражающих периодичность и качество са-
нитарной обработки заражённой вирусами поверхности (см. эксперимент 3). Вместе с тем,
имеет место зависимость Eµ/y1 от вариации параметра β (см. эксперимент 2), но отсутствует
зависимость Eµ/y1 от вариации параметров {τj} и δ (см. эксперимент 3).

Пусть pν/y1 , pµ/y1 — вероятности инфицирования восприимчивого индивидуума при кон-
такте соответственно с заразным индивидуумом и с заражённой вирусами поверхностью.
Тогда если

pν/y1Eν/y1 ≈ pµ/y1Eµ/y1 , (62)

то можно говорить о том, что прямые и опосредованные контакты индивидуумов в среднем
дают сопоставимый вклад в формирование когорты новых инфицированных индивидуумов.
Используя (62), нетрудно оценить значения pµ/y1 (по сравнению с pν/y1), при которых кон-
такт восприимчивого индивидуума с заражённой вирусами поверхностью будет иметь замет-
ное влияние на появление новых инфицированных индивидуумов. В частности, из табл. 2

видно, что для указанных значений параметра β величина dβ =
Eν/y1
Eµ/y1

принимает значения,

близкие соответственно к 0.0756, 0.0761, 0.0846, 0.1233, 0.1546, 0.1988 (с учётом округления
до четвёртого десятичного знака). Следовательно, если для фиксированного β (из табл. 2)
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принять, что pµ/y1 ≈ dβ pν/y1 , то в соответствии с (62) опосредованные контакты индивидуу-
мов будут вносить приблизительно такой же вклад в процесс формирования когорты новых
инфицированных индивидуумов, как и прямые контакты индивидуумов.

Достаточно малые значения pµ/y1 (по сравнению с pν/y1) будут говорить о том, что опосре-
дованные контакты индивидуумов не являются существенным фактором для процесса форми-
рования когорты новых инфицированных индивидуумов. Отметим, что малые значения pµ/y1
могут быть обеспечены за счёт ношения перчаток, защищающих восприимчивых к инфекции
индивидуумов от нежелательных контактов с заражённой вирусами поверхностью. Использо-
вание перчаток, по-видимому, целесообразно при очень высокой интенсивности контактов вос-
приимчивых индивидуумов с заражённой вирусами поверхностью, формируемой при большой
численности когорты заразных индивидуумов, например сотрудниками банков или офисов
приёма платежей при обслуживании клиентов на фиксированном рабочем месте.

В завершение отметим, что модель допускает естественное развитие при рассмотре-
нии нескольких объектов, которые индивидуумы могут посещать последовательно в течение
определённого периода времени.
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Abstract. A continuously discrete stochastic model describing the dynamics of the number
of susceptible and contagious individuals visiting a certain object is presented. Individuals
arrive at the facility both individually and as part of groups of individuals united by certain
characteristics. The duration of the stay of individuals on the territory of the object is set
using distributions other than exponential. Individuals who entered the facility as part of a
certain group leave the facility as part of the same group. Contagious individuals spread viral
particles contained in the airborne mixture they emit. A certain amount of an airborne mixture
containing viral particles settles on the surface of various objects in places of the object that are
publicly accessible to individuals. The area of the infected surface (a surface containing a settled
airborne droplet mixture with viral particles) is described using a linear differential equation
with a discontinuously changing right-hand side and discontinuous initial data. Contacts of
susceptible individuals with infectious individuals and with an infected surface can lead to
their infection. A probability-theoretic formalization of the model is given and an algorithm
for numerical simulation of the dynamics of the components of a constructed random process
using the Monte Carlo method is described. The results of a numerical study of mathematical
expectations of random variables describing the number of contacts of susceptible individuals
with infectious individuals and with an infected surface per susceptible individual for a fixed
period of time are presented.
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Carlo method, computational experiment, epidemiology.
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