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Рассматривается алгоритм построения автопреобразований Бэклунда для конечномерных га-
мильтоновых систем, интегрирование которых сводится к обращению отображения Абеля. В этом
случае с помощью уравнений движения можно построить дифференциальные уравнения Абеля
и отождествить искомое преобразование Бэклунда с известным соотношением эквивалентности
между корнями полинома Абеля. В качестве примеров построены преобразования Бэклунда для
волчка Лагранжа, волчка Ковалевской и волчка Горячева–Чаплыгина, которые связаны с гипер-
эллиптическими кривыми первого и второго рода, а также для систем Горячева и Дуллина–
Матвеева, которые связаны с тригональными кривыми на плоскости.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Методы адекватной дискретизации конечномерных интегрируемых систем, в том чис-
ле и автопреобразования Бэклунда, стали в последние годы объектом интенсивного изуче-
ния [4, 18, 19, 26, 34]. Кроме этого, согласно [31, 37–39] преобразования Бэклунда для уравне-
ний Гамильтона–Якоби можно использовать для построения, классификации и исследования
новых интегрируемых систем. Напомним, что в классической механике преобразованием Бэк-
лунда называют каноническое преобразование переменных, которое сохраняет алгебраическую
форму интегралов движения [45]. Согласно этому определению преобразования Бэклунда со-
храняют форму уравнений движения, в том числе и форму абелевых квадратур, записанных в
дифференциальном виде. В данной работе мы покажем, как это свойство автопреобразований
Бэклунда можно использовать для их явного построения в рамках классической теории Абеля.

Гамильтонова система называется интегрируемой, если уравнения движения решаются
в квадратурах, т.е. если их общее решение выражается в виде комбинации элементарных
функций и интегралов от них. В классической механике наиболее часто встречаются абелевы
интегралы (квадратуры)

I =

∫
R(x, y) dx, (1.1)

где R(x, y) — произвольная рациональная функция от x и y, а y = y(x) — алгебраическая
функция от x, определенная уравнением вида

f(x, y) = ym +A1y
m−1 + . . .+Am = 0.

Входящие в уравнение рациональные многочлены Aj от x подразумеваются такими, что ле-
вая часть уравнения неразложима в произведение множителей того же вида. В общем случае
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абелевы интегралы (1.1) являются сложными трансцендентными функциями от пределов ин-
тегрирования.

Однако согласно теореме Абеля [1] сумму достаточно большого числа интегралов

I =

(x1,y1)∫
R(x, y) dx + . . .+

(xn,yn)∫
R(x, y) dx (1.2)

с произвольными нижними пределами можно выразить через рациональные функции от верх-
них пределов интегрирования pk(xk, yk) и логарифмы от таких рациональных функций (см.
подробности в [2]). Более того, среди всех возможных дифференциалов ω = R(x, y) dx Абель
выделил подмножество дифференциалов, для которых абелева сумма (1.2) постоянна:

I =

p1∫
ω + . . .+

pn∫
ω = const, pk = (xk, yk). (1.3)

Соответствующее уравнение

ω(p1) + ω(p2) + . . .+ ω(pn) = 0 (1.4)

называется дифференциальным уравнением Абеля [2, 15, 17]. Необходимое число слагаемых n
в общем случае зависит только от уравнения f(x, y), связывающего x и y.

С современной точки зрения мы рассматриваем гладкую несингулярную алгебраическую
кривую C, которая задается уравнением

f(x, y) = 0, (1.5)

и алгебраическое многообразие

C(n) = C × . . .× C︸ ︷︷ ︸
n

/Σn, где Σn — группа перестановок,

точки z = p1 + . . . + pn на котором являются конфигурациями n точек алгебраической кри-
вой C. Если ω — регулярный дифференциал на C и Trω(z) = ω(p1) + . . .+ ω(pn) — регулярная
1-форма на n-листном накрытии C(n), которая называется следом дифференциала ω, то урав-
нение Абеля имеет вид

Trω = ω(p1) + . . . + ω(pn) = 0.

Это уравнение определяет внешнюю инволютивную дифференциальную систему с максималь-
ным интегральным многообразием. Более подробный обзор истории и современных приложе-
ний дифференциальных уравнений Абеля в различных областях математики можно найти в
работах [15, 17].

В процессе доказательства теоремы о сумме интегралов от алгебраической функции Абель
отождествляет точки на плоскости pk = (xk, yk) с точками пересечения алгебраической кри-
вой C (1.5) с семейством вспомогательных кривых на плоскости, заданных уравнением

g(x, y) = 0, (1.6)

которое неявно зависит от некоторого параметра t, играющего в классической механике роль
переменной времени [2, 17].

Пусть p1 = (x1, y1), . . . , pμ = (xμ, yμ) — решения системы алгебраических неприводимых
уравнений {

f(x, y) = 0,

g(x, y) = 0.
(1.7)

Исключая переменную y из (1.7), Абель определяет полином

ψ(x) = c(x− x1) . . . (x− xμ), (1.8)
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корни которого являются абсциссами x1, . . . , xμ точек пересечения. Разделяя множество кор-
ней полинома Абеля ψ (1.8) на два подмножества, мы можем связать одно подмножество
корней x1, . . . , xm с оставшимся подмножеством корней xm+1, . . . , xμ:

(x− x1) . . . (x− xm) =
ψ(x)

c(x− xm+1) . . . (x− xμ)
. (1.9)

Ординаты соответствующих точек пересечения y1, . . . , ym находятся из уравнений (1.7). Таким
образом, при подходящем выборе подмножеств корней можно построить отображение

B : (p1, . . . , pm) ↔ (pm+1, . . . , pμ), (1.10)

связывающее различные подмножества точек пересечения. Следуя классической работе Эйле-
ра [12], в классической литературе вместо отображения (1.10) обычно рассматривают алгеб-
раические интегралы уравнений Абеля, т.е. алгебраические функции

Φ(p1, . . . , pμ) = const, (1.11)

связывающие точки пересечения. Например, уравнение Абеля

dx1
y1

+
dx2
y2

= 0

на эллиптической кривой C : y2 = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 обладает интегралом Эйлера

Φ(x1, y1;x2, y2) =

(
y1 − y2
x1 − x2

)2

− a4(x1 + x2)
2 + a3(x1 + x2) = const,

который более подробно будет рассмотрен в следующем разделе.
Если перейти от абсцисс и ординат точек на плоскости, которые использовал Абель, к

интегралам и функциям, то отображения (1.10) и эквивалентные им алгебраические интегра-
лы (1.11) можно рассматривать как теоремы сложения для абелевых функций [2, 16]. С другой
стороны, в алгебраической геометрии эти же отображения (1.10) и интегралы (1.11) рассмат-
ривают как отношения эквивалентности, позволяющие сравнивать дивизоры на гладких ал-
гебраических многообразиях C(n) (см. [29]).

В данной работе мы будем интерпретировать отображения вида (1.10) как преобразова-
ния Бэклунда, отождествляя абсциссы xk и ординаты yk точек пересечения с переменными
разделения для соответствующих уравнений Гамильтона–Якоби.

Уравнения Абеля для систем типа Штеккеля. Одним из наиболее представи-
тельных семейств интегрируемых гамильтоновых систем является семейство систем Штек-
келя [32, 33]. Эти системы определяются с помощью невырожденной (m×m)-матрицы Штек-
келя S на конфигурационном пространстве Rm с координатами q1, . . . , qm такой, что элементы
j-го столбца зависят только от координаты qj:

detS �= 0 и
∂Sij

∂qk
= δjk.

В этом случае построенные с помощью обратной матрицы C = S−1 гамильтонианы

Hk =
m∑
j=1

Cjk

(
p2j + Uj(qj)

)
, (1.12)

где Uj(qj) — произвольные функции, находятся в инволюции {Hi,Hj} = 0, i, j = 1, . . . ,m,
относительно стандартной скобки Пуассона на фазовом пространстве R

2m: {qi, pj} = δij ,
{qi, qj} = {pi, pj} = 0. Итак, для систем Штеккеля существует m квадратичных по импульсам
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независимых интегралов движения в инволюции. На общем уровне этих интегралов Hi = hi
уравнения движения имеют вид

m∑
k=1

Sjk(qk) dqk√∑m
i=1 hiSik(qk)− Uk(qk)

= dtj, j = 1, . . . ,m. (1.13)

Здесь tj — переменные времени, отвечающие гамильтонианам Hj (см. [32, 33]). Таким обра-
зом, согласно стандартной процедуре интегрирования уравнений Гамильтона–Якоби величины
qi(t, h1, . . . , hm) находятся из уравнений (квадратур)

m∑
k=1

∫
Sjk(qk) dqk√∑m

i=1 hiSik(qk)− Uk(qk)
= tj + βj , j = 1, . . . ,m, (1.14)

где βj — постоянные интегрирования [32, 33].
В общем случае разделенные уравнения

p2j + Uj(qj)−
m∑
i=1

hiSij(qj) = 0

различны, но для так называемых однородных систем Штеккеля все пары переменных разде-
ления

(q1 = x1, p1 = y1), . . . , (qm = xm, pm = ym)

связаны общим полиномиальным соотношением

f(x, y) = y2 − f(x) = 0, f(x) = a2g+2x
2g+2 + a2g−1x

2g−1 + . . .+ a0 = 0, (1.15)

в котором коэффициенты a2g+2, . . . , a0 являются функциями от гамильтонианов H1, . . . ,Hm,
т.е. постоянными движения.

Общее разделенное уравнение (1.15) определяет гиперэллиптическую кривую C рода g,
а уравнения движения (1.13) имеют вид

ωj(x1, y1) + . . . + ωj(xm, ym) = dtj, j = 1, . . . ,m, (1.16)

где ω1, . . . , ωm — семейство независимых регулярных дифференциалов на гиперэллиптической
кривой C. В этом случае нахождение qi(t, h1, . . . , hm) с помощью уравнений (1.14) называется
обращением отображения Абеля на гиперэллиптической кривой. Различные примеры одно-
родных систем Штеккеля можно найти в книгах [5, 9, 10].

Предположим, что существует каноническое преобразование переменных в R
2m

B : (q1, p1, . . . , qm, pm) ↔ (q̃1, p̃1, . . . , q̃m, p̃m) (1.17)

валентности c = −1, которое сохраняет форму гамильтонианов (1.12). Напомним, что пре-
образование переменных B называется каноническим преобразованием валентности c �= 0,
если

M�JM = cJ, J =

(
0 I
−I 0

)
.

Здесь I — единичная (m×m)-матрица, а M — матрица Якоби преобразования (1.17):

M =

( ∂q̃
∂q

∂q̃
∂p

∂p̃
∂q

∂p̃
∂p

)
.

В этом случае M называется обобщенно симплектической матрицей валентности c.
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Итак, если мы рассматриваем каноническое преобразование валентности c = −1, то новые
переменные

(q̃1 = xm+1, p̃1 = ym+1), . . . , (q̃m = x2m, p̃m = y2m)

удовлетворяют тем же самым уравнениям движения (1.16) с точностью до знака переменной
времени:

ωj(xm+1, ym+1) + . . .+ ωj(x2m, y2m) = −dtj, j = 1, . . . ,m. (1.18)

Складывая уравнения движения (1.16) и (1.18), мы получим дифференциальные уравнения
Абеля

ωj(x1, y1) + . . .+ ωj(xm, ym) + ωj(xm+1, ym+1) + . . .+ ωj(x2m, y2m) = 0, (1.19)

что позволяет отождествить искомое каноническое преобразование координат B (1.17) на фа-
зовом пространстве R2m с детально изученным в математике отображением (1.10).

Например, для системы Неймана, системы Гарнье, системы Энона–Эйлеса, волчка Кова-
левской и ряда других двумерных интегрируемых систем уравнения (1.16) имеют вид

dq1√
f(q1)

+
dq2√
f(q2)

= dt1,
q1 dq1√
f(q1)

+
q2 dq2√
f(q2)

= dt2, (1.20)

где f(x) — неприводимый полином шестой степени

f(x) = a6x
6 + a5x

5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0, (1.21)

коэффициенты ai которого зависят от гамильтонианов H1,2 и других постоянных парамет-
ров [5, 9, 10].

В этом случае уравнения Абеля (1.19) при x1,2 = q1,2, y1,2 = p1,2 и x3,4 = q̃1,2, y3,4 = p̃1,2
имеют вид

dx1
y1

+
dx2
y2

+
dx3
y3

+
dx4
y4

= 0,
x1 dx1
y1

+
x2 dx2
y2

+
x3 dx3
y3

+
x4 dx4
y4

= 0. (1.22)

Эти уравнения связывают две точки p = (x1, y1, x2, y2) и p̃ = (x3, y3, x4, y4) на симметризован-
ном произведении гиперэллиптической кривой второго рода C : y2 = f(x). Согласно теореме
Абеля в этом случае уравнения (1.22) обладают двумя алгебраическими интегралами

Φ1,2(x1, y1, x2, y2, x3, y3, x4, y4) = 0.

Добавляя к этим интегралам условие сохранения алгебраической формы гамильтонианов(1.12)

Hi(x1, y1, x2, y2) = Hi(x3, y3, x4, y4), i = 1, 2,

мы получим систему из четырех алгебраических уравнений. Решая эти уравнения относитель-
но четырех переменных x3,4 = q̃1,2 и y3,4 = p̃1,2, мы получим искомое каноническое преобразо-
вание B (1.17), сохраняющее форму гамильтонианов H1,2.

Благодаря существованию стандартной гиперэллиптической инволюции σ : (y, x) → (−y, x)
уравнения кривой C (1.15) существует еще одно тривиальное каноническое преобразование
валентности c = −1, которое также сохраняет форму гамильтонианов (1.12):

σ : pi → −pi, i = 1, . . . ,m. (1.23)

Очевидно, что композиция рассмотренных нами преобразований будет унивалентным канони-
ческим преобразованием.
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Теорема 1. Композиция σ ◦ B преобразований (1.17) и (1.23) является каноническим
преобразованием валентности c = 1, сохраняющим форму гамильтонианов Hk (1.12), т.е.
автопреобразованием Бэклунда для уравнений Гамильтона–Якоби Hk = hk.

Итак, дифференциальные уравнения Абеля естественным образом возникают в методе раз-
деления переменных в уравнении Гамильтона–Якоби и поэтому могут быть использованы для
построения автопреобразований Бэклунда для интегрируемых гамильтоновых систем.

2. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ

Рассмотрим точки пересечения эллиптической кривой

C : y2 = f(x), f(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0, (2.1)

с семейством парабол, определяемых уравнением с переменными коэффициентами

g(x, y) = b2x
2 + b1x+ b0 − y = 0. (2.2)

Исключая y, получим уравнение

b2x
2 + b1x+ b0 −

√
f(x) = 0. (2.3)

Если x1, . . . , x4 — абсциссы четырех точек пересечения, то, исключая переменные коэффици-
енты bi из уравнений (2.1) и (2.3), получим стандартный алгебраический интеграл∣∣∣∣∣∣∣∣

x21 x1 1 y1
x22 x2 1 y2
x23 x3 1 y3
x24 x4 1 y4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

для уравнения Абеля
dx1
y1

+
dx2
y2

+
dx3
y3

+
dx4
y4

= 0.

Предположим, что один из корней, например x4, лежит на бесконечности и (2.3) имеет вид

(a4x
2 + b1x+ b0)−

√
a4y = 0, (2.4)

чего можно всегда добиться, воспользовавшись произвольностью коэффициентов bj (см. [16]).
Следуя Абелю [1], перепишем уравнение (2.4) в полиномиальном виде

ψ(x) = (a4x
2 + b1x+ b0)

2 − a4y
2 = 0,

определяя полином Абеля третьей степени с корнями x1, x2 и x3

ψ(x) = a4(2b1 − a3)x
3 + (b21 + 2a4b0 − a2a4)x

2 + (2b1b0 − a1a4)x+ b20 − a4a0 =

= a4(2b1 − a3)(x− x1)(x− x2)(x− x3).

Используя уравнение (2.4) при x = x3

a4x
2
3 + b1x3 + b0 −

√
a4y3 = 0,

можно исключить b0 с помощью первой формулы Виета

a4(2b1 − a3)(x1 + x2 + x3) = −(b21 + 2a4b0 − a2a4) (2.5)

и получить

(2b1 − a3)(x1 + x2) = 2a4x
2
3 + a3x3 − a2 −

b21
a4

− 2
√
a4y3. (2.6)

Далее это уравнение мы будем использовать для определения коэффициента b1.
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Оставшиеся два уравнения (2.3) при x = x1,2
√
a4x

2
1 + b1x1 + b0 −

√
a4y1 = 0,

√
a4x

2
2 + b1x2 + b0 −

√
a4y2 = 0

нужно вычесть друг из друга:

(x1 − x2)
(
a4(x1 + x2) + b1

)
−√

a4(y1 − y2) = 0.

Полученное соотношение перепишем в виде

y1 − y2
x1 − x2

=
√
a4(x1 + x2) +

b1√
a4

. (2.7)

Возводя обе части этого уравнения в квадрат и подставляя значение коэффициента b1 из (2.6),
получим интеграл Эйлера [12](

y1 − y2
x1 − x2

)2

= a4(x1 + x2)
2 + a3(x1 + x2) + c, (2.8)

где
c = 2a4x

2
3 + a3x3 + a2 − 2

√
a4y3. (2.9)

Интеграл Эйлера (2.8) является общим интегралом уравнения Абеля

dx1
y1

+
dx2
y2

= 0, (2.10)

если c рассматривать как константу интегрирования (см. вычисления Лагранжа в [16, p. 144]).
С другой стороны, этот интеграл является частным интегралом уравнения Абеля

dx1
y1

+
dx2
y2

+
dx3
y3

= 0, (2.11)

если c рассматривать как функцию от x3 и y3. В этом случае интеграл Эйлера принято ин-
терпретировать как теорему сложения для эллиптических функций [2, 16].

С другой стороны, если вычесть два выражения типа (2.7)

y1 − y3
x1 − x3

−√
a4(x1 + x3) =

b1√
a4

,
y2 − y3
x2 − x3

−√
a4(x2 + x3) =

b1√
a4

,

мы также освобождаемся от переменного коэффициента b1 и получаем интеграл Абеля для
уравнения (2.10)

y1 − y3
x1 − x3

−√
a4x1 =

y2 − y3
x2 − x3

−√
a4x2 (2.12)

(см. подробности в [2, p. 229]).
Другие формы алгебраических интегралов дифференциальных уравнений Абеля могут

быть получены с помощью подстановок

x =
lx′ +m

l′x′ +m′ ,
dx

y
= (lm′ − l′m)

dx′

y′
, (2.13)

сохраняющих инварианты кривой C, и различных комбинаций известных интегралов. Напри-
мер, если xk = 1/x′k, то мы имеем

dxk
yk

= − dx′k
y′k

, y′2k = a4 + a3x
′
k + a2x

′2
k + a1x

′3
k + a0x

′4
k .
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Интеграл Эйлера (2.8) для соответствующей эллиптической кривой(
y′1 − y′2
x′1 − x′2

)2

= a0(x
′
1 + x′2)

2 + a1(x
′
1 + x′2) + c

после обратного преобразования x′k = 1/xk имеет вид(
x22y1 − x21y2
x1x2(x1 − x2)

)2

= a0

(
1

x1
+

1

x2

)2

+ a1

(
1

x1
+

1

x2

)
+ c′. (2.14)

Вычитая (2.14) из (2.8), мы получаем еще один интеграл уравнения Абеля (2.10)(
x1 + x2
x1 − x2

)
x22y

2
1 − x21y

2
2

x21x
2
2

= a4(x1 + x2)
2 + a3(x1 + x2)−

− a0

(
1

x1
+

1

x2

)2

− a1

(
1

x1
+

1

x2

)
+ (c− c′). (2.15)

Эти интегралы были построены Ришело в работе [28, S. 359].

Преобразования Бэклунда. Рассмотрим одномерную гамильтонову систему

dq

dt
= {H, q} ≡ p,

для которой уравнение Гамильтона–Якоби H(q, p) = E может быть переписано в виде

p2 = f(q), f(q) = a4q
4 + a3q

3 + a2q
2 + a1q + a0.

Здесь a4, . . . , a0 — константы, зависящие от энергии E и других постоянных параметров, вхо-
дящих в определение гамильтониана.

Рассмотрим замену переменных (q, p) → (q̃, p̃ ), которая сохраняет скобку Пуассона и фор-
му функции Гамильтона

H(q, p) = H(q̃, p̃ ), (2.16)

так что
dq

p
= dt =

dq̃

p̃
.

Если положить q = x1, p = y1, q̃ = x2, p̃ = −y2, то последнее уравнение можно отождествить
с уравнением Абеля (2.10) на эллиптической кривой.

Добавляя к уравнению (2.16) любой из алгебраических интегралов Φ(q, p, q̃, p̃ ) = const
уравнения Абеля (2.10), мы получим систему из двух алгебраических уравнений, которые
можно использовать для явного нахождения переменных q̃ и p̃ в виде алгебраических функций
от исходных переменных q и p. Например, можно взять интеграл Эйлера (2.8), который в
терминах динамических переменных имеет вид

Φ(q, p, q̃, p̃ ) =

(
p+ p̃

q − q̃

)2

− a4(q + q̃ )2 − a3(q + q̃ ) = c, (2.17)

или интеграл Абеля (2.12)

Φ(q, p, q̃, p̃ ) =
p− Λ

q − λ
−√

a4q +
−p̃+ Λ

q̃ − λ
+

√
a4 q̃ = 0, (2.18)

в котором мы, следуя Бейкеру [2, p. 229], положили λ = x3 и Λ = y3. Подчеркнем, что в
этом случае ордината неподвижной точки пересечения y3 = Λ =

√
f(λ) является функцией на

фазовом пространстве, зависящей от параметра λ.
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Выбрав один из коэффициентов ak в качестве гамильтониана, так что уравнение (2.16)
примет вид

H = q−k

(
p2 −

∑
j �=k

ajq
j

)
= q̃−k

(
p̃ 2 −

∑
j �=k

aj q̃
j

)
, aj ∈ R, (2.19)

можно доказать следующее свойство получаемого таким способом отображения (q, p) → (q̃, p̃ ).
Теорема 2. Для любого k = 0, . . . , 4, добавляя к уравнению (2.19) один из алгебраических

интегралов (2.17), (2.18), (2.14), (2.15), мы получим два алгебраических уравнения, решения
которых относительно q̃ и p̃ задают преобразования координат, сохраняющие форму инте-
грала движения H и скобку Пуассона

{q, p}k = qk ↔ {q̃, p̃ }k = q̃ k.

Используя более сложные гамильтонианы, можно построить преобразования Бэклунда,
сохраняющие более сложные скобки Пуассона.

Преобразования, отвечающие разным алгебраическим интегралам уравнений Абеля, отли-
чаются друг от друга. Например, еслиH = a0 и a3 = a2 = a1 = 0, то переменная q̃, построенная
с помощью интеграла Эйлера (2.17), имеет вид

q̃ = −q +
2c2q − 4a4cq

3 + 2p
√

c(4a24q
4 − 4a4p2 + c2)

4a24q
4 − (4cq2 + 4p2)a4 + c2

. (2.20)

С другой стороны, переменная q̃, построенная с помощью интеграла Абеля (2.18), равна

q̃ = −q +
p

√
a4(q − λ)

−
2
√
a4q

(√
a4λ

2 +
√

a4λ4 − a4q4 + p2
)

a4(λ2 − q2) +
√
a4
(√

a4λ4 − a4q4 + p2 − p
) . (2.21)

В первом случае мы можем рассмотреть предел a4 = 0 в (2.20), а во втором случае нет. Кроме
подобных формальных различий, отвечающие разным интегралам отображения могут иметь,
например, разное значение алгебраической энтропии [19].

3. ГИПЕРЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ

Пусть C — гиперэллиптическая кривая рода g, заданная уравнением

y2 = f(x), f(x) = a2g+2x
2g+2 + a2g−1x

2g−1 + . . .+ a1x+ a0, (3.1)

в котором aj — постоянные комплексные числа. Рассмотрим точки пересечения pk = (xk, yk)
этой кривой C с семейством алгебраических кривых, которые задаются уравнением g(x, y) = 0,
зависящим рационально от некоторого параметра t. Подставляя вместо y2 полином f(x), Абель
приводит это уравнение к виду

Qy + P = 0, (3.2)

где P и Q — некоторые полиномы от x. Затем Абель переписывает это уравнение в виде
уравнения Q2f(x) − P 2 = 0, корни которого являются абсциссами точек пересечения двух
алгебраических кривых на плоскости. Обозначая степень этого уравнения через μ, определим
полином

ψ(x) = Q2f(x)− P 2 = c(x− x1) . . . (x− xμ) (3.3)

и рассмотрим малые вариации его корней x1, . . . , xμ, отвечающие изменению положения и
формы произвольной кривой, задаваемой уравнением g(x, y) = 0. Коэффициенты в уравне-
нии (3.1) при этом не изменяются.
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Если ∂P и ∂Q обозначают малые вариации полиномов P и Q, отвечающие изменениям
положения и формы в семействе переменных кривых, а dxr — вариации корней полинома ψ, то

dxr√
f(xr)

=
θ(xr)

ψ′(xr)
, где θ(x) = 2(Q∂P − P ∂Q). (3.4)

Так как степень полинома θ(x) меньше степени полинома ψ(x) по крайней мере на 2, дробь
xθ(x)/ψ(x) можно разложить на элементарные дроби

xθ(x)

ψ(x)
=

μ∑
r=1

xrθ(xr)

ψ′(xr)(x− xr)
.

Если теперь положить x = 0, то получим дифференциальное уравнение Абеля
μ∑

r=1

θ(xr)

ψ′(xr)
= 0 ⇒

μ∑
r=1

dxr√
f(xr)

= 0.

Интегрируя это уравнение, Абель доказывает теорему о сумме интегралов алгебраической
функции в этом частном случае [1] (см. также изложение доказательства Абеля в книге [16]).

Для того чтобы таким же методом получить при n > g систему дифференциальных урав-
нений Абеля

dx1√
f(x1)

+
dx2√
f(x2)

+ . . .+
dxn√
f(xn)

= 0,

x1 dx1√
f(x1)

+
x2 dx2√
f(x2)

+ . . .+
xn dxn√
f(xn)

= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn−1
1 dx1√
f(x1)

+
xn−1
2 dx2√
f(x2)

+ . . . +
xn−1
n dxn√
f(xn)

= 0,

(3.5)

отвечающую стандартному базису голоморфных дифференциалов

ω1 =
dx

y
, ω2 =

xdx

y
, . . . , ωg =

xg−1dx

y
,

мы положим Q = 1 в (3.2) и рассмотрим точки пересечения постоянной гиперэллиптической
кривой C (3.1) с семейством кривых, задаваемых уравнением

g(x, y) = y − P (x), P (x) =
√
a2g+2 x

g+1 + bgx
g + . . .+ b0. (3.6)

Переменные коэффициенты bi в этом уравнении зависят от параметра t, который в клас-
сической механике играет роль переменной времени. В этом случае абсциссы 2g + 1 точек
пересечения являются корнями полинома Абеля

ψ(x) = f(x)− P (x)2 =
(
a2g+1 − 2

√
a2g+2 bg

)
F (x)φ(x) (3.7)

(см. [2, p. 229]). Следуя Абелю [1], в этом определении мы выделили n переменных (варьиру-
емых) корней, входящих в уравнения (3.5), в полином

F (x) = (x− x1) . . . (x− xn),

а оставшиеся корни xn+1, . . . , x2g+1, которые играют роль постоянных параметров, мы собрали
в полином

φ(x) = (x− xn+1) . . . (x− x2g+1).
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Далее мы можем использовать данный полином Абеля (3.7) для построения отображений
вида (1.10) и алгебраических интегралов (1.11) уравнений Абеля (3.5).

Нахождению полного семейства алгебраических интегралов или производящей функции
таких интегралов посвящены работы Якоби [20], Вейерштрасса [44], Ришело [28] и многих
других (см. обсуждение в книге Бейкера [2]). Например, в работе Ришело [28] приведены
явные выражения для g алгебраических интегралов уравнений (3.5) при n = g + 1. Один из
этих интегралов[

y1
F ′(x1)

+ . . .+
yn

F ′(xn)

]2
= a2g+2(x1 + . . . + xn) + a2g+1(x1 + . . . + xn)

2 + c

является аналогом интеграла Эйлера (2.8). Как и ранее, c можно рассматривать либо как
постоянную интегрирования, либо как функцию от координат неподвижных точек пересечения
pn+1, . . . , p2g+1 аналогично (2.9).

Преобразования Бэклунда. Рассматривая однородные системы Штеккеля, мы полу-
чили дифференциальные уравнения Абеля специального вида (1.19), в которых число слагае-
мых n > g равно удвоенному числу степеней свободы: n = 2m. Если ограничиться рассмотре-
нием голоморфных дифференциалов на гиперэллиптической кривой, когда дифференциаль-
ные уравнения Абеля (1.19) имеют вид (3.5), то получим полином Абеля (3.7) вида

ψ(x) = f(x)− P (x)2 =
(
a2g+1 − 2

√
a2g+2 bg

) m∏
i=1

(x− xi)
2m∏

i=m+1

(x− xi)
r∏

j=1

(x− λj). (3.8)

Здесь предполагается что одна из точек пересечения лежит на бесконечности и что x1, . . . , x2m
и λ1, . . . , λr — варьируемые и постоянные корни полинома Абеля. Следуя Бейкеру [2], корни
постоянного полинома φ(x) =

∏r
j=1(x − λj) степени r = 2(g − m) + 1 мы обозначили через

λj = x2m+j .
Абсциссы m последних точек пересечения являются корнями следующего полинома степе-

ни m:
2m∏

i=m+1

(x− xi) =
f(x)− P (x)2

(a2g+1 − 2
√
a2g+2 bg)F (x)

, (3.9)

где

F (x) =
m∏
i=1

(x− xi)φ(x), F ′ =
∂

∂x
F,

а полином P (x) находится с помощью интерполяции по Лагранжу, как в работе Абеля [1].
Например, при m = g

P (x) = F (x)

(
√
a2g+2 +

m∑
i=1

yi
(x− xi)F ′(xi)

+

√
f(λ)

(x− λ)F ′(λ)

)
, (3.10)

а при m �= g необходимо использовать другие, более сложные выражения для интерполяции.
Соответствующие ординаты точек пересечения суть

yi = P (xi), i = m+ 1, . . . , 2m. (3.11)

Выражения (3.9) и (3.11) определяют отображение

Bλ : (x1, y1; . . . ;xm, ym) ↔ (xm+1, ym+1; . . . ;x2m, y2m), (3.12)
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которое может рассматриваться как автоморфизм m-кратного симметризованного произведе-
ния C(m) (алгебраического многообразия)

Bλ : C(m) ↔ C(m),

зависящий от r произвольных параметров λ1, . . . , λr.
Отождествляя переменные точки пересечения c координатами на фазовом пространстве

(q1 = x1, p1 = y1), . . . , (qm = xm, pm = ym)

и
(q̃1 = xm+1, p̃1 = ym+1), . . . , (q̃m = x2m, p̃m = y2m),

мы можем отождествить отображение (3.12) с каноническим преобразованием фазового про-
странства вида (1.17)

Bλ : (q1, p1, . . . , qm, pm) ↔ (q̃1, p̃1, . . . , q̃m, p̃m) (3.13)

валентности c = −1, которое сохраняет форму гамильтонианов (1.12).
Композиция σ ◦Bλ преобразований (1.23) и (3.13) является каноническим преобразовани-

ем валентности c = 1, сохраняющим форму гамильтонианов Hk (1.12) для однородных систем
Штеккеля, т.е. автопреобразованием Бэклунда для уравнений Гамильтона–Якоби Hk = hk.
Если m = g, то каноническое преобразование σ ◦ Bλ зависит только от одного параметра λ
(точки на кривой C). В работах [23, 24, 30] эта зависимость называется свойством спектраль-
ности автопреобразования Бэклунда.

Для гиперэллиптических кривых рода 1 и 2 можно построить переменные q̃ и p̃ явно, в
отличие от метода построения преобразований Бэклунда, использующего матрицы Лакса [24].
Например, рассмотрим двумерные гамильтоновы системы, интегрируемые в гиперэллипти-
ческих квадратурах (1.20), для которых a6 = 0 в уравнении (1.21), т.е. гиперэллиптическая
кривая C является мнимой. В этом случае коэффициенты полинома (3.9) второго порядка
вполне обозримы:

q̃1 + q̃2 = q1 + q2 +
(q1 − q2)f

′(q1) + 2(p1 + p2)(Λ− p1)

a5(q1 − q2)3(λ− q1)
− 2p1(Λ− p1)

a5(q1 − q2)2(λ− q1)2
+

+
(q1 − q2)f

′(q2)− 2(p1 + p2)(Λ− p2)

a5(q1 − q2)3(λ− q2)
− 2p2(Λ− p2)

a5(q1 − q2)2(λ− q2)2
(3.14)

и

q̃1q̃2 = q1q2 +
q2(q1 − q2)f

′(q1) + 2(q2p1 + q1p2)(Λ− p1)

a5(q1 − q2)3(λ− q1)
− 2q2p1(Λ− p1)

a5(q1 − q2)2(λ− q1)2
+

+
q1(q1 − q2)f

′(q2)− 2(q2p1 + q1p2)(Λ− p2)

a5(q1 − q2)3(λ− q2)
− 2q1p2(Λ− p2)

a5(q1 − q2)2(λ− q2)2
. (3.15)

Подставляя эти переменные в (3.11) и меняя знак на противоположный (см. (1.23)), получим
соответствующие “импульсы”

p̃1,2 = −
(
p1(x− q2)(x− λ)

(q1 − q2)(q1 − λ)
+

p2(x− q1)(x− λ)

(q2 − q1)(q2 − λ)
+

Λ(x− q1)(x− q2)

(λ− q1)(λ− q2)

)∣∣∣∣
x=q̃1,2

. (3.16)

Здесь f ′ обозначает производную от полинома f(x) (1.21) по x, а ордината неподвижной точки
пересечения Λ рассматривается как функция на фазовом пространстве:

Λ = ±
√

a5λ5 + a4λ4 + a3λ3 + a2λ2 + a1λ+ a0,
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зависящая от произвольного параметра λ. Аналогичные явные выражения при λ = 0 при-
ведены в работе [39], посвященной построению авто- и гетеропреобразований Бэклунда для
системы Энона–Эйлеса.

По своему определению преобразования Бэклунда Bλ (3.14)–(3.16) являются канонически-
ми унивалентными преобразованиями относительно скобки Пуассона {· , ·}, которая использу-
ется для построения дифференциальных уравнений Абеля (1.22) с помощью гамильтоновых
уравнений движения для переменных разделения:

x1
dt1

= {x1,H1} =
y1

x1 − x2
,

x2
dt1

= {x2,H1} = − y2
x1 − x2

и
x2
dt2

= {x1,H2} = − x2y1
x1 − x2

,
x2
dt2

= {x2,H2} =
x1y2

x1 − x2
.

Для того чтобы описать эти скобки явно, мы должны подставить вместо коэффициентов ak
полинома f(x) (1.21) функции Гамильтона H1,2. Например, можно непосредственно доказать
следующее утверждение.
Теорема 3. Если гамильтонианы H1,2 равны коэффициентам ak и ak+1,

H1 =
qk+1
1 π2 − qk+1

2 π1

qk1q
k
2 (q1 − q2)

, H2 = − qk1π2 − qk2π1

qk1q
k
2 (q1 − q2)

, πj = p2j −
5∑

i=0
i �=k,k+1

aiq
i
j, (3.17)

то отображение Bλ сохраняет следующие скобки Пуассона:

{q1, q2} = {q1, p2} = {q2, p1} = {p1, p2} = 0, {q1, p1} = qk1 , {q2, p2} = qk2

для любого k = 0, . . . , 4.
Используя более сложные гамильтонианы, можно построить преобразования Бэклунда,

сохраняющие более сложные скобки Пуассона, которые входят в определения дифференци-
альных уравнений Абеля.

Эти же преобразования Бэклунда можно построить, используя алгебраические интегра-
лы уравнений Абеля. Для нахождения этих интегралов достаточно изменить порядок корней
полинома Абеля и построить двойственное представление для полинома P (x):

P̃ (x) = F̃ (x)

(
√
a2g+2 +

2m∑
i=m+1

yi

(x− xi)F̃ ′(xi)
+

√
f(λ)

(x− λ)F̃ ′(λ)

)
,

где

F̃ (x) =
2m∏

i=m+1

(x− xi)φ(x).

Приравнивая коэффициенты при x в P (x) = P̃ (x), мы получим семейство алгебраических
интегралов дифференциальных уравнений Абеля (3.5) в частном случае n = 2m. Например,
при g = 1 полиномы выражаются формулами

P (x) =
√
a4(x− x1)(x− λ) +

y1(x− λ)

x1 − λ
+

Λ(x− x1)

λ− x1
,

P̃ (x) =
√
a4(x− x2)(x− λ) +

y2(x− λ)

x2 − λ
+

Λ(x− x2)

λ− x2
,

так что искомый алгебраический интеграл имеет вид (2.12).
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При g = 2 и m = g аналогичным образом можно получить два алгебраических интеграла
уравнений Абеля на гиперэллиптической кривой второго рода

y1 − Λ

(x1 − x2)(x1 − λ)
+

y2 − Λ

(x2 − x1)(x2 − λ)
−√

a6(x1 + x2) =

=
y3 − Λ

(x3 − x4)(x3 − λ)
+

y4 − Λ

(x4 − x3)(x4 − λ)
−√

a6(x3 + x4),

x2(y1 − Λ)

(x1 − x2)(x1 − λ)
+

x1(y2 − Λ)

(x2 − x1)(x2 − λ)
−√

a6 x1x2 =

=
x4(y3 − Λ)

(x3 − x4)(x3 − λ)
+

x3(y2 − Λ)

(x4 − x3)(x4 − λ)
−√

a6 x3x4.

Здесь λ является произвольным параметром, а Λ = ±
√

f(λ) — функция на фазовом простран-
стве.

Добавляя к этим алгебраическим интегралам условие постоянства формы гамильтониа-
нов H1,2 (3.17)

H1,2(p1,2, q1,2) = H1,2(p̃1,2, q̃1,2)

и решая полученную систему уравнений относительно четырех переменных x3,4 = q̃1,2 и y3,4 =
= p̃1,2, мы получим то же самое преобразование Бэклунда (3.14)–(3.16) при условии a6 = 0.
Как и для гамильтоновых систем, связанных с эллиптической кривой, другие преобразова-
ния Бэклунда можно построить, используя алгебраические интегралы, полученные методом
Якоби [20] или Вейерштрасса [44].

4. ПРИМЕРЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ БЭКЛУНДА

Рассмотрим вращение твердого тела вокруг неподвижной точки в поле тяжести, которое
описывается уравнениями Эйлера–Пуассона

Ṁ = M × Ω+ γ ×A, γ̇ = γ × Ω. (4.1)

Здесь M = (M1,M2,M3) — вектор кинетического момента тела в подвижной системе коорди-
нат такой, что соответствующий тензор инерции диагонален

I =

⎛⎝I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

⎞⎠ , Ik > 0,

а вектор угловой скорости имеет вид

Ω = I−1M =
(
I−1
1 M1, I

−1
2 M2, I

−1
3 M3

)
.

Вектор γ = (γ1, γ2, γ3) — это единичный вектор вертикальной оси в подвижной системе коор-
динат, и A = (A1, A2, A3) — вектор, соединяющий неподвижную точку и центр масс (см. по-
дробности в книге [5]).

Уравнения движения (4.1) являются гамильтоновыми уравнениями

dx

dt
= X, X = P dH, x = (M,γ), (4.2)

относительно тензора Пуассона P на алгебре Ли e∗(3) и функции Гамильтона

H =
1

2
(M,Ω) +

1

2
(γ,A).
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Соответствующие скобки Пуассона на алгебре e∗(3)

{Mi,Mj} = εijkMk, {Mi, γj} = εijkγk, {γi, γj} = 0, (4.3)

где εijk — полностью антисимметричный тензор, обладают двумя функциями Казимира. В ка-
честве этих функций можно взять норму вектора Пуассона

C1 = (γ, γ) = γ21 + γ22 + γ23 = 1

и проекцию кинетического момента на направление гравитационного поля

C2 = (γ,M) = γ1M1 + γ2M2 + γ3M3.

В работе [21] С.В. Ковалевская описала все возможные тензоры инерции I и векторы A, для
которых общие решения уравнений Эйлера–Пуассона (4.1) являются мероморфными функция-
ми над комплексной плоскостью времени и которые могут быть представлены в виде абелевых
функций. Далее мы предъявим автопреобразования Бэклунда, связанные с соответствующи-
ми дифференциальными уравнениями Абеля для этих интегрируемых систем. Таким образом,
можно предположить, что построение интегрируемых дискретизаций динамических систем с
помощью преобразований Бэклунда непосредственным образом следует из самого интегриро-
вания уравнений движения в рамках теории Абеля.

Другие методы получения интегрируемых дискретизаций вращений твердого тела вокруг
неподвижной точки и связанных с ними интегрируемых систем могут быть найдены в рабо-
тах [18, 22, 27, 34].

4.1. Волчок Лагранжа. В случае Лагранжа тело является вращательно симметрич-
ным, т.е. два из трех главных моментов инерции равны друг другу, а неподвижная точка и
центр масс находятся на оси симметрии. Предположим, что

I1 = I2 = 1, I3 = a−1, A = (0, 0, 1), (4.4)

так что уравнения движения (4.1) обладают дополнительным независимым интегралом дви-
жения K = (M,A) = M3.

В работе [25] Лагранж доказал, что третья компонента вектора Пуассона γ3(t) (косинус
угла нутации) выражается через функцию Вейерштрасса ℘(t). Построение преобразований
Бэклунда мы начнем с краткого повторения вычислений Лагранжа. Следуя [25], рассмотрим
уравнение для третьей компоненты вектора Пуассона

γ̇23 = (γ2M1 − γ1M2)
2. (4.5)

Подставляя решения уравнений

C1 = 1, C2 = �, K = k, H ′ = h

относительно M1, M2, M3 и γ1 в уравнение (4.5), получим

γ̇23 = γ33 − hγ23 + (2�k − 1)γ3 + h− �2 − k2. (4.6)

Здесь мы ввели функцию от исходных интегралов движения

H ′ = 2H + (1− a)K = M2
1 +M2

2 +M2
3 + γ3,

для того чтобы симметризовать уравнение (4.6) относительно перестановки k и � (см. [25]).
Определим теперь эллиптическую кривую C с помощью уравнения

y2 = f(x), f(x) = x3 − hx2 + (2�k − 1)x+ h− �2 − k2, (4.7)
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где x = γ3 и y = γ̇3, а f(x) — полином третьей степени, который называется гироскопической
функцией. Далее отождествим уравнение (4.6) с дифференциальным уравнением на эллипти-
ческой кривой

dx

y
= dt или

dx√
f(x)

= dt (4.8)

и применим стандартную замену координат

w =
1

4

(
x− h

3

)
, W =

dw

dt
,

приводящую уравнение кривой (4.7) к форме Вейерштрасса

W 2 = 4w3 − g2w − g3. (4.9)

Это позволяет выразить общее решение уравнения (4.6) через функцию Вейерштрасса:

γ3(t) =
h

3
+ 4℘

(
t

4
+ const

)
.

Теперь рассмотрим соответствующее дифференциальное уравнение Абеля (2.10) и три точ-
ки пересечения кривой Лагранжа (4.7) с семейством прямых

g(x, y) = y − b1x− b0.

Входящие в это уравнение коэффициенты b1 и b0 зависят от переменной времени, так же как
и координаты двух точек пересечения

x1 = γ3(t), y1 = γ̇3(t) и x2 = γ̃3(t), y2 = ˙̃γ3(t),

а координаты третьей точки пересечения постоянны: x3 = λ и y3 =
√
f(λ).

В этом случае отображение Bλ (3.12) можно выписать явно:

x2 = x1 +
x41 − 2(�k + 1)x21 + 2(�2 + k2 + y21)x1 − 2�k + 1

(x21 − 1)(λ − x1)
+

2y1(y1 − Λ)

(λ− x1)2
,

y2 = y1 +
2y1(y

2
1 + 2x31 − 2(�k + 1)x1 + �2 + k2)

(x21 − 1)(λ − x1)
− 4y21(Λ− y1)

(λ− x1)3
+

+
(3y1 − Λ)(x41 − 2(�k + 1)x21 + 2(�2 + k2 + y21)x1 − 2�k + 1)

(x21 − 1)(λ− x1)3
,

(4.10)

где
Λ =

√
λ3 −H ′λ2 − (2�k − 1)λ+H ′ − �2 − k2

является функцией от исходных динамических переменных γ3 и γ̇3.
Теорема 4. Преобразование Бэклунда (4.10)

Bλ : (x1 = γ3, y1 = γ̇3) → (x2 = γ̃3, y2 = ˙̃γ3)

сохраняет скобку Пуассона

{x1, y1} = 1− x21 и {x2, y2} = 1− x22,

которая совпадает с исходной скобкой Пуассона (4.3) для этих переменных.
Это же преобразование Бэклунда (4.10) можно получить, добавляя к условию сохранения

формы гамильтониана H ′(x1, y1) = H ′(x2, y2) алгебраический интеграл Абеля (2.12) и решая
полученную систему уравнений относительно x2, y2.
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Добавим теперь интеграл Эйлера (2.8)
y1 + y2
x1 − x2

= x1 + y1 + c (4.11)

к условию сохранения формы гамильтониана

H ′ =
y21 − x31 − (2�k − 1)x1 + �2 + k2

1− x21
=

y22 − x32 − (2�k − 1)x2 + �2 + k2

1− x22
. (4.12)

Решения уравнений (4.11), (4.12) относительно x2, y2 имеют вид

x2 = x1 +
x41 − 2(�k + 1)x21 + 2(y21 + �2 + k2)x1 − 2�k + 1

B
+

2(x21 − 1)(y1(x
2
1 − 1) +

√
A )y1

B2
,

y2 = y1 +
2(2x31 − (�k + 1)x1 + �2 + k2 + y21)y1

B
+

4y21(x
2
1 − 1)2(y1(x

2
1 − 1) +

√
A )

B3
+

+
(x41 − 2(�k + 1)x21 + 2(y21 + �2 + k2)x1 − 2�k + 1)(3y1(x

2
1 − 1) +

√
A )

B2
,

(4.13)

где
A = cB2 + 2(x21 − 1)(cx1 + �k)B + (x21 − 1)2

(
c(x21 − 1) + 2�kx1 − �2 − k2

)
и

B = c(x21 − 1) + 2�kx1 − �2 − k2 − y21.

Здесь c — произвольная постоянная, которую можно рассматривать как функцию от коорди-
нат третьей точки пересечения кривой Лагранжа с семейством прямых.
Теорема 5. Преобразование Бэклунда (4.13)

Bc : (x1 = γ3, y1 = γ̇3) → (x2 = γ̃3, y2 = ˙̃γ3)

сохраняет скобку Пуассона

{x1, y1} = 1− x21 и {x2, y2} = 1− x22,

которая совпадает с исходной скобкой Пуассона (4.3) для этих переменных.
Как обычно, переменные γ3, γ̇3 и γ̃3, ˙̃γ3 можно рассматривать как одни и те же переменные,

но вычисленные в последовательные моменты времени:

γ3 = γ3(t0 + kh) ≡ Xk, γ̇3 = γ̇3(t0 + kh) ≡ Yk

и
γ̃3 = γ3(t0 + (k + 1)h) ≡ Xk+1, ˙̃γ3 = γ̇3(t0 + (k + 1)h) ≡ Yk+1.

Действуя таким образом, можно рассматривать преобразования Бэклунда Bλ и Bc как дис-
кретизации исходного непрерывного движения, т.е. как многозначное отображение(

Xk

Yk

)
→

(
Xk+1

Yk+1

)
,

для которого можно ввести понятие алгебраической энтропии

E = lim
k→∞

log dk
k

, dk = max(degXk,deg Yk),

используя явное выражение для энергии [19]. Мы предполагаем, что отображение Bc, отвеча-
ющее интегралу Эйлера, обладает ненулевой энтропией, в отличие от отображения Bλ, отве-
чающего интегралу Абеля. Однако для подтверждения этого предположения требуются более
детальные вычисления, которые выходят за рамки данной статьи.
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Для того чтобы построить дискретные отображения в терминах исходных переменных,
можно использовать их выражения в терминах углов Эйлера θ, ψ, φ и сопряженных им мо-
ментов аналогично [22]. Так как в этом случае

x = cos θ, y = pθ sin θ, pφ = k, pψ = �,

то отображения Bλ и Bc являются каноническими унивалентными преобразованиями

(θk, pθ,k) → (θk+1, pθ,k+1),

сохраняющими форму гамильтониана H ′ (4.12) и скобки Пуассона {pθ, θ} = 1. В отличие от
преобразования Бэклунда, рассматриваемого в работе [22], построенные нами преобразования
Bλ и Bc являются вещественными.

Аналогичным образом можно построить преобразования Бэклунда и для других систем,
интегрирование которых сводится к решению уравнения вида (4.8) на эллиптической или
гиперэллиптической кривой, например для неголономной системы Рауса [3] и ряда других
неголономных систем [6], для которых неизвестно представление уравнений движения в виде
уравнения Лакса.

4.2. Волчок Ковалевской. В случае Ковалевской тело является динамически симмет-
ричным, а центр масс лежит в экваториальной плоскости эллипсоида инерции, проходящей
через неподвижную точку [21]. В этом случае главные моменты инерции удовлетворяют соот-
ношению I1 = I2 = 2I3, а функция Гамильтона имеет вид

H = M2
1 +M2

2 + 2M2
3 + 2bγ1, b ∈ R. (4.14)

Дополнительный интеграл движения является полиномом четвертой степени по моментам

K = ξ1 · ξ2 =
(
z21 − 2b(γ1 + iγ2)

)(
z22 − 2b(γ1 − iγ2)

)
, (4.15)

где
z1 = J1 + iJ2, z2 = J1 − iJ2, i =

√
−1.

На общем уровне интегралов движения

Γ: C1 = 1, C2 = �, K = k, H = h

переменные z1,2 и ξ1,2 удовлетворяют уравнениям

ξ1 =
4ż21 −R(z1, z1)

(z1 − z2)2
и ξ2 =

4ż22 −R(z2, z2)

(z1 − z2)2
, (4.16)

где
R(z1, z2) = z21z

2
2 − h(z21 + z22)− 4b�(z1 + z2)− 4b2 + k.

В работе [21] Ковалевская ввела переменные

q1,2 =
R(z1, z2)±

√
R(z1, z1)R(z2, z2)

2(z1 − z2)2
, p1,2 =

√
f(q1,2), (4.17)

в терминах которых уравнения движения выражаются через гиперэллиптические квадратуры

dq1
p1

+
dq2
p2

= dt,
q1 dq1
p1

+
q2 dq2
p2

= 0 (4.18)

на гиперэллиптической кривой

C : y2 = f(x) ≡
(
4x3 + 4hx2 + (4c2 + h2 − k)x+ 4b2�2

)
(4x2 + 4hx+ h2 − k) (4.19)

второго рода g = 2 (см. подробности и современные ссылки в книгах [5, 10]).
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Теорема 6. Преобразование Бэклунда (3.14)–(3.16)

Bλ : (q1, p1, q2, p2) ↔ (q̃1, p̃1, q̃2, p̃2)

сохраняет форму скобки Пуассона

{q1, q2} = {q1, p2} = {q2, p1} = {p1, p2} = 0, {qj, pj} = 4
√

4b4(�2 + qj)2 + qjp
2
j , j = 1, 2,

которая совпадает с исходной скобкой Пуассона (4.3) на алгебре e∗(3) для переменных Кова-
левской.

Так как исходные физические переменные (компоненты кинетического момента, угловой
скорости и вектора Пуассона) явно выражаются через переменные Ковалевской q1,2 и p1,2, мы
можем переписать преобразование Бэклунда (3.14)–(3.16) в виде дискретного отображения на
алгебре e∗(3), сохраняющего форму гамильтонианов Ковалевской второго и четвертого поряд-
ков по импульсам и скобки Пуассона. Мы не приводим соответствующие весьма громоздкие
выражения в данной статье.

5. ТРИГОНАЛЬНЫЕ КРИВЫЕ

Если для данной гамильтоновой системы нам известно представление Лакса для уравнений
движения

d

dt
L = [L,M ] = LM −ML,

то проблема нахождения преобразований Бэклунда x → x̃ для соответствующего уравнения
Гамильтона–Якоби сводится к нахождению так называемых одевающих операторов M в ка-
либровочном преобразовании (преобразовании Дарбу)

L(λ, x) = ML(λ, x̃)M−1

(см. подробности в [22–24, 30, 34, 45]). Здесь L — матрица Лакса, которая зависит от спек-
трального параметра λ и динамических переменных x или x̃, а спектральная кривая матрицы
Лакса

C : f(λ, μ) = det(L(λ)− μI) = 0

является производящей функцией необходимого для интегрируемости количества независи-
мых интегралов движения. Общего метода построения одевающих операторов не существует,
а в частных случаях для их построения принято использовать следующие правила [23, 30]:

• матрица Лакса L(λ, x̃) имеет ту же алгебраическую форму, что и исходная матри-
ца L(λ, x);

• калибровочная матрица M “похожа” на матрицу L(λ, x) и удовлетворяет тем же самым
r-матричным скобкам Пуассона, что и исходная матрица Лакса L(λ, x).

Тем не менее в некоторых случаях при построении преобразований Бэклунда с помощью ка-
либровочного преобразования эти правила нарушаются [31, 37–39].

В данном разделе мы построим преобразования Бэклунда для двух систем на сфере, най-
денных в работах [11, 14], для которых представление уравнений движения в форме Лакса
неизвестно и поэтому стандартные методы нахождения преобразований Бэклунда не работают.

Тем не менее, так как для этих систем уравнения движения интегрируются в абелевых
квадратурах [42] на тригональных кривых, построение преобразований Бэклунда вида (1.10)
в рамках теории Абеля остается алгоритмической процедурой, несмотря на то, что соответ-
ствующие алгебраические кривые не являются гиперэллиптическими.
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5.1. Системы на сфере. Рассмотрим гамильтоновы уравнения (4.2)

Ṁi = {Mi,H}, γ̇i = {γi,H}. (5.1)

Если функции Казимира суть C1 = (γ, γ) = 1 и C2 = (γ,M) = 0, то эти уравнения описыва-
ют движение по поверхности двумерной сферы S

2 (см. [5]). В этом частном случае фазовое
пространство изоморфно кокасательному расслоению T ∗

S
2, для описания которого мы будем

использовать стандартные сферические координаты

γ1 = sinφ sin θ, γ2 = cosφ sin θ, γ3 = cos θ,

M1 =
sinφ cos θ

sin θ
pφ − cos(φ) pθ, M2 =

cosφ cos θ

sin θ
pφ + sin(φ) pθ, M3 = −pφ,

так что исходные скобки Пуассона (4.3) будут иметь стандартный вид

{φ, pφ} = 1 и {θ, pθ} = 1.

Остальные скобки равны нулю.
Следуя [36, 41, 42], мы определим еще одну систему комплексных координат на кокасатель-

ном расслоении T ∗
S
2. Новые координаты q1,2 являются корнями полинома второй степени

(x− q1)(x− q2) = x2 + i
√

B1x−B0, i =
√
−1, (5.2)

с коэффициентами

B1 =
(
g(θ)pθ − ih(θ)pφ

)2
, B0 = α exp

(
iφ−

∫
h(θ)

g(θ)
dθ

)
.

Входящие в определение функции g(θ) и h(θ) являются произвольными функциями от угла
нутации, а α — произвольный параметр. Канонически сопряженные моменты p1,2 имеют вид

p1,2 = P (q1,2), где P (x) = i

∫
dθ

g(θ)
− ipφ

x
. (5.3)

Как и для сферических координат, для новой системы координат исходные скобки Пуассо-
на (4.3) приводятся к каноническому виду

{qi, pj} = δij , {q1, q2} = {p1, p2} = 0. (5.4)

Эти переменные являются переменными Дарбу–Нийенхейса для семейства согласованных ско-
бок Пуассона на комплексифицированном кокасательном расслоении T ∗

S
2 (см. [36, 41, 42]).

Выбирая функции g, h и параметр α специальным образом, мы можем отождествить эти пе-
ременные с переменными разделения в уравнении Гамильтона–Якоби для пяти интегрируемых
систем на сфере, обладающих нетривиальным кубическим интегралом движения [35, 36].

5.2. Система Горячева. В работе [14] Горячев исследовал интегрируемую систему на
двумерной сфере с интегралами движения второй и третьей степени по импульсам

H1 = M2
1 +M2

2 +
4

3
M2

3 +
aγ1

γ
2/3
3

+
b

γ
2/3
3

,

H2 = − 2M3

3

(
M2

1 +M2
2 +

8

9
M2

3 +
b

γ
2/3
3

)
+

a(3γ3M1 − 2γ1M3)

3γ
2/3
3

.

(5.5)
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Переменные разделения q1,2 и p1,2 (5.2), (5.3) для соответствующего уравнения Абеля–Якоби
были построены в работе [42]:

q1 + q2 =
γ
4/3
3 M3

1− γ23
+

i(M1γ2 − γ1M2)γ
1/3
3

1− γ23
, q1q2 =

a

2(γ1 + iγ2)
, p1,2 =

3iγ
2/3
3

2
+

iM3

q1,2
.

Исходные переменные как функции от переменных разделения могут быть получены с помо-
щью соотношений

γ1 + iγ2 =
a

2q1q2
, γ1 − iγ2 = 2

q1q2(1− γ23)

a
, M1 + iM2 = −a(q1 + q2)

2q1q2γ
1/3
3

,

M1 − iM2 = − 4iq21q
2
2(p1 − p2)

a(q1 − q2)
γ3 +

2q1q2(1− γ23)(q1 + q2)

aγ
1/3
3

, M3 =
iq1q2(p1 − p2)

q1 − q2
,

(5.6)

где

γ3 =

(
− 2i(p1q1 − p2q2)

3(q1 − q2)

)3/2

,

которые были предъявлены в работе [41].
На общем уровне интегралов движения H1 = h1 и H2 = h2 пары переменных разделения

x1 = q1, y1 =
2i

3
q1p1 и x2 = q2, y2 =

2i

3
q2p2

удовлетворяют общему алгебраическому уравнению

f(x, y) = x4 − bx2 + (y3 − h1y + h2)x+
a2

4
= 0. (5.7)

Уравнение (5.7) определяет алгебраическую кривую C на плоскости, которая при произволь-
ных значениях h1,2 является гладкой алгебраической кривой рода g = 3. Базис голоморфных
дифференциалов на тригональной кривой C имеет следующий вид:

ω1(x, y) =
dx

∂f/∂y
, ω2(x, y) =

x dx

∂f/∂y
, ω3(x, y) =

y dx

∂f/∂y
. (5.8)

Подчеркнем, что это не гиперэллиптическая кривая, т.е. уравнение (5.7) не может быть при-
ведено к стандартной форме y2 =

∑
akx

k с помощью бирациональной замены координат.
Пусть t1 и t2 — переменные времени, отвечающие гамильтонианам H1 и H2. Гамильтоновы

уравнения движения для переменных q1,2 = x1,2 строятся с помощью канонических скобок
Пуассона (5.4) и разделенных уравнений (5.7), которые используются для построения гамиль-
тонианов

H1 =
x31 − x32 + y31 − y32

y1 − y2
− a2(x1 − x2)

4x1x2(y1 − y2)
− b(x1 − x2)

y1 − y2
,

H2 =
x31y2 − x32y1 + y1y2(y

2
1 − y22)

y1 − y2
− a2(x1y1 − x2y2)

4x1x2(y1 − y2)
− b(x1y2 − x2y1)

y1 − y2

(5.9)

как функций от переменных разделения. Действительно, эволюция относительно квадратич-
ного по импульсам гамильтониана H1 описывается гамильтоновыми уравнениями

dx1
dt1

=
∂H1

∂p1
= − 2i

3(y2 − y1)

∂f(x1, y1)

∂y1
,

dx2
dt1

=
∂H1

∂p2
= − 2i

3(y2 − y1)

∂f(x2, y2)

∂y2
, (5.10)
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а второй поток относительно кубического по импульсам гамильтониана H2 имеет вид

dx1
dt2

=
∂H2

∂p1
=

2iy2
3(y1 − y2)

∂f(x1, y1)

∂y1
,

dx2
dt2

=
∂H2

∂p2
=

2iy1
3(y1 − y2)

∂f(x2, y2)

∂y2
. (5.11)

Складывая уравнения движения (5.10) и (5.11), мы получим абелевы квадратуры в диффе-
ренциальной форме

dx1
∂f(x1, y1)/∂y1

+
dx2

∂f(x2, y2)/∂y2
= − 2i

3
dt1,

y1dx1
∂f(x1, y1)/∂y1

+
y2dx2

∂f(x2, y2)/∂y2
= − 2i

3
dt2,

или

ω1(x1, y1) + ω1(x2, y2) = − 2i

3
dt1, ω3(x1, y1) + ω3(x2, y2) = − 2i

3
dt2. (5.12)

В работе [7] рассматривается задача об обращении соответствующего отображения Абеля и
о построении решения этих уравнений в терминах абелевых функций на соответствующей
тригональной кривой.

Теперь предположим, что существует такая замена координат

B : (q1, q2, p1, p2) ↔ (q̃1, q̃2, p̃1, p̃2),

что новые координаты q̃1 = x3 и q̃2 = x4 удовлетворяют тем же самым уравнениям (5.12) с
точностью до знака переменной времени:

ω1(x3, y3) + ω1(x4, y4) =
2i

3
dt1, ω3(x3, y3) + ω3(x4, y4) =

2i

3
dt2. (5.13)

В этом случае четыре точки (xk, yk) тригональной кривой C удовлетворяют двум дифферен-
циальным уравнениям Абеля

ωj(x1, y1) + ωj(x2, y2) + ωj(x3, y3) + ωj(x4, y4) = 0, j = 1, 3.

Следуя идее Абеля, предложенной в работе [1], отождествим точки (x1, y1), . . . , (x4, y4) с точ-
ками пересечения фиксированной тригональной кривой C (5.7) с семейством прямых

g(x, y) = y − P (x) = 0, P (x) = b1x+ b0.

Входящие в это уравнение переменные коэффициенты b1 и b0 неявно зависят от t1,2, но могут
быть получены из определения переменных разделения yk = P (xk) (5.3):

b0 =
x1y2 − x2y1
x1 − x2

, b1 =
y1 − y2
x1 − x2

. (5.14)

Исключая y из уравнений f(x, y) = 0 и g(x, y) = 0, получим полином Абеля (1.8), который в
данном случае будет полиномом четвертой степени по x

ψ(x) = (b1 + 1)(b21 − b1 + 1)x4 + 3b0b
2
1x

3 + (3b20b1 − b1h1 − b)x2 + (b30 − b0h1 + h2)x+
a2

4
=

= (b1 + 1)(b21 − b1 + 1)(x − x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4).

Подставляя выражения для переменных коэффициентов b0,1 (5.14) и выражения для гамиль-
тонианов (5.9) в соотношение (1.9)

(x− x3)(x− x4) =
ψ(x)

(b1 + 1)(b21 − b1 + 1)(x− x1)(x− x2)
,
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получим

(x− x3)(x− x4) = x2 +
(x1 + x2)(x1 − x2)

3 + (y1 − y2)
2(x1y1 + 2x1y2 − 2x2y1 − x2y2)

((x1 − x2)2 + (y1 − y2)(y1 − y2 + x1 − x2))(y1 − y2 + x1 − x2)
x+

+
a2(x1 − x2)

3

4x1x2((x1 − x2)2 + (y1 − y2)(y1 − y2 + x1 − x2))(y1 − y2 + x1 − x2)
. (5.15)

Таким образом, мы выразили абсциссы третьей и четвертой точек пересечения x3,4 в виде
функций от координат двух первых точек пересечения x1,2 и y1,2. Соответствующие ординаты
третьей и четвертой точек пересечения y3,4 также являются функциями от этих координат:

y3,4 = P (x3,4) =
y1 − y2
x1 − x2

x3,4 +
x1y2 − x2y1
x1 − x2

. (5.16)

Теперь мы должны перейти от точек на плоскости к динамическим переменным на фазовом
пространстве T ∗

S
2.

Теорема 7. Подставляя

x1,2 = q1,2, y1,2 =
2i

3
q1,2p1,2 и x3,4 = q̃1,2, y3,4 =

2i

3
q̃1,2 p̃1,2

в (5.15) и (5.16), мы получим явное определение канонического преобразования на кокасатель-
ном расслоении T ∗

S
2

B : (q1, q2, p1, p2) ↔ (q̃1, q̃2, p̃1, p̃2)

валентности c = −1, которое сохраняет алгебраическую форму гамильтонианов H1,2 (5.9) и
меняет знак скобки Пуассона (5.4):

{q̃i, p̃j} = −δij, {q̃1, q̃2} = {p̃1, p̃2} = 0.

Данное утверждение можно проверить непосредственными вычислениями. С физической
точки зрения это преобразование описывает переход от левой системы координат к правой
системе координат, и, как видим, для математического описания этого преобразования нам
потребовалось использовать уравнения Абеля. Более содержательные преобразования Бэк-
лунда можно построить, исключая из уравнений кривых вместо переменной y переменную x
(см. п. 5.4 ниже).

В отличие от систем Штеккеля, связанных с гиперэллиптическими кривыми, в данном
случае не существует гиперэллиптической инволюции уравнения кривой и дополнительного
тривиального канонического преобразования p → −p валентности c = −1, которые бы поз-
волили нам построить унивалентное каноническое преобразование, сохраняющее знак скобок
Пуассона.

5.3. Система Дуллина–Матвеева. В работе [11] была найдена интегрируемая систе-
ма на двумерной сфере со следующими интегралами движения второй и третьей степени по
импульсам

H1 = M2
1 +M2

2 +

(
1 +

γ3
γ3 + c

− γ23 − 1

4(γ3 + c)2

)
M2

3 +
aγ1

(γ3 + c)1/2
+

b

γ3 + c
,

H2 = −
(
M2

1 +M2
2 − M2

3

4
+

(4γ23 + 6γ3c+ c2 + 1)M2
3

4(γ3 + c)2
+

b

γ3 + c

)
M3 + a

√
γ3 + cM1 −

aγ1M3

2
√
γ3 + c

.

Соответствующие переменные разделения q1,2 и p1,2 (5.2), (5.3) построены в работе [36]:

q1 + q2 = − M3

2(c+ γ3)
− M1 + iM2

γ1 + iγ2
, q1q2 =

a

2(γ1 + iγ2)
√
c+ γ3

, p1,2 = i(c + γ3) +
iM3

q1,2
.
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Там же приведены выражения для построения исходных переменных как функций от пере-
менных разделения

γ1 − iγ2 = −
2
√

− i(p1q1−p2q2)
q1−q2

q1q2

a(q1 − q2)2
(
(c+1+ ip1)q1− (c+1+ ip2)q2

)(
(c− 1+ ip1)q1− (c− 1+ ip2)q2

)
,

γ1 + iγ2 =
a

2
√

− i(p1q1−p2q2)
q1−q2

q1q2

, γ3 = − i(p1q1 − q2p2)

q1 − q2
− c,

M1 − iM2 =
iq1q2

a
√

− i(p1q1−p2q2)
q1−q2

(q1 − q2)

(
(c+ 1 + ip1)(c− 1 + ip1)(2p1q1 − 3q2p1 − p2q2)q

3
1 +

+
(
2i(p1 + p2)c− 4p1p2

)
(p1 − p2)q

2
1q

2
2 − (c+ 1 + ip2)(c− 1 + ip2)(2p2q2 − 3q1p2 − p1q1)q

3
2

)
,

M1 + iM2 = −a(q1(2q1 + q2)p1 − q2(2q2 + q1)p2)

4
√

− i(p1q1−p2q2)
q1−q2

q1q2(p1q1 − p2q2)
, M3 =

iq1q2(p1 − p2)

q1 − q2
.

На общем уровне интегралов движения H1 = h1 и H2 = h2 пары переменных разделения

x1 = q1, y1 = iq1p1 и x2 = q2, y2 = iq2p2

удовлетворяют общему разделенному уравнению

f(x, y) = y(c2 − 1)x3 + (2cy2 − b)x2 + (y3 − h1y + h2)x+
a2

4
= 0. (5.17)

Это уравнение определяет тригональную кривую C со стандартным базисом голоморфных
дифференциалов (5.8).

Уравнения движения для координат q1,2 = x1,2 относительно квадратичного и кубического
по импульсам гамильтонианов H1,2 имеют следующий вид:

dx1
x1((c2 − 1)x21 + 4cx1y1 + 3y21 − h1)

+
dx2

x2((c2 − 1)x22 + 4cx2y2 + 3y22 − h1)
= i dt2,

y1 dx1
x1((c2 − 1)x21 + 4cx1y1 + 3y21 − h1)

+
y2 dx2

x2((c2 − 1)x22 + 4cx2y2 + 3y22 − h1)
= i dt1,

или
ω1(x1, y1) + ω1(x2, y2) = i dt2, ω3(x1, y1) + ω3(x2, y2) = i dt1.

Как и для системы Горячева, постулируем существование второго семейства переменных раз-
деления q̃1 = x3 и q̃2 = x4, которые удовлетворяют тем же самым уравнениям с точностью до
знака переменной времени, что позволяет нам построить дифференциальные уравнения Абеля

ωj(x1, y1) + ωj(x2, y2) + ωj(x3, y3) + ωj(x4, y4) = 0, j = 1, 3.

Решения этих уравнений мы отождествляем с точками пересечения (x1, y1), . . . , (x4, y4) фик-
сированной тригональной кривой C (5.17) с семейством прямых

g(x, y) = y − P (x) = 0, P (x) = b1x+ b0.

В этом уравнении коэффициенты b1 и b0 (5.14) неявно зависят от времени.
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Исключая переменную y, получим полином Абеля (1.8)

ψ(x) = b1
(
(b1 + c)2 − 1

)
x4 + b0

(
3b21 + 4b1c+ c2 − 1

)
x3+

(
3b20b1 + 2b20c− b1h1 − b

)
x2 +

+ (b30 − b0h1 + h2)x+
a2

4
.

Подставляя выражения для коэффициентов b1, b0 (5.14) и гамильтонианов H1,2 в соотноше-
ние (1.9)

(x− x3)(x− x4) =
ψ(x)

b1((b1 + c)2 − 1)(x− x1)(x− x2)
= x2 +B1x+B0, (5.18)

где

B1 =
x1y1 − x2y2

y1 − y2
+

x1y1 − x2y2
(c+ 1)(x1 − x2) + y1 − y2

+
x1y1 − x2y2

(c− 1)(x1 − x2) + y1 − y2
,

B0 =
a2(x1 − x2)

3

4x1x2((c− 1)(x1 − x2) + y1 − y2)((c + 1)(x1 − x2) + y1 − y2)(y1 − y2)
,

получим полином второй степени, коэффициенты которого зависят от координат двух первых
точек пересечения x1,2 и y1,2, а корни совпадают с абсциссами третьей и четвертой точек пе-
ресечения x3,4. Соответствующие ординаты y3,4 также являются более сложными функциями
от x1,2 и y1,2:

y3,4 = P (x3,4) =
y1 − y2
x1 − x2

x3,4 +
x1y2 − x2y1
x1 − x2

. (5.19)

Теперь мы должны перейти от точек на плоскости к переменным на фазовом простран-
стве T ∗

S
2.

Теорема 8. Выражения (5.18) и (5.19) определяют преобразование кокасательного рас-
слоения T ∗

S
2

B : (q1, q2, p1, p2) ↔ (q̃1, q̃2, p̃1, p̃2),

если положить

x1,2 = q1,2, y1,2 = iq1,2p1,2 и x3,4 = q̃1,2, y3,4 = i q̃1,2 p̃1,2.

Данное преобразование сохраняет форму гамильтонианов H1,2 и меняет знак у скобки Пуас-
сона (5.4):

{q̃i, p̃j} = −δij, {q̃1, q̃2} = {p̃1, p̃2} = 0,

т.е. является каноническим преобразованием валентности c = −1, или автопреобразованием
Бэклунда.

Данное утверждение можно доказать прямыми вычислениями. Как и для системы Горяче-
ва, это отображение отвечает симметрии между левой и правой системами координат, которая
для рассматриваемой системы не может быть реализована в виде симметрий соответствующей
тригональной кривой или в виде конечного сдвига на якобиане этой кривой.

5.4. Волчок Горячева–Чаплыгина. В заключение мы рассмотрим интегрируемую си-
стему на двумерной сфере с интегралами второй и третьей степени по импульсам

H1 = J2
1 + J2

2 + 4J2
3 + aγ1 +

b

γ23
, H2 = 2J3

(
J2
1 + J2

2 +
b

γ23

)
+ aγ3J1, a, b ∈ R, (5.20)

которая была найдена Чаплыгиным [8] и Горячевым [13]. Переменные разделения и абелевы
квадратуры на гиперэллиптической кривой второго рода для этой системы были построены
Чаплыгиным [8].
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Для того чтобы сравнить эту интегрируемую систему с системами Горячева и Дуллина–
Матвеева, связанными с тригональными кривыми, мы воспользуемся переменными разделе-
ния (5.2), (5.3)

q1 + q2 = − 2J3
γ23

− J1 + iJ2
γ3(γ1 + iγ2)

, q1q2 =
a

2γ23(γ1 + iγ2)
, p1,2 =

iγ23
2

+
iJ3
q1,2

, (5.21)

которые связаны каноническим преобразованием с переменными Чаплыгина. Исходные пере-
менные выражаются через эти переменные разделения следующим образом:

γ1 − iγ2 =
4q1q2

a(q1 − q2)2
(
(i− 2p1)q

2
1p1 + (4p1p2 − ip1 − ip2)q1q2 + (i− 2p2)q

2
2p2

)
,

γ1 + iγ2 = − ia(q1 − q2)

4q1q1(p1q1 − q2p2)
, γ3 =

√
− 2i(p1q1 − q2p2)

q1 − q2
,

J1 − iJ2 = − 8iq1q2

a(q1 − q2)2
√

− 2i(p1q1−q2p2)
q1−q2

(
(q1p1 − q2p2)(i− 2p1)p1q

2
1 + (q1p1 + q2p2)(i− 2p2)p2q

2
2

)
,

J1 + iJ2 =
a(q21p1 − q22p2)

2q1q2(p1q1 − q2p2)
√

− 2i(p1q1−q2p2)
q1−q2

, J3 =
iq1q2(p1 − p2)

q1 − q2
.

На общем уровне интегралов движения H1 = h1 и H2 = h2 переменные разделения

x1 = q1, y1 = 2iq1p1 и x2 = q2, y2 = 2iq2p2

удовлетворяют одному общему разделенному уравнению

f(x, y) = (y2 − b)x2 + (y3 − h1y + h2)x+
a2

4
= 0. (5.22)

Это уравнение определяет гиперэллиптическую кривую C второго рода с базисом голоморф-
ных дифференциалов

ω1 =
dx

x(3y2 + 2xy − h1)
, ω2 =

ydx

x(3y2 + 2xy − h1)
.

Как и ранее, для того чтобы получить дифференциальные уравнения Абеля, мы возьмем
уравнения движения

ẋ1
x1(3y21 + 2x1y1 − h1)

+
ẋ2

x2(3y22 + 2x2y2 − h1)
= 0,

y1ẋ1
x1(3y21 + 2x1y1 − h1)

+
y2ẋ2

x2(3y22 + 2x2y2 − h1)
= 2i

и предположим, что существует замена переменных B : (q1, q2, p1, p2) ↔ (q̃1, q̃2, p̃1, p̃2), меняю-
щая знак времени в уравнениях движения

ẋ3
x3(3y23 + 2x3y3 − h1)

+
ẋ4

x4(3y22 + 2x4y4 − h1)
= 0,

y1ẋ3
x3(3y23 + 2x3y3 − h1)

+
y2ẋ4

x4(3y24 + 2x4y4 − h1)
= −2i,
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где мы ввели обозначения

x3 = q̃1, y3 = 2i q̃1 p̃1 и x4 = q̃2, y4 = 2i q̃2 p̃2.

Складывая полученные уравнения движения, получаем уравнения Абеля на гиперэллиптиче-
ской кривой

ωj(x1, y1) + ωj(x2, y2) + ωj(x3, y3) + ωj(x4, y4) = 0, j = 1, 2. (5.23)

Далее мы рассматриваем пересечение постоянной гиперэллиптической кривой C с семейством
прямых

g(x, y) = y − P (x) = 0, P (x) = b1x+ b1.

Как и ранее, в этом уравнении переменные коэффициенты b1 и b0 (5.14) зависят от времени.
Подставляя y = P (x) в уравнение f(x, y) = 0, получим полином Абеля

ψ = b21(b1 + 1)x4 + b0b1(3b1 + 2)x3 +
(
3b20b1 + b20 − b1h1 − b

)
x2 + (b30 − b0h1 + h2)x+

a2

4
=

= b21(b1 + 1)(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4). (5.24)

Как обычно, абсциссы третьей и четвертой точек пересечения x3,4 являются корнями полинома
второй степени (1.9)

(x− x3)(x− x4) = x2 +

(
x1 + x2 +

(3y1 + 2x1 − 2x2 − 3y2)(x1y2 − x2y1)

(y1 − y2)(y1 − y2 + x1 − x2)

)
x+

+
a2(x1 − x2)

3

4x1x2(y1 − y2 + x1 − x2)(y1 − y2)2
, (5.25)

а соответствующие ординаты определяются с помощью уравнения прямой g(x, y) = 0:

y3,4 = P (x3,4) =
y1 − y2
x1 − x2

x3,4 +
x1y2 − x2y1
x1 − x2

. (5.26)

Переходя от точек на плоскости к динамическим переменным, докажем следующее утвер-
ждение.
Теорема 9. Уравнения (5.25) и (5.26) определяют каноническое преобразование перемен-

ных на фазовом пространстве T ∗
S
2

B : (q1, q2, p1, p2) ↔ (q̃1, q̃2, p̃1, p̃2),

которое сохраняет форму гамильтонианов H1,2 и меняет знак скобки Пуассона (5.4), т.е. ав-
топреобразование Бэклунда для соответствующих уравнений Гамильтона–Якоби H1,2=h1,2.

Система Горячева–Чаплыгина интегрируется в абелевых квадратурах на гиперэллиптиче-
ской кривой, т.е. является однородной системой Штеккеля. Тем самым согласно теореме 1
для этой системы существует унивалентное каноническое преобразование Бэклунда, которое
зависит от дополнительных параметров. Для того чтобы построить такое преобразование,
изменим часть переменных разделения и определим новые переменные

χ1 = x1y
2
1 −

a2

4x1
и χ2 = x2y

2
2 −

a2

4x2
,
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которые удовлетворяют разделенному уравнению

χ2 = f(y), f(y) = y6 − 2h1y
4 + 2h2y

3 − (a2 − h21)y
2 − 2h1h2y + h22. (5.27)

Уравнения движения для переменных y1,2 выражаются через стандартный базис голоморфных
дифференциалов на гиперэллиптической кривой (5.27):

ẏ1
χ1

+
ẏ2
χ2

= 0,
y1ẏ1
χ1

+
y2ẏ2
χ2

= −2i.

Эти уравнения позволяют нам переписать уравнения Абеля (5.23) в канонической форме (3.5).
Для этого надо поменять местами абсциссы x и ординаты y точек пересечения и применить
бирациональное преобразование x → χ.

Действительно, рассмотрим пересечение постоянной гиперэллиптической кривой C (5.27)
с семейством кубик

χ = P (y), P (y) = y3 + b2y
2 + b1y + b0.

Ранее при построении полинома Абеля (5.24) мы исключали переменную y из системы урав-
нений для кривых, теперь же мы исключим переменную χ и получим полином Абеля пятого
порядка по y

ψ(y) = f(y)− P (y)2 = −2b2(y − y1)(y − y2)(y − y3)(y − y4)(y − λ).

Здесь y1,2 и y3,4 — переменные корни полинома Абеля, которые зависят от времени, и λ —
постоянный корень полинома Абеля, который рассматривается как произвольный параметр.

Согласно Абелю [1] полином третьего порядка P (y) можно построить с помощью интерпо-
ляции по Лагранжу (3.10), используя следующие данные:

P (y1,2) = χ1,2 и P (λ) = Λ ≡
√

f(λ).

Таким образом, мы можем выразить третий и четвертый корни y3,4 через первый и второй кор-
ни y1,2 и соответствующие им координаты χ1,2 точек пересечения с помощью полинома (1.9):

(y − y3)(y − y4) = − f(y)− P (y)2

2b2(y − y1)(y − y2)(y − λ)
. (5.28)

Выражения для вторых координат χ3,4 третьей и четвертой точек пересечения имеют вид

χk = P (yk), k = 3, 4. (5.29)

Непосредственные вычисления позволяют доказать следующее утверждение.
Теорема 10. Уравнения (5.28) и (5.29) определяют каноническое преобразование пере-

менных на фазовом пространстве T ∗
S
2, которое сохраняет форму гамильтонианов H1,2 и

меняет знак скобки Пуассона, т.е. исходная скобка Пуассона

{χi, yj} = 2iδij

√
a2y2i + χ2

i , i, j = 1, 2,

переходит в

{χi, yj} = −2iδij

√
a2y2i + χ2

i , i, j = 3, 4,

остальные скобки равны нулю (см. (5.4)).
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Как и ранее, в этом случае существует каноническое преобразование (χ, y) → (−χ, y),
связанное с гиперэллиптической инволюцией, которое позволяет построить унивалентное пре-
образование Бэклунда.

Итак, для волчка Горячева–Чаплыгина, используя бирациональное преобразование x → χ
и исключая переменную χ вместо переменной y из уравнений кривых на плоскости, можно по-
строить преобразование Бэклунда, которое зависит от произвольного параметра λ (5.28). Для
систем Горячева и Дуллина–Матвеева подобных бирациональных отображений и подобных
унивалентных преобразований Бэклунда не найдено.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках метода классической r-матрицы построение автопреобразований Бэклунда для
уравнений Гамильтона–Якоби сводится к исследованию калибровочных преобразований или
преобразований Дарбу соответствующих матриц Лакса. В рамках этого подхода получено
большое количество примеров преобразований Бэклунда, зависящих от произвольного пара-
метра, который можно рассматривать как шаг дискретизации соответствующего дискретного
интегрируемого отображения [19, 22–24, 27, 30, 34]. Двумя основными недостатками этого
подхода являются его неалгоритмичность и неприменимость к интегрируемым системам, для
которых представление Лакса неизвестно.

В работах [31, 37–39] предложен метод построения автопреобразований Бэклунда, не за-
висящих от параметров, который позволяет строить новые интегрируемые системы с по-
мощью так называемых гетеропреобразований Бэклунда, связывающих решения различных
уравнений Гамильтона–Якоби. Так как в этих работах также используются представления
Лакса, то и этот метод неприменим к системам, для которых представление Лакса неиз-
вестно.

В данной работе оба подхода к построению автопреобразований Бэклунда сведены к ал-
горитмическому построению преобразований Бэклунда для гамильтоновых систем, интегри-
руемых в терминах абелевых квадратур. Доказано, что если нам известно, как явно свести
уравнения движения к абелевым квадратурам, т.е. найти подходящие переменные разделе-
ния и разделенные уравнения, то в рамках теории Абеля автопреобразования Бэклунда яв-
ляются соотношениями эквивалентности между корнями полинома Абеля (дивизорами). Тем
самым для построения автопреобразований Бэклунда в этом случае достаточно применить
стандартный метод, который Абель использовал при доказательстве своей знаменитой тео-
ремы об интегралах алгебраических функций [1]. Подчеркнем, что этот метод применим не
только к произвольным алгебраическим кривым на плоскости, но и к алгебраическим кривым
в евклидовом пространстве [2, 15, 17].

В качестве примера приведены явные выражения для преобразований Бэклунда в случае
волчка Лагранжа, волчка Ковалевской и волчка Горячева–Чаплыгина, которые связаны с
гиперэллиптическими кривыми первого и второго рода, а также в случае систем Горячева и
Дуллина–Матвеева, которые связаны с тригональными кривыми третьего рода на плоскости.
Для двух последних интегрируемых систем представление уравнений движения в форме Лакса
неизвестно, тем не менее в рамках теории Абеля построение преобразований Бэклунда не
составило никакого труда.

Основными нерешенными вопросами являются построение автопреобразований Бэклун-
да, отвечающих дифференциальным уравнениями Абеля с дифференциалами общего вида,
например, для систем, рассмотренных в работе Вейерштрасса [43], и построение гетеропреоб-
разований Бэклунда, связывающих физически интересные интегрируемые системы, например
системы с гамильтонианами натурального вида на кокасательных расслоениях римановых
многообразий [40].
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