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В случае алгебры А^ теоремы 2 и 3 были доказаны Макконнеллом и 
Робсоном [2], в случае U (si (2)) — автором [1]. Вычисление размерностей 
пространств Ext CI(2)-OB простых весовых si (2)-модулей приводится в [3]. 

С л е д с т в и е . Пусть алгебра А такая, как влредыдущей теореме, М — 
простой А'Модулъ. Тогда для любого целого гг ̂  О п~я группа когомологий 
Н^ {А, М) с коэффициентами в простом модуле М является конечномерным 
пространством. 

4. Пусть С: О -^ С̂  -> С̂  -> . . . ->- С^ -> О — некоторый комплекс, 
имеющий конечномерноз пространство -̂х когомологий W (С) для любого 

п 
О ^ J < гг. Тогда сумма % (С) == S (̂ 1)̂ * dim Н^ {С) является (по опре-
делению) характеристикой Эйлера — Пуанкаре комплекса С. 

Т е о р е м а 4. Пусть М и N — простые ^-модули. Тогда 

X (Ext| (М, N)) = S (— 1Г dim Е х 4 (М, N) = 0. 

В заключение хочется отметить, что для алгебры А из примеров 1, 2 
категория простых Л-модулей очень обширна [1, 4] и каждый простой 
Л-модуль, как правило, бесконечномерный. 

Автору очень приятно выразить благодарность Ю. А. Дрозду за полез­
ные обсуждения и внимание к работе. 
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РЕШЕНИЯ БЕСКОНЕЧНОЙ ЦЕПОЧКИ ТОДЫ 
М. и. Г е х т м а н 

Различные подходы к интегрированию бесконечной в обе стороны це­
почки Тоды в различных классах решений рассматривались в [1—4]. В II] 
для нахождения решений с определенной асимптотикой на 4 i ^ применя­
лись методы теории рассеяния. Для периодических по п решений в [2] были 
найдены явные формулы в терминах тэта-функций. В [3, 4] было проведено 
интегрирование в классе операторов Гильберта — Шмидта. В настоящей 
заметке приводится процедура построения по произвольным ограниченным 
начальным данным решений бесконечной цепочки Тоды в форме ряда по сте­
пеням времени t. При этом используются формулы, полученные в [5, 6] 
для конечного и полубесконечного случаев. 

Рассмотрим уравнения бесконечной цепочки Тоды: 

/г е Z = { . . ., — 1 , о, 1, . . . }, dn > о, й^ е R \ а^, = а^ (t), 
Ьп = Ьп (0. t е 10, т). 
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Решения бесконечной цепочки Тоды 83-

Уравнения (1) записываются в форме Лакса 
L = IL, А] = LA -^AL, (2) 

где L = L (t) ж А = А (t) — операторы, порожденные соответственно раз­
ностными выражениями 

{Ьи)гь = an-iUn-i + Ъ^и^ + a^Un^i, Ци)^ = V2 i^n-iUn-i — ci^Un+i), (3) 
^ е Z, и = (0^=-оо G h (—00, ос). 

Пусть начальные данные (а^ (0), Ъ^ (0))̂ =_оо для системы (1) ограниче­
ны в совокупности некоторой константой с. Тогда оператор L (0) (бесконеч­
ная якобиева матрица) ограничен, || L (0) || ^ Зс. 

Для фиксированных /с ^ Z, Л" ̂  О рассмотрим конечномерный опера­
тор, полученный вырезанием из бесконечной матрицы L (0) квадратного 
блока, в левом верхнем углу которого стоит элемент Ь]^-м (0), а в правом 
нижнем — элемент b^+^+i (0). L {к, N, 0) — конечная якобиева матрица^ 
которой единственным образом ставится в соответствие набор спектральных 
данных {{^j{k, /V))̂ ^o ,̂ (р̂ - (/с, N)))^l^}, где собственные значения Xj (/с, Л̂ ) дей­
ствительны и различны, а скачки спектральной меры р/ {к, N) положи-

2N+1 
тельны и S Р7 №? N) = i. Соответствующая последовательность моментов 

7=0 
2N+1 

(s^ (к, N))n=o задается формулами s^ (к, N) = ^ X] {к, N) pj (/с, N). 
Для тг == О, . . ., 2N + 1 зададим функции А^ (к, N, t) формулами 

I 

А„ (к, N, <) = det ( ^ 4 г 'Р+«+' (^' ^))р, д=о = 
1=0 

L (ехр (Яр„ {k,N) + ,.. + Хр^ {к, N)) t) РР„ {к, 7V) х . . . 

. . . X Р Р , (/С, Щ W (X,, {к, iV) , . . . , Х^^ {к, N)), (4) 

где W (VQ, . . ., v^) = det (vp)p, g=o — определитель Вандермонда (A_i (k^ 
N, t) = I). Справедлива 

Т е о р е м а . Пусть начальные данные {а^ (0), Ь^^ (0))^=,_оо для системы 
(1) ограничены в совокупности некоторой константой с. Тогда решение 
системы существует и единственно, причем для некоторого S — б (с) на 
интервале [О, б) решения могут быть представлены в виде ряда 

N=0 JV=0 
где 

c,N = {d^/dt^ {AN-1 {к, N, .) A^,i {k, iV, .)/A^ {k, TV, •))) (0), 
d,N = {d^-Vdt^-^^ In (A^ (k, N, .)/Aiv-i №, iV, •))) (0), ^ ^ 

a A^ {k, iV, )̂ задаются формулами (4). 
Отметим, что так как решение уравнения Лакса (2) может быть запи­

сано в виде L (t) = и~^ (t) L (0) U (t), где U (t) — унитарный оператор,-
являющийся решением уравнения tf {t) = U {t) А {t), ^о\\ L {0)\\ = \\ L {t)\\. 
Поэтому из того, что б = б (с) и с? ^ II L (0) jl ^ Зс, следует, что последова-
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тельное применение описанной в теореме процедуры позволяет получить 
решение системы (1) для любого t е [О, + ^ ) -

Изложим схему доказательства теоремы. Зафиксируем к ^Ъ ж рас­
смотрим выражения для производных dVdt^ (а^ (t)), d^/dt^ {b^ (t)), получен­
ные в силу уравнений системы (1). При п ~ i эти выражения даются непо­
средственно уравнениями системы для bĵ +i и а^-х, для подсчета вторых про­
изводных используются уравнения для 6̂ +1 и %_i: b^ = а^ (bĵ î •— b^) — 
— a^-1 {Ьк — h-i), d^ = V4«Jc ih+i — bj,)^ + ^/^a^ (a^+i — 2% + 4- i ) , и так 
далее. Можно заметить, что полученные таким образом выражения для 
П'Х производных ац. и bj^ являются полиномиальными относительно различ­
ных ai и bj, все мономы, входящие в эти выражения, имеют степень /г + 1», 
и при этом к — п ^ ij ] ^ к -\' п, так как при подсчете не использовались 
уравнения системы для а ,̂ Ь^ при 5^А: — п и s':^ к + п. Рекуррентно оце­
нивая выражения для производных а̂^ (t), b^ (t) в точке t = О, нетрудно 
показать, что | (й^йГ (а^(-))) (0) \ < п\ 2^ || L (0) |h+i и такое же нера­
венство справедливо для | (dVdi^ (Ь (•))) (0) I- Отсюда следует, что на ин­
тервале [О, б), где б = (4 II L(0) II )"^, функции а| (t), b^ (t) могут быть пред­
ставлены в виде ряда по степеням t. Выясним, какой вид имеют коэффициен­
ты этого ряда. Для фиксированного N ^ О рассмотрим конечную цепочку 
Тоды] 

f̂t-i\r+n (к, N, t) == V2<^}t^N^n{k,^ N, t) (bfê î +n+i (̂ г ^» 0 — h-N^ {k, N, t)), 

i^.N^n {k, N, t) = al^N^n {k, N, t) ~ 4-^+п~1 №, N, Щ (6) 

(AI = 0, . . ., 2iV + 1; ajc.N+i {k, N, t) == а^^+нТг {к, N, t) = 0) с начальными 
данными a^-N+n {к, iV, 0) = а^-м+п (0) (л = О, . . ., 2iV), bk-N+n {к, N, 0) = 
= 6jc-N+n (0) (^ = О, . . ., 2N + 1). Уравнения систем (1) и (6) имеют оди­
наковый вид при п = 1, . . ., 2iV". Поэтому, чтобы получить выражения 
для п-х производных а^ (к, N, t) и bj^ (/с, 7V, t) при п ^ N, достаточно в вы­
ражениях для d^'/dt'^ {aj^ {t)) и d'^fdt'^ (b^ (t)) заменить â  (t) на a^ (fc, iV, t), 
a bj (t) на bf {k, N, t). При этом в силу выбора начальных данных для 
системы (6) Щ 

( ^ а . ( - ) ) ( 0 ) =[-^a,ik,N, .))С0), (^bA-))^)=[-^Wik,N, .))(0) 

(7) 
{п ^ N), Но, как следует из результатов [5, 6] для решений конеч­
ной цепочки Тоды (6), справедливы формулы (^ ^ О, . . ., 2N + i) 
a\.N.n{K N, t)={\n^i {к, N, f) An+i (fc, N, t))/M (fc, N, t), b^.^^^ {k, N,t)== 
= d/dt (In (A^ (/c, TV, t)fAn-i {k, N, t))), где функции A^ (/с, N, t) определе­
ны формулами (4). Подставляя формулы для решений системы (6) в (7) 
и полагая п = N, получаем соотношения (5). 
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