
×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÉ ÑÁÎ�ÍÈÊÒîì 11 Âûïóñê 1 (2010)Òðóäû VII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèèÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ,ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðî�åññîðà Àíàòîëèÿ Àëåêñååâè÷à Êàðàöóáû����������������������ÓÄÊ 511.43Î ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ ÍÀÒÓ�ÀËÜÍÛÕ×ÈÑÅË ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÁÈÍÀ�ÍÛÌÈÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÌÈ ÔÎ�ÌÀÌÈ 1Þ. Þ. Åâñååâà (ã. Âëàäèìèð)ÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà �îðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâ-ëåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíîé ìíîãîêëàññíîé áèíàðíîé êâàäðà-òè÷íîé �îðìîé. Ïîëó÷åíà �îðìóëà äëÿ ñëó÷àÿ öèêëè÷åñêèõ ìíîãîêëàññ-íûõ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé äàíû îñíîâíûåàðè�ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà �óíêöèè êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé.Ââåäåíèå. �àññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì àðè�ìåòè÷åñêîéòåîðèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì � ïîëó÷åíèå �îðìóë äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëå-íèé r(f,m) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè �îðìàìè
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2, a, b, c ∈ Z, ò. å. íàõîæäåíèåì êîëè÷åñòâà öåëûõ ðåøå-íèé äèî�àíòîâîãî óðàâíåíèÿ

ax2 + bxy + cy2 = m.Öåëü ðàáîòû � ïîëó÷èòü �îðìóëó äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëü-íûõ ÷èñåë öèêëè÷åñêèìè áèíàðíûìè ìíîãîêëàññíûìè êâàäðàòè÷íûìè �îðìà-ìè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ òåîðèÿ áèíàð-íûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, ìíèìûõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ �åê-êå è òåòà-ðÿäîâ.Çàäà÷à î êîëè÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèé r(f,m) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åéòåîðèè ÷èñåë. Äèêñîí â ñâîåé ìîíîãðà�èè [11℄ ïîäðîáíî îïèñàë èñòîðèþ èçó÷å-íèÿ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Îñíîâîïîëîæíèêàìè òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ�îðì ÿâëÿþòñÿ Ôåðìà è Ýéëåð. Çàäà÷è Äèî�àíòà ïðèâåëè Ôåðìà ê ïîèñêó öå-ëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ôåðìàðàññìîòðåë çàäà÷ó ïðåäñòàâèìîñòè ÷èñëà â âèäå
x2 + y2 = m.1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò N 08-01-00326.



Î ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ ÍÀÒÓ�ÀËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË ... 117Ýéëåð, à çàòåì Ëàãðàíæ ïîëíîñòüþ ðåøèëè çàäà÷ó Ôåðìà î äâóõ êâàäðàòàõ.Èìè æå áûëè ðàññìîòðåíû è äðóãèå êîíêðåòíûå êâàäðàòè÷íûå �îðìû. �àóññ[4℄ âïåðâûå íà÷àë èçó÷àòü ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì.Îí ââåë ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Íà ìíîæåñòâå êëàññîâáèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì �èêñèðîâàííîãî äèñêðèìèíàíòà �àóññ îïðåäå-ëèë îïåðàöèþ êîìïîçèöèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìíîæåñòâî êëàññîâ îáðàçóåòêîììóòàòèâíóþ ãðóïïó. Â ïîñëåäñòâèè îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèåãàóññîâîé êîìïîçèöèè.Íà ïðîòÿæåíèèè XIX âåêà áûëà âûÿâëåíà ñâÿçü áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ�îðì ñ êâàäðàòè÷íûìè ïîëÿìè [12℄ (Êðîíåêåð, Äèðèõëå, Äåäåêèíä). Íà îñíîâåýòîé ñâÿçè óäàëîñü äîêàçàòü îáùóþ �îðìóëó äëÿ ñóììû êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâ-ëåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà âñåìè �îðìàìè äàííîãî äèñêðèìèíàíòà. Â ñëó÷àååñëè �îðìà îäíîêëàññíàÿ ýòà �îðìóëà ïðèíèìàåò âèä
r(f,m) = e(D)ρ(m), (1)ãäå e(D) � ÷èñëî öåëûõ àâòîìîð�èçìîâ �îðìû f(x, y), ρ(m) � ìóëüòèïëèêà-òèâíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(pα) = α + 1 äëÿ χ1(p) = +1;
ρ(pα) =

{
1, åñëè 2 | α
0, åñëè 2 ∤ α

äëÿ χ1(p) = −1;
ρ(pα) = 1 äëÿ χ1(p) = 0.Â ýòèõ �îðìóëàõ χ1(p) � õàðàêòåð Äèðèõëå ìíèìîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿäèñêðèìèíàíòà D [2℄.XX âåê îçíàìåíîâàëñÿ â àðè�ìåòè÷åñêîé òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì ïîÿâ-ëåíèåì äâóõ �óíäàìåíòàëüíûõ èäåé.Ïåðâàÿ � ýòî èäåÿ ñâÿçàííàÿ ñ ìîäóëÿðíûìè �îðìàìè (Ïóàíêàðå, Êëåéí) èîïåðàòîðàìè �åêêå (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Êàæäîé êâàäðàòè÷íîé �îðìå ñòàâèòñÿâ ñîîòâåòñòâèå åå òåòà-ðÿä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé �îðìîé, å¼ óðîâåíüîïðåäåëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì. Âñå òàêèå ìîäóëÿðíûå �îðìû îáðàçóþò êîíå÷-íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ �åê-êå. Ëþáàÿ ìîäóëÿðíàÿ �îðìà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ�óíêöèè îïåðàòîðîâ �åêêå. Çàäà÷à î ïðåäñòàâèìîñòè ÷èñëà ýêâèâàëåíòíà âû-÷èñëåíèþ êîý��èöèåíòîâ òåòà-ðÿäà, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê åãî ðàçëî-æåíèþ ïî áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ �óíêöèé. Äàííûé ïîäõîä ïîäðîáíî èçëîæåí âêíèãå Ïåòåðññîíà [14℄, è â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü �îðìóëû ïðåäñòàâëå-íèé â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòåí áàçèñ. Îäíàêî íàõîæäåíèå áàñèçà ïðåäñòàâëÿåòñîáîé îòäåëüíóþ, êðàéíå òðóäíóþ, íå ðåøåííóþ äî ñèõ ïîð çàäà÷ó.Âòîðàÿ � ýòî èäåÿ, îñíîâàííàÿ íà äàëüíåéøåì ðàçâèòèèè èäåè �àóññà îðîäàõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Çèãåëü [16℄, [17℄ äîêàçàë îáùóþ �îðìóëó äëÿ ÷èñ-ëà ïðåäñòàâëåíèé ðîäîì êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Íàèáîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû â



118 Þ. Þ. ÅÂÑÅÅÂÀýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû Æóðàâëåâûì [6℄ è Øèìóðîé [15℄. Äëÿ áè-íàðíûõ �îðì �îðìóëà (1) âûòåêàåò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èç �îðìóëû Çèãåëÿ.Çàäà÷à î êîëè÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèé ÷èñåë êâàäðàòè÷íûìè �îðìàìè áû-ëà ðåøåíà äëÿ íåêîòîðûõ �îðì ñïåöèàëüíîãî âèäà [13℄, [10℄, [3℄, [9℄. Îäíàêî,íåñìîòðÿ íà âñå ýòè äîñòèæåíèÿ, çàäà÷à î êîëè÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëàïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé òàê è îñòàâàëàñü íå ðåøåííîé.Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ�îðì ïîëó÷åíû Ôîìåíêî [7℄, �îëóáåâîé [5℄.Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Îïèðàÿñü íà òåîðèþ îïåðàòîðîâ �åêêå è ãàóññîâó êîì-ïîçèöèþ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, àâòîðîì ïîëó÷åíà îáùàÿ �îðìóëà äëÿ êîëè÷å-ñòâà ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè �îðìàìè.�àññìàòðèâàþòñÿ áèíàðíûå êâàäðàòè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå�îðìû äèñêðèìèíàíòà D < 0, ãäå D ñîâïàäàåò ñ äèñêðèìèíàíòîì ìíè-ìîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(
√
D), D1 � áåñêâàäðàòíàÿ ÷àñòü D, J(D1) =

{C0, C1, ..., Ch−1} � ãðóïïà êëàññîâ �îðì, fi ∈ Ci è r(fi, m) � ÷èñëî ðåøåíèéóðàâíåíèÿ
fi(x, y) = aix

2 + bixy + ciy
2 = m, x, y ∈ Z.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 1. Äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé r(fi, m) íàòóðàëüíîãî ÷èñëàáèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè �îðìàìè fi(x, y), âûïîëíÿåòñÿ �îðìóëà

r(fi, m) =
1

h

∑

κ

κ(Ci)
−1r(κ, m),ãäå κ ïðîáåãàåò âñå õàðàêòåðû ãðóïïû J(D1) ïîðÿäêà h, r(κ, m) � êîý��èöè-åíòû Ôóðüå òåòà-ðÿäà Θ(z,κ)

Θ(z,κ) =
h∑

i=1

κ(Ci)Θ(z, Ci),

r(κ, m) = r(κ, 1)κ̂(m),

κ̂(m) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî òåòà-ðÿäà äëÿ îïåðàòîðîâ �åêêå è ïðèýòîì ∞∑

m=1

κ̂(m)

ms
=
∏

p∈P
(1− κ̂(p)

ps
+
χ1(p)

p2s
)−1.Ñòåïåíü ñëîæíîñòè �óíêöèé r(fi, m) ïðåäñòàâëåíèé ÷èñåë m �îðìàìè fiñóììàðíî çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ãðóïïû êëàññîâ J. Ïðîñòåéøèìè ÿâëÿþòñÿ öèê-ëè÷åñêèå ãðóïïû J.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

J =< f1 >= {f0, f1, f2, ..., fh−1} (2)



Î ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ ÍÀÒÓ�ÀËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË ... 119� öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ñîáñòâåííûõ êëàññîâ �îðì ïîðÿäêà h ñ îáðàçóþùåé f1,�îðìàìè
fi = f i1 (i = 1, 2, ..., h− 1) (3)è îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì

fh1 = f0. (4)Èìååì, 1 = κ(f0) = κ(fh1 ) = κ(f1)
h, ò.å. κ(f1) = h

√
1.Ïóñòü

κ(f1) = ε, ãäå ε− íåêîòîðûé êîðåíü h
√
1, (5)òîãäà

κ(fi) = κ(f i1) = κ(f1)
i = εi i = 0, 1, 2, .., h− 1. (6)Òàêèì îáðàçîì, âûáîð (5) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò õàðàêòåð κ è ìû åñòåñòâåí-íûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê õàðàêòåðàì κk:

κk(fi) = εk·i äëÿ k = 0, 1, 2, ..., h− 1. (7)Èç (5) è (6) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé õàðàêòåð κ ãðóïïû J èìååò âèä (7). Ýòè õàðàê-òåðû ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó
κk(f1) = εk 6= εl = κl(f1) åñëè k 6≡ l (mod h), è ìû, òåì ñàìûì, ïîëó÷èì âñåðàçëè÷íûå õàðàêòåðû κk (7) ãðóïïû J.Äëÿ m = pα1

1 · · · pαn
n íàõîäèì
κ̂(m) = κ̂(pα1

1 ) · · · κ̂(pαn

n ) =
n∏

t=1

κ̂(pαt

t ), (8)ãäå
κ̂(pα) =

∑

δ1·δ2=pα
κ(δ1) · κ̄(δ2)χ1(δ2) =

∑

0≤β≤α
κ(pβ)κ̄(pα−β)χ1(p

α−β). (9)Ïîñêîëüêó,
κ̄(pα−β) = κ(pα−β)−1 = κ(pβ−α)è

κ(pβ) · κ(pβ−α) = κ(p2β−α) = κ(p)2β−α,òî ïî (9)
κ̂(pα) =

∑

0≤β≤α
κ(p)2β−αχ1(p)

α−β. (10)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χ1(p) = +1. Òîãäà (10) ïðèíèìàåò âèä
κ̂(pα) =

∑

0≤β≤α
κ(p)2β−α. (11)



120 Þ. Þ. ÅÂÑÅÅÂÀÅñëè χ1(p) = −1, òî ïî îïðåäåëåíèþ èìååì
κ̂(pα) =

∑

0≤β≤α
(−1)α−β = (−1)α

∑

0≤β≤α
(−1)β, (12)îòêóäà ñëåäóåò

κ̂(pα) =

{
1 åñëè α ≡ 0 (mod 2),
0 åñëè α ≡ 1 (mod 2).

(13)Äëÿ χ1(p) = 0 ïîëó÷èì �îðìóëó:̂
κ(pα) = κ(pα). (14)Ôèêñèðóåì äëÿ m ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè
m = m0 ·m+ ·m− (15)ñ âçàèìíîïðîñòûìè m0, m+, m− âèäà

m0 = p′
γ1
1 · · · p′γee ñ χ1(p

′
i) = 0, (16)

m+ = pα1
1 · · · pαn

n ñ χ1(pi) = +1, (17)
m− = qδ11 · · · q

δf
f ñ χ1(qi) = −1. (18)Íà ìíîæåñòâå ïðîñòûõ p ñ óñëîâèåì χ1(p) = 0 èëè +1 ââåäåì �óíêöèþ

a(p) = i, åñëè r(fi, p) > 0 
 0 ≤ i ≤ h/2. (19)Â ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ õàðàêòåðà κ̂ = κk (7) ðàâåíñòâî (8), ñ ó÷åòîì(11) � (14), ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
κ̂k(m) = κk(m0) · κk(m+) èëè κ̂k(m) = 0, (20)ñîîòâåòñòâåííî òîìó, áóäóò ëè âñå ïîêàçàòåëè δi ÷åòíûìè

δ1 ≡ · · · ≡ δf ≡ 0 (mod 2) (21)èëè ñðåäè δi íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí íå÷åòíûé. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (21)ïîëó÷èì:
κ̂k =

e∏

j=1

κk(p
′
j)
γj ·

n∏

t=1

∑

0≤βt≤αt

κk(pt)
2βt−αt = (22)

=
∑

0≤β1≤α1

· · ·
∑

0≤βn≤αn

κk(p
′
1)
γ
· · ·κk(p′e)γe · κk(p1)2β1−α1 · · · κk(pn)2βn−αn , (23)ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (7) è (19):

κk(p) = κk(fa(p)) = εa(p)·k. (24)



Î ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ ÍÀÒÓ�ÀËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË ... 121Ïîäñòàâëÿÿ (24) â ðàâåíñòâî (22), ïîëó÷àåì
κ̂k(m) =

∑

0≤β1≤α1

· · ·
∑

0≤βn≤αn

εa(m;β1,···,βn)·k, (25)ãäå
a(m, β1 ···βn) = a(p′1)γ1+···+a(p′e)γe+a(p1)(2β1−α1)+···+a(pn)(2βn−αn) (26)Òåïåðü, âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå õàðàêòåðà κk(fi) = εk·i (7) è ïîäñòàâëÿÿ åãî è(25) â �îðìóëó Òåîðåìû 1, âûâîäèì:

1

e(D1)
r(fi, m) =

1

h

h−1∑

k=0

ε−ik
∑

0≤β1≤α1

· · ·
∑

0≤βn≤αn

εa;β1,···,βn · k = (27)
=

∑

0≤β1≤α1

· · ·
∑

0≤βn≤αn

(1
h

∑

0≤k≤h−1

ε(a(m;β1,···,βn)−i)·k
)
.Âíóòðåííèå ñóììû â (27) � ýòî ñóììû ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé:

∑

0≤k≤h−1

εa·k =
εa·h − 1

εa − 1
= 0, åñëè a 6≡ 0 (mod h). (28)Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∑

0≤k≤h−1

εa·k =
∑

0≤k≤h−1

1 = h, åñëè a ≡ 0 (mod h). (29)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (28) è (29), ðàâåíñòâî (27) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
1

e(D1)
r(fi, m) = r(i,m), (30)ãäå r(i,m) � ÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ

a(m; β1, ..., βn) ≡ i (mod h) (31)äëÿ 0 6 β1 6 α1, ..., 0 6 βn 6 αn èëè, ñîãëàñíî (26), � ñðàâíåíèÿ
a(pi)(2β1−α1)+ ...+ a(pn)(2βn−αn) ≡ i− a(p′1)γ1− ...− a(p′e)γe (mod h). (32)Èäåàëû (p′) äëÿ äèñêðèìèíàíòíûõ ïðîñòûõ p′|D1 â êâàäðàòíîì ïîëå Q(

√
D1)ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè ïðîñòûõ èäåàëîâ p′ íîðìû N(p′) = p′

(p′) = p′
2
. (33)Ïðè îòîáðàæåíèè

p′ −→ f̄a(p′) (34)
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(p′) = p′ · p′ −→ f̄a(p′) ∗ f̄a(p′) = f̄2a(p′)/ mod h. (35)Èäåàë (p′) ãëàâíûé, è ïîýòîìó f̄2a(p′) mod h = f̄0, ò.å. 2a(p′) ≡ 0 (mod h) äëÿ âñåõ

p′|D1:
a(p′) = 0, åñëè h � íå÷åòíîå è a(p′) = 0 èëè h

2
, åñëè h � ÷åòíîå. (36)Â (32) îáîçíà÷èì

a(m0) = a(p′1)γ1 + ... + a(p′e)γe, (37)òîãäà â ñèëó (36) ìîæåì çàïèñàòü
a(m0) = 0 äëÿ íå÷åòíûõ h, (38)

a(m0) = 0 èëè h

2
äëÿ ÷åòíûõ h, (39)ñîîòâåòñòâåííî, åñëè èìååòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ñòåïåíåé (p′i)

γi |m0 (17) ñ
γi ≡ 1 (mod 2) è a(p′i) = h

2
(40)èëè óêàçàííûõ ñòåïåíåé íå÷åòíîå ÷èñëî. Òàê êàê î÷åâèäíî ïî (38) è (39)

a(m0) ≡ −a(m0) (mod h),òî ââîäÿ íîâîå îáîçíà÷åíèå
a(m+; β1, ..., βn) = a(p1)(2β1 − α1) + ...+ a(pn)(2βn − αn), (41)ïåðåïèñûâàåì (32) â âèäå
a(m+; β1, ..., βn) ≡ i+ a(m0) (mod h). ãäå 0 6 βi 6 αi (42)Èç �îðìóë (30) è (42) âûòåêàåòÒåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà ñîáñòâåííûõ êëàññîâ êâàäðàòè÷-íûõ �îðì J = J(D1) = f0, f1, ..., fh−1 öèêëè÷åñêàÿ. Òîãäà ÷èñëî ïðåäñòàâëå-íèé r(fi, m): fi(x, y) = aix

2 + bixy + ciy
2 = m (x, y ∈ Z) íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

m = m0 ·m+ ·m− (15) ðàâíî
r(fi, m) = 0 åñëè m− /∈ (21). (43)Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
r(fi, m) = e(D1) · r(i,m), (44)ãäå e(D1) � ÷èñëî àâòîìîð�èçìîâ �îðìû, à r(i,m) � ÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ(42).



Î ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ ÍÀÒÓ�ÀËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË ... 123Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóþò àðè�ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâ-ëåíèé.Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà h êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé
r(fi, m) ÷èñëà m = m0 ·m+ ·m− (15) ñ óñëîâèåì, ÷òî m− ∈ (21), íå çàâèñèò îòìíîæèòåëåé m0, m+.Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäïîëîæèì h � íå÷åòíîå è äëÿ m = m0 · m+ · m− âîìíîæèòåëü m+ (17) âõîäèò ñòåïåíü pαi

i ñ Í.Î.Ä.(a(pi), h)=1 è αi ≡ h − 1
(mod h). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

r(f0, m) = r(f1, m) = ... = r(fh−1, m), (45)è, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (21) íà m−, -
r(fi, m) =

e(D1)

h
(α1 + 1) · · · (αn + 1) äëÿ 0 6 i 6 h− 1. (46)Åñëè h = p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñóùå-ñòâîâàíèå ñòåïåíè pαi

i |m+ ñ a(pi) 6= 0.×èñëîâîé ïðèìåð �àññìîòðèì ïðèìåð ïÿòèêëàññíûõ öèêëè÷åñêèõ áèíàð-íûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Ïåðâûì äèñêðèìèíàíòîì D1 ñ ÷èñëîì êëàññîâ h = 5ÿâëÿåòñÿ D1 = −47. �ðóïïà J(−47) ñîäåðæèò �îðìû
f0 = x21 − x1x2 + 12x22, f1 = 2x21 + x1x2 + 6x22, f2 = 3x21 − x1x2 + 4x22 (47)è ñîïðÿæåííûå ñ f1 è f2 �îðìû f4 è f3. Ïîñêîëüêó

r(fi, m) = r(f5−i, m) äëÿ i = 0, 1, 2, 3, 4, (48)òî îãðàíè÷èìñÿ �îðìàìè (47). Ïðèìåíåíèå �îðìóëû (44) ïðåäïîëàãàåò çíàíèåçíà÷åíèé �óíêöèè a(p) (19) äëÿ ïðîñòûõ p 

χ1(p) =

p

D1
= +1 (49)Íàïðèìåð,

a(2) = 1, òàê êàê f1(x1, x2) = 2 äëÿ x1 = 1, x2 = 0,

a(3) = 2, òàê êàê f2(x1, x2) = 3 äëÿ x1 = 1, x2 = 0, (50)
a(7) = 1, òàê êàê f1(x1, x2) = 7 äëÿ x1 = 1, x2 = 0.Òåïåðü íàéäåì ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèé:

f0 = x21−x1x2 +12x22 = m, f1 = 2x21+x1x2+6x22 = m, f2 = 3x21−x1x2+4x22 = m(51)
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m = m+ ·m− = 2n · 5n. (52)Â ýòîì ñëó÷àå m− = 5n. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (51) ìîãóò èìåòü ðåøåíèÿ òîëüêî,åñëè ñòåïåíü n ÷åòíàÿ. �àññìîòðèì ñðàâíåíèå (42)

a(2)(2β − n) ≡ i (mod 5) ñ a(2) = 1 ò.å. 2β ≡ i+ n (mod 5),îòêóäà
β ≡ 3(i+ n) (mod 5), ãäå 0 6 β 6 n. (53)Òàêèì îáðàçîì �îðìóëà (44) ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèé (51)äëÿ m = 10n ðàâíî
r(fi, 10

n) = 2([
n

5
] + ǫi,n) (i = 0, 1.2, ) (54)ãäå ǫi,n = 1 òîëüêî åñëè

i ≡ 2β − n (mod 5) äëÿ íåêîòîðîãî 0 6 β 6 n− 5 · [n
5
], (55)è ǫi,n = 0 � â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ; [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.Íàïðèìåð, óðàâíåíèå

x21 − x1x2 + 12x22 = 10n (x1, x2 ∈ Z) (56)ìîæåò èìåòü ðåøåíèå òîëüêî äëÿ ÷åòíûõ n, ïðè ýòîì ñîãëàñíî �îðìóëå (54),÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (56) áóäåò
r(f0, 10

n) = 2 · [n
5
] + 2 äëÿ n ≡ 0, 2, 4 (mod 5), (57)

r(f0, 10
n) = 2 · [n

5
] äëÿ n ≡ 1, 3 (mod 5) (58)ïðè óñëîâèè, ÷òî n ÷åòíîå, è

r(f0, 10
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