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Ñ. À. Ãðèöåíêî, Í. Í. Ìîòüêèíà (ã. Áåëãîðîä)

Ïîñâÿùàåòñÿ 60�ëåòèþ Â.Í. ×óáàðèêîâà

Àííîòàöèÿ

Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñóìì îñîáûõ ðÿäîâ, âîçíè-

êàþùèõ â àääèòèâíûõ çàäà÷àõ ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà.

1 Ââåäåíèå

Ðÿä êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì òåîðèè ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ÷èñëå ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ

pn1 + pn2 + · · ·+ pnk = N (1)

â ïðîñòûõ ÷èñëàõ p1, p2, . . . , pk , ãäå k > 2 è n > 1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ÷èñëà, íà êîòîðûå íàëàãàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðà-

íè÷åíèÿ âèäà
a < {ηpn} < b,

ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 6 a < b 6 1 , η � êâàäðàòè÷-
íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Ïóñòü Jk,n(N) � ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñ òàêèìè
ïðîñòûìè ÷èñëàìè, Ik,n(N) � ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðîèçâîëüíûìè
ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Äëÿ çàäà÷ Ãîëüäáàõà (k = 3 , n = 1), Õóà Ëî�Êåíà (k = 5 ,
n = 2) íàìè ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû ([1], [2])

Jk,n(N) ∼ σk(N, a, b)Ik,n(N),

ãäå

σk(N, a, b) =
∑

|m|<∞

e2πim(ηN−0,5k(a+b)) sin
k πm(b− a)

πkmk
.
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Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðÿäà σk(N, a, b) , k = 2, 3, . . . .
Îáîçíà÷èì α = ηN − aj − b(k − j) . Ïðè íå÷åòíîì k ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî

σk(N, a, b) = (b− a)k+

+
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)(
{α}k

k!
− {α}k−1

2(k − 1)!
+

{α}k−2

12(k − 2)!
+

+
1

2k−2
(−1)

3k−1
2

k−5
2∑
l=0

ζ(k − 1− 2l)

πk−1−2l
(−4)l

{α}2l+1

(2l + 1)!

 .

Ïðè ÷åòíîì k èìååì

σk(N, a, b) = (b− a)k+

+
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(−{α}k

k!
+

{α}k−1

2(k − 1)!
− {α}k−2

12(k − 2)!
+

+
1

2k−1
(−1)k/2

k−4
2∑
l=0

ζ(k − 2l)

πk−2l
(−4)l

{α}2l

(2l)!
).

2 Îñîáûé ðÿä

1. Ðàññìîòðèì

σk(N, a, b) =
∑

|m|<∞

e2πim(ηN−0,5k(a+b)) sin
k πm(b− a)

πkmk
.

Ïîñêîëüêó

sink γ =
1

(2i)k

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
eiγ(2j−k),

òî

σk(N, a, b) = (b− a)k +
∞∑
m=1

1

(2πim)k
sk(N, a, b,m),

ãäå

sk(N, a, b,m) =
k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
· (e2πim(ηN−aj−b(k−j)) + e−2πim(ηN−a(k−j)−bj)).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, èìååì
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sk(N, a, b,m) =
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
· ((−1)ke2πim(ηN−aj−b(k−j)) + e−2πim(ηN−aj−b(k−j))).

Ïðè k íå÷åòíîì ik = (−1)0,5(k−1)i è

σk(N, a, b)=(b− a)k +
1

2k−1
(−1)

k+1
2

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

) ∞∑
m=1

sin 2πm(ηN−aj− b(k−j))
(πm)k

.

Ïðè k ÷åòíîì ik = (−1)k/2 ,

σk(N, a, b) = (b−a)k+ 1

2k−1
(−1)k/2

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

) ∞∑
m=1

cos 2πm(ηN − aj − b(k − j))

(πm)k
.

2. Ïðåîáðàçóåì ðÿä
∞∑
m=1

sin 2πmx

(πm)k
.

Ïðè íå÷åòíîì k > 2 ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x . Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ åãî
(k − 2) ðàç ïî x , ïîëó÷èì ðÿä âèäà

∞∑
m=1

cos 2πmx

(πm)2
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè f(x) = x2 íà ïðîìåæóòêå −π 6
x 6 π ðÿäîì Ôóðüå

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
m=1

(−1)m
cosmx

m2
.

Âûäåëèâ â ñóììå ïî m ñëàãàåìûå ñ ÷åòíûìè m , ïîëó÷èì

∞∑
m=1

cos 2mx

(πm)2
=
x2

π2
− 1

3
+

4

π2

∞∑
m=1

cos(2m− 1)x

(2m− 1)2
.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè −π 6 x 6 π

|x| = π

2
− 4

π

∞∑
m=1

cos(2m− 1)x

(2m− 1)2
.

Òîãäà ïðè 0 6 x 6 π
∞∑
m=1

cos 2mx

(πm)2
=
x2

π2
− x

π
+

1

6
.
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Â ðåçóëüòàòå èìååì
∞∑
m=1

cos 2πmx

(πm)2
= {x}2 − {x}+ 1

6
. (2)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ (k − 2) ðàç ïî x îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2), ïîëó÷èì
∞∑
m=1

sin 2πmx

(πm)k
= 2

(
2{x}k

k!
− {x}k−1

(k − 1)!
+

{x}k−2

6(k − 2)!

)
(−4)

k−3
2 +

+

k−5
2∑
l=0

2ζ(k − 1− 2l)

πk−1−2l
(−4)l

{x}2l+1

(2l + 1)!
.

3. Òîãäà ïðè íå÷åòíîì k

σk(N, a, b) = (b− a)k +
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(
{α}k

k!
− {α}k−1

2(k − 1)!
+

{α}k−2

12(k − 2)!
+

+
1

2k−2
(−1)

3k−1
2

k−5
2∑
l=0

ζ(k − 1− 2l)

πk−1−2l
(−4)l

{α}2l+1

(2l + 1)!
),

ãäå α = ηN − aj − b(k − j) .
4. Ïðè ÷åòíîì k > 2

∞∑
m=1

cos 2πmx

(πm)k
=

(
2{x}k

k!
− {x}k−1

(k − 1)!
+

{x}k−2

6(k − 2)!

)
(−4)

k−2
2 +

+

k−4
2∑
l=0

ζ(k − 2l)

πk−2l
(−4)l

{x}2l

(2l)!
,

òîãäà

σk(N, a, b) = (b− a)k +
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(−{α}k

k!
+

{α}k−1

2(k − 1)!
− {α}k−2

12(k − 2)!
+

+
1

2k−1
(−1)k/2

k−4
2∑
l=0

ζ(k − 2l)

πk−2l
(−4)l

{α}2l

(2l)!
),

ãäå α = ηN − aj − b(k − j) .

3 Ïðèìåðû

1. Ðàññìîòðèì

σ2(N, a, b) = (b− a)2 + {ηN − a− b}2 − {ηN − a− b}−
−0, 5({ηN − 2a}2 − {ηN − 2a}+ {ηN − 2b}2 − {ηN − 2b}).
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

t = ηN − a− b, ∆ = b− a.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ∆ ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè

f(t) = ∆2 + t2 − t− 0, 5({t+∆}2 − {t+∆}+ {t−∆}2 − {t−∆}).
Äëÿ 0 6 ∆ 6 1/2

f(t) =


∆− t, åñëè 0 6 t < ∆,
0, åñëè ∆ 6 t < 1−∆,
t+∆− 1, åñëè 1−∆ 6 t 6 1.

Ðèñ.1. k = 2, 0 6 ∆ 6 1/2

Äëÿ 1/2 < ∆ 6 1

f(t) =


∆− t, åñëè 0 6 t < 1−∆,
2∆− 1, åñëè 1−∆ 6 t < ∆,
t+∆− 1, åñëè ∆ 6 t 6 1.

Ðèñ.2. k = 2, 1/2 < ∆ 6 1
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2. Ïðè k = 3

σ3(N, a, b) = (b− a)3+

+1, 5

(
{ηN − 2a− b}3

3
− {ηN − 2a− b}2

2
+

{ηN − 2a− b}
6

)
−

−1, 5

(
{ηN − a− 2b}3

3
− {ηN − a− 2b}2

2
+

{ηN − a− 2b}
6

)
−

−0, 5

(
{ηN − 3a}3

3
− {ηN − 3a}2

2
+

{ηN − 3a}
6

)
+

+0, 5

(
{ηN − 3b}3

3
− {ηN − 3b}2

2
+

{ηN − 3b}
6

)
.

Îáîçíà÷èâ
t = ηN − 2a− b, ∆ = b− a,

èìååì

f(t) = ∆3 + 1, 5

(
t3

3
− t2

2
+
t

6

)
−

−1, 5

(
{t−∆}3

3
− {t−∆}2

2
+

{t−∆}
6

)
−

−0, 5

(
{t+∆}3

3
− {t+∆}2

2
+

{t+∆}
6

)
+

+0, 5

(
{t− 2∆}3

3
− {t− 2∆}2

2
+

{t− 2∆}
6

)
.

Äëÿ 0 6 ∆ 6 1/3

f(t) =


−t2 + t∆+ 0, 5∆2, åñëè 0 6 t < ∆,
t2 − 2t∆+ 2∆2, åñëè ∆ 6 t < 2∆,
0, åñëè 2∆ 6 t < 1−∆,
0, 5t2 + t(∆− 1) + 0, 5(1− 2∆ +∆2), åñëè 1−∆ 6 t 6 1.
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Ðèñ.3. k = 3, 0 6 ∆ 6 1/3

Äëÿ 1/3 < ∆ 6 1/2

f(t) =


−t2 + t∆+ 0, 5∆2, åñëè 0 6 t < ∆,
0, 5t2 − 2t∆+ 2∆2, åñëè ∆ 6 t < 1−∆,
t2 − t(1 + ∆) + 0, 5(1− 2∆ + 5∆2), åñëè 1−∆ 6 t < 2∆,
0, 5t2 + t(∆− 1) + 0, 5(1− 2∆ +∆2), åñëè 2∆ 6 t 6 1.

Ðèñ.4. k = 3, 1/3 < ∆ 6 1/2

Äëÿ 1/2 < ∆ 6 1

f(t) =


−t2 + t∆+ 0, 5∆2, åñëè 0 6 t < 1−∆,
−0, 5t2 + t(2∆− 1) + 0, 5−∆+∆2, åñëè 1−∆ 6 t < ∆,
t2 − t(1 + ∆) + 0, 5(1− 2∆ + 5∆2), åñëè ∆ 6 t < 2∆.

Ðèñ.5.1. k = 3, 1/2 < ∆ 6 2/3
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Ðèñ.5.2. k = 3, 2/3 < ∆ 6 1
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