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Предложена модификация метода операторной экспоненты для численного реше­
ния разностных линейных начально-краевых задач. Метод основан на представле­
нии разностного оператора с заданными граничными условиями как возмущения 
того же оператора с периодическими граничными условиями. Проведен анализ по­
грешности, устойчивости и эффективности метода на модельном примере одномер­
ного разностного оператора Лапласа. 

ON THE SOLVING OF DIFFERENCE INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
BY OPERATOR EXPONENTIAL METHOD 

I.M. Nefedov, I.A. Shereshevskii 
Institute for Physics of Microstructures, RAS, 
Ulyanov str., 46, 603600 Nyzhny Novgorod, Russia. 
Modification of the operator exponential scheme for the numerical solving of the difference 
linear initial boundary value problems is suggested. The scheme is based on the representation 
of the difference operator for given boundary conditions as the perturbation of the same 
operator for periodic ones. Analysis of the error, stability and efficiency of the scheme is 
performed for model example of one-dimensional difference Laplace operator. 

1. Введение 

Численное решение линейных разностных начально-краевых задач является 
существенным этапом моделирования физических процессов и явлений, описывае­
мых эволюционными дифференциальными уравнениями типа уравнения Шредин-
гера, диффузионного уравнения, уравнения Гинзбурга-Ландау и многих других. 
Наряду с классическими сеточными методами [1] при решении подобных эволю­
ционных задач все более широко применяется метод операторной экспоненты (ОЭ) 
[2], основанный на формуле Ли-Троттера-Като [3] для приближенного вычисления 
экспоненты от суммы некоммутирующих матриц. Метод ОЭ обладает рядом полез­
ных свойств, характерных как для явных, так и для неявных разностных схем. Он 
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не требует итерационных процедур, часто оказывается абсолютно устойчивым. Од­
нако применимость метода ОЭ ограничивается невозможностью явного вычисле­
ния экспоненты от разностных операторов достаточно общего вида. Фактически 
эффективные алгоритмы вычисления экспоненты существуют лишь для разност­
ных операторов с постоянными коэффициентами и периодическими граничными 
условиями на "прямоугольных" подмножествах Zn. Эти алгоритмы основаны на 
использовании быстрого преобразования Фурье [4] и позволяют вычислить экс­
поненту за 0(N\og2N) операций, где N - число точек в области. Уже в случае 
граничных условий, отличных от периодических, не существует подобного рода 
алгоритмов. 

В настоящей работе линейный разностный оператор с заданными гранич­
ными условиями рассматривается как возмущение того же оператора с периоди­
ческими граничными условиями и для вычисления экспоненты от такого операто­
ра применяется формула Ли-Троттера-Като. Возмущающий оператор оказывается 
оператором в пространстве функций на границе области, и задача вычисления экс­
поненты от такого оператора становится существенно проще исходной, поскольку 
число точек границы, как правило, много меньше общего числа точек области. Это 
обеспечивает практически такую же эффективность предлагаемого алгоритма, как 
и Фурье - метод для периодических задач. 

Анализ погрешности, устойчивости и эффективности предлагаемого метода в 
общем случае довольно сложен и проводится в работе на модельном примере одно­
мерного разностного оператора Лапласа. Этот пример является, вероятно, наиболее 
"неблагоприятным" для метода ОЭ из-за существования эффективных разностных 
схем типа метода прогонки [1]. Тем не менее предлагаемый метод может конкури­
ровать с известными схемами, в частности, для уравнения Шредингера. 

Идея рассматривать дифференциальные операторы с различными граничны­
ми условиями как возмущения друг друга принадлежит М.Г.Крейну [5] и интен­
сивно эксплуатируется в современной математической физике (см., например, [6]). 
Возможность применения метода М.Г.Крейна к разностным операторам рассма­
тривалась в [7]. Основные результаты работы анонсированы в [8]. 

2. Описание метода 

Пусть M множество точек, а С(М) — множество комплекснозначных функ­
ций на М. Пусть оператор А : С(М) —• С(М) есть линейный оператор вида 

(Âf)(x) = ]Г MîO/M, feC(M), * (1) 
У €7* 

где 7* при каждом х есть конечное подмножество M. a а г ( ) — заданная функция 
на 7*. Пусть ft конечное подмножество М. Назовем точку х е ft внутренней точкой 
ft относительно оператора Â, если 7 г С Й и граничной точкой ft относительно Â, 
если 7г не лежит целиком в ft. Обозначим через дАП множество всех граничных 
точек ft относительно А. Введем также множество 

ЬАП= U 7»\П. 
х£дАП 

Заметим, что в силу определения (1) для вычисления значений функции Âf в гра­
ничных точках ft необходимо знать значения функции / на множестве Ù\JbAil. 
Линейный оператор 

L:C{il)—>C(n\JbASl) 



Разностные начально-краевые задачи 99 

будем называть оператором продолжения для оператора Â, если (Lf)(x) = f(x) 
для всех х е ft. Оператор AL : C(ft) —• C'(ft) назовем L-расширением оператора Â, 
если (AL/)(x) = (ÂL/)(z) для всех жЕЙ. Оператор L для разностных операторов 
играет ту же роль, что и граничные условия для дифференциальных операторов. 

Рассмотрим разностную начально-краевую задачу для оператора А: 

% = ÀLÎ, *>0 , ДО,*) = «(*), (2) 

где f(t,-),g G C(ft),L — заданный оператор продолжения для оператора А. Реше­
ние задачи (2) имеет вид 

/(*,.) = exp(*iL)(/, (3) 

где оператор exp(tÂL) может быть определен как матричный степенной ряд в силу 
конечности множества ÎÎ. При заданных Л и ft эффективность вычисления exp(tÂL) 
в (3) может существенно зависеть от оператора продолжения L. 

Поясним сказанное на примере, который в дальнейшем будем рассматривать 
в качестве тестового. Пусть M есть множество целых чисел Z, оператор Д — 
разностный оператор Лапласа [1], определенный соотношением 

(*f){x) = f(z-l)-2f{z) + f{x+l)4 х € Z. (4) 

В этом случае в (1) 7* есть множество {х - \,х,х + 1}, 

ах(у) = \ - 2 , у = х, 
I l , у = х + 1. 

Пусть ft = {0,1,...,ЛГ — 1}. Тогда множество граничных точек ft относительно 
А состоит из двух точек öAft = {0,JV - 1}, а множество 6Aft = {—1, iV}. Пусть 
L — оператор продолжения для Â, соответствующий периодическим граничным 
условиям: 

f / ( J V - l ) , * = - l , 
(Lf)(x) = J /(*) , х G ft, (5) 

I /(0) , x = N. 

Для экспоненты exp(*ÂL) в (3) имеет место следующая формула: 

exp(*ÀL) = F""1 exp(*Â)/\ (6) 

где Л — диагональный оператор вида 

(Л/)(а?) = v{x)f{x), v{x) = -4sin2(7rz/JV), ж 6 ft, 

a F — оператор дискретного преобразования Фурье: 

(/•/)(*) = £ ехр(-|2«»/ЛГ)/(»). 
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Заметим, что для вычисления вектора exp(*ÂL)/ по формуле (6) требуется 
порядка N log2 N операций при использовании известного алгоритма быстрого 
преобразования Фурье [4]. 

Пусть К — оператор продолжения для Д, соответствующий граничным усло­
виям третьего рода, т.е. 

( Û / ( 0 ) , * = - l , 

(Kf)(x) = l f(x) ,х G П, (7) 

l ßf(N - 1) , х = N, 

где а и ß9 вообще говоря, комплексные коэффициенты (а = ß = -1 соответствуют 
граничным условиям Дирихле, а а = ß = 1 — условиям Неймана). Тогда известные 
методы точного вычисления вектора exp(tAK)f (например, с помощью разложения 
по собственным функциям Ак) требуют порядка N2 операций. 

Возвращаясь к общему случаю, сформулируем следующий вопрос: нельзя ли 
использовать имеющийся эффективный алгоритм вычисления ex^(tÂL) (L — задан­
ный оператор продолжения) для приближенного вычисления exj)(tÂK) для другого 
оператора продолжения К? 

Ниже мы опишем вариант метода ОЭ, который устанавливает связь между 
экспонентами от различных расширений разностного оператора [8] и, тем самым, 
дает ответ на поставленный вопрос. 

Пусть К и L два различных оператора продолжения для оператора Â. В 
дальнейшем будем предполагать для простоты, что эти операторы удовлетворяют 
следующему дополнительному условию: для любых f,g е С(П) таких, что f(x) = 
g(x) для х е П\#лП выполняются равенства Lf = Lg и Kf = Kg. 

Рассмотрим оператор GKL — ÂK - ÂL. Из определения оператора продол­
жения и сделанного выше предположения следует, что (GKbf)(x) = 0 во всех вну­
тренних точках х из П и GKLf = GKL9* е с л и значения функций / и g совпадают 
во внутренних точках П. Поэтому оператор G KL е с т ь прямая сумма нулевого опе­
ратора в пространстве C(ü\dAÜ) и оператора в пространстве C(dAh), который 
будем обозначать тем же символом G KL- Отсюда следует, что в случае, когаа чи­
сло граничных точек П много меньше общего числа точек П, задача вычисления 
оператора exp(tGKL) существенно проще исходной задачи вычисления exp(tÂK) 1 

(в рассмотренном выше примере оператора А число граничных точек равно двум 
и вычисление exp(*G#L) сводится к вычислению экспонеты от (2 х 2) матрицы). 
Поскольку Ак = ÂL + G KL, ТО имеют место соотношения 

exp(Mjr) = exp(tÂL)&v(tGKL) + 0(t2) = &(*) + 0(*2), (8) 

exp(tÂK) = exp(0.5/GjfL)exp(ML)exp(0.5tÔ|fL) + 0(t3) = S2(t) + 0(t3), (9) 

аналогичные обычно используемым схемам ОЭ первого и второго порядка аппрок­
симации [2]. 

В силу указанных выше свойств оператора G KL ЭТИ формулы позволяет при­
ближенно вычислить экспоненту от оператора Ак почти с той же эффективно­
стью, что и оператор exp(tÂL). Естественной областью применения формул (8),(9) 

1В случае операторов продолжения общего вида некоторая модификация этих рассуждений при­
водит к тому же результату. 
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оказывается ситуация, когда А есть разностный оператор с постоянными коэффи­
циентами в C(Z5), s > 1 (т.е. функции ах(у) в выражении (1) зависят только от 
разности х - у), a ft есть параллелепипед ъ Z' : ft = Flj=i{0i l,~.,Nj - 1}. В этом 
случае существует выделенный оператор продолжения L, определяемый соотноше­
нием (Lf)(x) = f(xmodN), где (xmodN)j = Zj-modTV,-, j = 0,1,...,д, соответству­
ющего периодическим граничным условиям для оператора А. Оператор exp(tAK) 
вычисляется точно с помощью многомерного дискретного преобразования Фурье, 
причем это вычисление требует порядка M\og2 M операций, где M = Ni •... • Ns. 
Число точек множества дАИ можно оценить выражением 

\dAn\<C(A)MJTl/Nj, 
i = i 

где константа С(А) определяется размером носителя функции а(х). Поэтому, если 
С( А) < min Nj, то размер матрицы G KL оказывается много меньше размера матри­
цы ÂK, что и дает возможность эффективно использовать формулы (8), (9). Такая 
ситуация имеет место при разностной аппроксимации дифференциальных операто­
ров, при этом константа С (А) зависит от порядка аппроксимируемого оператора 
и, вообще говоря, от способа аппроксимации. 

3. Погрешность и устойчивость метода 
Рассмотрим вопросы, связанные с погрешностью и устойчивостью численных 

алгоритмов, основанных на формулах (8) и (9). 
Пусть f(t,-) = exp(tÂK)g — точное решение задачи (2) с оператором ÂK и 

hj(t,-) — Sj(t)g, j = 1,2, g 6 C'(ft). В качестве оценки погрешности одного шага 
методов ОЭ рассмотрим нормы разности функций f(t, •) и Л;-(<, •): 

£j(t,9) = № ' ) - W*,.)l|, 3 = 1,2, g £ C'(ft). 

Разлагая / — /i; в ряд Тейлора при t —» 0, находим 

£i(t,0) = | [Л х ,6VL] g\\ у + 0(t3), (10) 

e*frg) = \{[Â*> [ÂK*GKL\] - \ [GKL, [ÂK,GKL\\^g 
з 

jr2+0(t% (11) 

где [Â,Ê] = AB - В А есть коммутатор операторов Â и В. 
Таким образом, схемы (8) и (9) имеют первый и второй порядок аппроксима­

ции соответственно. Для сравнения приведем аналогичные оценки [1] для методов 
Эйлера 6x(t,g) и Кранка-Никольсона (КН) 62(t,g): 

Si(t,g) = \\Â2
Kg\\Ç + 0(t3), (12) 

62(tjg) = \\Â*Kg\\^ + 0(t4). (13) 

Как видно, в отличие от величин 6j оценки Sj {j = 1,2) определяются нормами 
коммутаторов операторов Ак и GKL* а не степенями ÀK, что и обусловливает 
приведенные ниже различия в свойствах методов ОЭ и классических схем. 
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Для анализа устойчивости методов ОЭ (8) и (9) необходимо оценить нормы 
соответствующих операторов шага Sx(t) и S2(t). Покажем, что эти методы устой­
чивы при достаточно малых t > 0, если оператор Ак удовлетворяет условию 

Rc(ÂKg,g) < 0, g G С(П). 

В самом деле, функции 

* ; ( ^ ) = 11%||2, ЯГ€С(П), j = l,2 

аналитичны по t в окрестности нуля и Sj(0,g) = ||#||2. Кроме того, 

ÔSj 

dt 
= 2Rc{AKg,g) < 0 

t=o 

в силу предположения об Ак- Поэтому для достаточно малых положительных t 
справедливо неравенство 

**(*,*) = 1Ы12 + * ^ + о(<2)<||5||2, 

т.е. схемы (8),(9) устойчивы. Заметим, что при сделанном предположении спектр 
specÀK оператора Ак лежит в левой полуплоскости [9], что обеспечивает устойчи­
вость исходной задачи (2). 

Можно указать два класса операторов Ак, для которых метод ОЭ оказыва­
ется абсолютно устойчивым. 

1. Схемы (8),(9) абсолютно устойчивы, если операторы Ак и ÀL эрмитовы и 
specÂL и specGKL оба лежат в левой полуплоскости. Это сразу следует из простей­
ших оценок: 

||5,(<)|| < | |exp(t6V t) | | - | |exp(ti t) | | < 1, 

\\Ш\\ < ||exp(0.5tGKt)||2 • | |exp(ti t) | | < 1. 

К данному классу операторов принадлежит, в частности, разностный оператор Ла­
пласа с граничными условиями Дирихле. 

2. Метод ОЭ также абсолютно устойчив, если операторы Ак и AL оба косо-
симметричные, т.е. ÂK = -Â*K и ÂL = -ÂL. Это условие эквивалентно тому, что 
specÂK и specÂL оба лежат на мнимой оси. В этом случае операторы (8),(9) уни­
тарны (так же как и оператор ехр(*ЛА-)) и, следовательно, их норма равна единице. 
Примером может служить оператор Шредингера. 

Однако абсолютной устойчивости метода ОЭ может не быть даже в случае, 
когда specÂK и specÂL оба лежат в левой полуплоскости. Отсутствие абсолютной 
устойчивости в этой ситуации связано с наличием положительных собственных 
значений у "граничного" оператора G KL- Примером является разностный оператор 
Лапласа с граничными условиями Неймана. 

Проиллюстрируем приведенные выше оценки на примере D-расширения опе­
ратора Лапласа AD с оператором продолжения D, соответствующим граничным 
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условиям Дирихле (а = ß = - 1 в выражении (7)). В этом случае, как отмечалось 
выше, схемы (8),(9) абсолютно устойчивы. 

Оценки погрешности временного шага метода ОЭ (10) и (11) зависят от на­
чального вектора д. Рассмотрим в качестве типичных векторов g собственные функ­
ции оператора ÂD: 

Ф№) = v^ s i n (^*ir^(* + 1 / 2 ) ) ' j'k = ° ' 1'"',ЛГ"lf 

где Gj = 2, j = 0 ,1 , . . . ,^ - 2; ^/v-i = 1. В этом случае 

0 , i = 1,3,. . . ,JV-1, 

£\(t,<t>j) = 

Ы^Фз) = 

^у/-0М(1 + (3 + Н)2) + О(1*) , j = 0,2,...,JV - 2, 

ГО, j = \,3,...,N r-l, 

yj-crjfijil + 2(3 + M,)2 + ( ^ + 5 ^ + 7)2)+ 

(14) 

48Л/ЛГ 
(15) 

+0(1*), j = 0,2,. . . ,tf-2, 

где/х; = -4sin2(7r(j+l)/2iV), (j = 0,1, ...,N-1) — собственные значения оператора 
AD. Соответствующие оценки для методов Эйлера и КН имеют вид 

h{t,g) = ß)- + 0(tz), (16) 

Ы*,9) i?Ï2+0<*4). (17) 

Сравнение приведенных оценок показывает, что при одинаковом порядке аппрок­
симации погрешность метода ОЭ существенно больше для собственных функций с 
малыми номерами и значительно меньше для больших гармоник. 

Заметим, что ошибка классических схем связана с отличием собственных зна­
чений оператора шага от собственных значений оператора ехр(*ЛА-), в то время как 
собственные функции этих операторов совпадают. Операторы шага метода ОЭ 
имеют погрешность как в собственных значениях, так и в собственных функциях 
2. Однако, как показывают численные расчеты, собственные значения операторов 
§i(t) и S2(t) лучше аппроксимируют спектр оператора ехр(*ЛА), чем собственные 
значения классических схем. 

Чтобы убедиться в этом, найдем спектр \j(t),j = 0,1,..., TV - 1 оператора шага 
S2(t) для лапласиана ÂD. В Приложении показано, что для нечетных номеров j соб­
ственные значения и собственные функции операторов S2(t) и e.xp(tAD) совпадают. 
Именно поэтому погрешности методов ОЭ (14) и (15) равны нулю для этих гармо­
ник. Остальные N/2 собственных значений X2j(t) = exy(tÇj(t)), j = 0,1,..., JV/2 - 1, 
где Çj(t) удовлетворяют "дисперсионному" уравнению (26). Результаты численно­
го решения этого уравнения показаны на рис.1, где приведены значения величин 
16 ~ А*2> I в зависимости от j (кривая 1). На рисунке видно, что для большинства 

2Интересно отметить, что спектры операторов ,S'i (t) и ,S2(f) совпадают, а их собственные функции 
отличаются только в граничных точках. 
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К>-/'2>1 

le-10 

Рис. 1. Погрешность в четных собственных значениях оператора шага метода ОЭ (1) и схемы 
Кранка-Никольсона (2) для одномерного оператора Лапласа с граничными условиями Дирихле, 
t = 0.5,iV = 1024. 
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Рис. 2. Относительная погрешность решения уравнения Шредингера методами ОЭ (1) и Кранка-
Никольсона (2) со случайным начальным вектором, t = 0.5, N = 128. 

гармоник погрешность в собственных значениях метода ОЭ значительно меньше, 
чем у схемы КН (кривая 2). Кроме того, отметим "равномерность" оценки спек­
тра схемы (9) — погрешность слабо зависит от номера собственного значения. 
Аналогичная ситуация имеет место и для оператора iÂD. 

Такое свойство оператора шага численной схемы вешено, когда решение ис­
ходной эволюционной задачи содержит вклады от всех собственных функций опе­
ратора ÂK. Это имеет место, например, при решении задачи (4) с косоэрмитовым 
оператором Ак (уравнение Шредингера). На рис.2 приведены зависимости отно­
сительных погрешностей численного решения задачи 

df .Â 

Tt = г А»' /(0) = 9 

от времени для схем ОЭ (9) (кривая 1) и КН (кривая 2). Начальный вектор g выбран 
случайным равномерно распределенным на единичной сфере в CN. 

4. Заключение 

Методы расщепления, в том числе и метод операторной экспоненты, широ­
ко используются для решения разностных линейных и квазилинейных начально-
краевых задач [2, 4]. Предложенный вариант метода ОЭ.может быть использован 
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в случае, когда эволюционный оператор представим в виде суммы разностного 
оператора с постоянными коэффициентами на прямоугольной области в Zs (глав­
ной части) и некоторого, возможно, нелинейного оператора (возмущения). Если 
граничные условия для главной части не позволяют явно вычислить экспоненту 
исходного оператора, то задачу можно решать методом расщепления в два этапа: 
сначала отщепляется возмущение, а затем предложенным в работе методом стро­
ится приближенная экспонента от главной части. Уже в случае прямоугольных 
областей в Z2 даже для оператора Лапласа с граничными условиями третьего рода 
применение методов типа обратного метода Эйлера или Кранка-Никольсона тре­
бует итерационных процедур для построения резольвенты. Предложенный метод 
является явным и, как показывают приведенные в работе одномерные примеры, 
конкурентоспособным с этими схемами. Одним из важных, на наш взгляд, свойств 
рассматриваемого метода является "равномерная" оценка спектра исходной зада­
чи. Авторы успешно применяли описанный метод для решения одно- и двумерного 
уравнения Гинзбурга-Ландау [10], уравнения диффузии четвертого порядка [11] и 
некоторых других задач». 

Авторы выражают благодарность Е.И.Гордону и М.А.Антонцу за многочи­
сленные полезные обсуждения работы. 

5. Приложение 

Ниже выводится уравнение для собственных значений оператора S2(t\ опре­
деленного соотношением (9) для одномерного разностного оператора Лапласа Д# 
с граничными условиями Дирихле. Для упрощения выкладок будем считать, что TV 
- четное число, N = 2М. 

В этом случае "граничный" оператор GKL имеет вид: GKL - -2Qo, где Q0 — 
ортогональный проектор на вектор xQ = (ci + eN_x)/\/2 ({cj}jlV — стандартный 
базис в CN). Экспоненту от такого оператора нетрудно вычислить: 

exp(0.5tGKL) = Ê + («Г* - I)Q0. (18) 

Пусть Л — собственное значение оператора S2(t) и ФА — соответствующая 
собственная функция. Тогда 

52(*)ФА = ехр(0.5^АЬ)ехр(/Ал)ехр(0.5/С;А^)Фл = АФЛ. (19) 

Используя (18) и обозначение ФЛ = exp(0.5fGVL)$A* перепишем это соотношение в 
виде 

(XÈ - ехр(*Ая))Фл = Л(1 - е2<)д0Фл. (20) 

Обозначим через {/Jj^,1 собственный базис оператора AL (лапласиан с периоди­
ческими граничными условиями): 

( Л ) ( * ) = ^ е Х Р ( ^ л г ) ' i ^ = 0 , l , . - . , i V - l , (21) 

а через и, соответствующие собственные значения: 

Vj = -4sm\irj/N), j = 0,1,...,ЛГ — 1. (22) 
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Обратим внимание, что ц = vN-j и Uj = /^+ь J = 1,2,...,M, где д* —собственные 
значения оператора ÂD. 

Заметим, что правая часть (20) при любом ФЛ пропорциональна вектору х0, 
разложение которого по базису (21) имеет вид 

*о = Х>о,ш = ^= Е {1 + ехр {-{1г)) л- (23) 

Если Cjy j = 0,1,..., N -I — коэффициенты разложения функции ФЛ по базису (21), 
то соотношение (20) можно записать в виде 

(Л - ехр(*1/,-))с,- = алЛ(1 - c2t)(*o,/;)i J = 0,1 iV - 1, (24) 

гдеал = (ФА,Я0) . 
Для нахождения всех решений уравнения (23) рассмотрим отдельно два слу­

чая. 

1) ах = 0. В этом случае для каждого j = 0,1, ...,iV - 1 либо Cj — 0, либо Л = 
ехр(^) . Поскольку ФЛ ф 0, то существует индекс / такой, что с\ ф 0. В этом случае 
Л = ехр(Щ) = ехр(/г/дг-/), ' = 1,2,...,Л/ и с; = 0, j ф l,N - I. Соответствующие 
собственные функции находятся тогда из условия аЛ = 0: 

*,(fc) - sin (jf{k + 1/2)) , k = 0,1, . . . ,# - 1, / = 1,2,...,M. (25) 

Заметим, что эти функции являются собственными функциями оператора Ад, от­
вечающими собственным значениям /х2/-ь ' = 1,2, ...,М; 

2) а\ ф 0. В этом случае из (24) следует, что Л ф exp(ti/j) при всех j = 
0,1,...,ЛГ - 1. Умножая обе части (23) на (/;-,#о)/(А - ехр(^)) и суммируя по j , 
получим следующее равенство: 

аЛ = аЛА(1-е2<)Х; l l * ° ' / ) | 2 
~ А - е х р ( ^ ) 

Используя условие аЛ # 0, a также (22) и (23), это соотношение можно переписать 
в виде 

i-Izi^ ! + ly 1±Я Ï (26) 

где f = lnA/t. Нетрудно видеть, что уравнение (26) имеет ровно M вещественных 
корней, по одному в каждом интервале (^v'j+i)» j = 0,1,...,M - 1. Поскольку 
в крайних точках этих интервалов правая часть (26) обращается в бесконечность, 
решения уравнения без труда могут быть найдены численно методом деления по­
полам. 

Обозначим через £,(*), j = 1,2,...,M решения (26). Тогда для спектра 
А;(£), j = 0,1,..., iV - 1 оператора S2(t) окончательно имеем 

X2j(t) = ехр(ф(*)), A2j+i = exp(trç), j = 0,1,...,M - 1. 
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Заметим, что для собственных значений X(t) = exp(itÇ(t)) оператора шага 
52(2)> отвечающего оператору iAD (уравнение Шредингера), уравнение (26) имеет 
вид 

l = tg* ( l I l У 4 + ̂ ' 
M [ tg(0.5tO + 2 £? tg(0.5t(^ - О) 

решения которого с хорошей точностью совпадают с решением (26). 
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