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ОБ АНАЛИТИЧНОСТИ П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х РЕШЕНИЙ 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й С ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ. II 

В статье [1] для дифференциальных уравнений вида 

eT(—iD)u + a(xux2)u = h(xux2, е ) , 

T(-iD)= I aa(-iD)« 
l « l < 2 

указаны необходимые и достаточные условия на правую часть и коэффи­
циенты (см. теоремы 1—4), при выполнении которых уравнение ( 1 ) 
имеет аналитическое в окрестности особой точки е = 0 периодическое 
по хи х2 решение и = и(хи х2, е ) . Здесь а = (ои, а2) — целочисленный 
мультииндекс, ^ — д е й с т в и т е л ь н ы е числа, ( — iD)a= (— iD\)ai( — iD2)a\ 
Dk = d/dXk, | a | = a i + a 2 - Отметим, что упомянутые выше условия 
заключаются в требовании существования у оператора F=a~l(xux2)X 
XT(-iD) базиса из периодических собственных функций с определен­
ными свойствами (см. предположения 1° — 4° в [ 1 ] ) . 

В настоящей работе выделяем классы уравнений (1) (путем конкре­
тизации типа оператора T(—iD) и вида функции а(хих2))у ддя которых 
выполняются предположения 1 ° —4° и утверждения теорем 1—4 из [1] 
и которые, следовательно, имеют аналитические по е периодические 
решения. 

1. а = c o n s t Ф 0 ] тогда собственными значениями задачи 

(F-XI)v = 0, v(xux2)^C-V2(R2;C) (2) 

являются числа 

Xkn=a~l I ( 2 я ) 1 « 1 а а ( * / т , ) а ' ( Л / т 2 К fe,n=0, ± 1 , . . . , (3) 
| а | < 2 

а соответствующие им собственные функции имеют вид 

Wkn(хих2)= ехр[2т(1гх {/тх + пх2/т2)]9 k, л = 0 , ± 1 , . . . (4) 

Отметим, что система функций (4) образует ортогональный базис 
в пространстве Lfal (П) (см. [2 ] ) и, кроме того, коэффициенты Фурье 
по системе (4) произвольной функции f(xux2) класса ' С ~ Т 2 (R2; С) 
удовлетворяют соотношению 

fkn= ( x i x 2 ) ~ ' a J5 f(xu x2)exp[ — 2m(kxl/Tl + nx2/T2)]dxldx2 = 
п 

= 0 ( ( | Л | + 1 ) - р ( | л | + 1 Г « ) , k, n = 0, ± 1 , . . . , 

при любых целых р, q. Отсюда следует, что система собственных функ­
ций (4) удовлетворяет условиям 4° а, б, в [ 1 ] , поэтому имеет место 

С л е д с т в и е 1 . Пусть a = const=^=0, F = a ~ I 7 , ( — iD) и пусть коэф­
фициенты аа и числа ти т2 таковы, что последовательность (3) удовлет­
воряет условию 2° из [1]. Тогда, для того чтобы функция g(xXix2) при 
некотором v> 0 принадлежала пространству Y} (см. определение 
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этого пространства в [1]), необходимо и достаточно, чтобы g(xux2) 
представлялась в виде 

g(xux2) = £ gknexp[2m(kxi/xl+nx2/T2)]. (5) 

Для того чтобы уравнение 

zT(—iD)u+au = ho(xu х2) (6) 
имело решение и = и(х\, х2, е), принадлежащее классу АС2

1Тг (см. опре­
деление в [1]), необходимо и достаточно, чтобы имело место равенство 
ho(x\,x2) =ag(xu х2) с некоторой функцией g(xu х2) вида (5). Указанное 
решение определяется однозначно и представляется в следующем виде: 

и{хих2,е)= £ (gkn/(\+ekkn))exp[2m(kxl/Ti + nx2/T2)]i | e | < v " ! . 

В рассматриваемом случае справедливы также заключения теорем 
3, 4 из [1]. 

Отметим, что условие 2° из [1] (а значит, и утверждение следствия 
1) выполняется, например, для следующих операторов F=a~~{T(—iD): 

1.1. а = c o n s t a t ) , с о = а ? 1 — 4 а 2 о а 0 2 < 0 , т. е. 7 4 — Ш)—оператор эллип­
тического типа (в частности, Т=д2/дх2+д2/дх\)\ в этом случае выпол­
няются условия 2°, 3°а из [ 1 ] , поэтому любое пространство VFp сос­
тоит из тригонометрических многочленов вида ( 5 ) . 

Из следствия 1 вытекает, в частности, что уравнение 

г(д2и/дх2 + д2и/дх2) + a w = c o s х х cosx2, a = c o n s t ^ О, 

имеет единственное решение класса ЛС|„, 2 я : и = (я — 2е) ^ c o s хх cos х2, 
| в | - < 2 — 1 | а1 , а уравнение 

е(д2и/дх2 + д2и/дх2) + a w = e x p ( c o s х х cos J t 2 ) , a = const^=0, 

не имеет решений класса Л С 2 я > 2 я . Заметим, что последнее уравнение 
имеет решение, периодическое по х\9х2 с периодами 2л, представимое в 
виде ряда по степеням е, который в обычном смысле расходится, но 
сходится асимптотически при е-Ю. 

1.2, а = constФО, Т(—//)) = —а20д2/дх21—а02д2/дх1 — оператор ги­
перболического типа, т . е . a > = — a 2 o a o 2 > 0, и, кроме того, выполняется 
одно из следующих соотношений: 

а) а о 2 т ? ( а 2 о т 2 ) _ 1 = — р 2 , p^N; тогда собственное подпространство 
задачи ( 2 ) , отвечающее собственному значению А,=0 , бесконечномерно, 
причем его базис образуют функции { е х р [ 2 я ш ( р * 1 / т 1 + х 2 / т 2 ) ] , п = 
= 0, ± 1 , . . . } , а каждое из собственных значений КыфО (см. ( 3 ) ) имеет 
конечную кратность; 

б) а 0 2 т ? ( а 2 0 т 2 ) ~ 1 = — q, q^N, причем q не представляется в виде 
квадрата целого числа; тогда собственное подпространство задачи ( 2 ) , 
отвечающее собственному значению А,=0 , одномерно (с базисом 
vo(xu х2) s s 1) , а каждое из различных собственных значений КкпфО, 
определяемых равенством ( 3 ) , бесконечномерно (см. [ 3 ] ) . 

Так, например, если Т(—Ш)=д2/дх2—2д2/дх1, a = c o n s t # 0 , то 
собственному подпространству задачи ( 2 ) , отвечающему собственному 
значению А,= — 7 а " 1 , принадлежит бесконечное множество функций 
< М * ь х2) = c o s akx\ cos 6*JC2, k=0, 1, 2 , . . . , где a * = 5 m * + 6 n * , & * = 3 т * + -
+ 5nk9 nu=2~y [ ( 3 + 2 - ^ ) 4 ( 3 - 2 л / 2 ) Л ] , nk= (2-yJ2) ~x [ ( 3 + 2 ^ ) * -
— ( 3 — 2 > / 2 ) * ] . Поэтому в данном случае представление правой части 
уравнения (6) в виде тригонометрического многочлена хотя и является 
достаточным, но не является необходимым условием существования 
решения класса АС\п2А уравнения ( 6 ) . Например, уравнение 

|X*.l<v 

г(д Ри/дх2

х — 2д2и/дх1) - f au=ho\{xu х2), a = c o n s t = ^ 0 , 
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Ло1 (JCI, х2) = £ 2 - ( e * + * 4 ) c o s akx\ cos ft**^ 

имеет единственное аналитическое решение класса АС2п 2я: и(х\у х2, г) = 
= * o i ( * b * 2 ) / ( a — 7 е ) , | е | < | а | / 7 . 

1.3. a = const=H=0, T( — iD) = — ia^d/dxx — a^/dxl—оператор Шре-
дингера; тогда * 

а) если пао2х\(а\ох\)~х — число иррациональное, то все собственные 
подпространства задачи ( 2 ) , соответствующие различным собственным 
значениям из последовательности (3 ) , конечномерны (размерности 1 при 
Х 0 0 = 0 и размерности 2 при ккпфО)\ 

б) если nao2Ti(aioT2) _ 1 — число рациональное, то все собственные 
подпространства задачи ( 2 ) , соответствующие различным собственным 
значениям из последовательности ( 3 ) , бесконечномерны. 

В частности, если Т= — id/dx\ — д2/дх2у Т 1 = т 2 = 2я, то задача (2) 
(с a = const 0) имеет счетное множество собственных значений Х/ = 
= 11 а, / = 0, ± 1 , " . . . , каждому из которых соответствует бесконечно­
мерное подпространство с базисом {ехр [/((/ — \2)х\ +jx2)], / = 0, ± 1 , ...}, 
/ = 0 , ± 1 , . . . Следовательно, как вытекает из следствия 1, уравнение 

г( —i— +аи= У v](xux2), a = const=^=0, 
\ дх\ дх2/ L, 

v]= I г - " - ' " 2 ' - 1 ' 1 ехр [/((/ — / 2 ) J C , + / J C 2 ) ] , 

/ = - о о 

имеет единственное решение класса АС\Л 2л: 

/ , 

и(х\,Х2,г)= У (v*(x\,X2)/(a + el)), | e | < | a | / / i . 
/ = - / , 

2. T(—iD)—оператор эллиптического типа ( т . е . с о < 0 ) , а = 
=.а(х\1х2) —произвольная функция, удовлетворяющая условию 1°. В 
этом случае собственные значения и собственные функции оператора 
F=a~lT(—iD) удовлетворяют условиям 2°, 3°а, 4°а из [1] (см. [4— 
6 ] ) . Таким образом, для уравнения (1) с оператором T(—iD) эллип­
тического типа справедливы утверждения теорем 1—4 из [ 1 ] . 

3. T(—iD) = —ia\od/dxi—ao2d2/dx2 — оператор Шредингера, 
я а о г т ^ а ю т ! ) - 1 — иррациональное число, а = а(х\) Е С * ( / ? ; / ? ) , а(х\)Ф0у 

Vxi<=R. 
В этом случае задачу (2) запишем в следующем виде: 

- ш ю - ^ - Я 0 2 - Т - ? - =ba{xi)w, w{xux2)<EECZrAR2\ С) , (7) 
дх\ dxi 

и ее решения w(x\, Х2) =у(х\)\р(х2) находим из таких уравнений: 

V(x2) = -№(x2), t K x 2 ) s C j ( « ; C ) , (8) 
— шюф'(* | ) +a2o[i<p(x\) =ka(xi)y(x\)y 

( p ( j t , ) € = C ~ ( / ? ; C ) . 

Задача (8) имеет счетное множество собственных значений р п = 
= (2ялт2~ 1 ) 2 , /г = 0, ± 1 , . . . , которым соответствует система собственных 
функций уп(х2) = е х р ( 2 л / л г 2 Т 2 ~ 1 ) , л = 0, ± 1 , . . . , образующих ортогональ­
ный базис в пространстве L 2 ( 0 , т 2 ) (см. [ 2 ] ) . 

При каждом р = р„, п = 0, ± 1 , . . . , задача (9) имеет счетное мно­
жество собственных значений 

^ п = 2л(аюй + 2ла 0 2Т1Т2" 2 Аг 2 ) (jj a(l)dl)-\ (10) 
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k = 0, ± 1 , которым соответствует система собственных функций 

Ф ^ х О - е х р^Ц a(l)dl-
 4 * y * ' ) j , k = 0 , ± 1 , . . . , 

О 

образующих ортогональный базис в пространстве L 2

a ( J C l ) | (О, TI) [7, с. 9 1 ] . 
Следовательно, задача (7) имеет счетное множество собственных зна­
чений (10) (&, я = 0, ± 1 , . . . ) , которым соответствует система собствен­
ных функций 

wkn(x\, х2) =<pnk(x\)tyn(x2) = е х р ^ - ^ ~ - ^ a(l)dl — 
о 

—2 I 1 ) , * , Л = 0 , ± 1 , ... ( П 
fllOTl T2 / J 

образующих ортогональный базис в пространстве L2

A(XI)\(Я) [8, с. 2 1 0 ] . 
Таким образом, в рассматриваемом случае различные собственные 

значения (10) (л = 0, 1 , . . . , * = 0, ± 1 , . . . ) и собственные функции (11) 
удовлетворяют условиям 2°, 3°а, 4°а (причем каждое собственное 
значение А*я имеет кратность 2 при я = 1 , 2, . . . , & = 0, ± 1 , ••• и является 
простым при я = 0, fe = 0, ± 1 , • • ) , поэтому для уравнения 

е( - Ш | 0 т - - А О 2 - т т + a ( x i ) w = /z(xi , х 2 , е) 
\ dxi dxi / 

справедливы утверждения теорем 1—4 из [ 1 ] . 

4. T(-iD) = ^ , a = a i ( x i ) a 2 ( * 2 ) , с / е ^ Л ; # ) , ' а/(*/)¥=(>, 

V ^ e * . / = 1 , 2 . 
В этом случае по аналогии с предыдущим примером решения 

w(xu Х2) = ф ( х 1 ) г | ) ( х 2 ) задачи 
d a ; 

= tai(*i)a2(*2)a;, ^ 6 Е С ~ Т 2 ( / ? 2 ; С ) , (12) 
5xi дх2 

находятся из следующих уравнений: 

iy'(xi) = p a i (х\)у(х\)у y(xi) е С ( Л ; С) , (13) 

/рг|/(jc 2) = - к а 2 ( х 2 ) у р ( х 2 ) , г|)(х2) е С " ( / ? ; . С ) . (14) 

Задача (13) имеет счетное множество собственных значений р* = 

= — 2nk ( j ai (£)f l f£) - 1 , Л = 0, ± 1 , . . . , и счетную систему собственных 

Х\ Т | 

функций ф*(*1)=ехр[2л&5 ai ( £ ) d £ ( J ai , £ = 0, ± 1 , . . . /являю­

щуюся ортогональным базисом в пространстве L2

AX{XX)\(0, ц ) [7, с. 9 1 ] . 

При каждом р = р*, & = 0, ± 1 , . . . , задача (14) также имеет счетное 

множество собственных значений 

Xkn=-4n2kn(]al(l)di\a2(t)dt)-1, л = 0, ± 1 , ... 
0 0 

(с учетом бесконечной кратности собственного значения А,==0), которым 

соответствует система собственных функций ^п(х2) = ехр[2яш \ а г ( £ ) ^ £ Х 

° 
X(\a2(l)dl) 1 ] , лг = 0, ± 1, . . . , образующих базис в пространстве 

2 "° 

Ца2(Х2) \ (0, тг). 
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Следовательно, задача (12) имеет счетное множество собственных 
значений 

2,00 = 0, X^=-4n2kn(^aia)dtJa2(Z)dl)-\ (15) 

k, я = ± 1 , ± 2 , ... , 

и систему собственных функций 

wtn(xu Х2)=щ(х\)^п(х2) = е х р { 2ni[k \ щ (Qd%( j а\ (l)dl)~l + 

+ п j a 2 ( g ) d g ( j a 2 ( £ ) r f £ ) - ! ] } , Л, л = 0, ± 1, ... , (16) 

являющуюся ортогональным базисом в пространстве L2

QIA2\ (П) [8, с. 2 1 0 ] . 
Отметим, что собственные значения (15) удовлетворяют условиям 2°, З р б 
(бесконечномерным является собственное подпространство, отвечающее 
собственному значению Х 0 0 = 0). Покажем, что собственные функции 
(16) удовлетворяют условию 4°б из [ 1 ] . 

Выше показано, что система (16) образует ортогональный базис 
в пространстве L 2

a i a 2 i ( n ) . Пусть /(jti, х 2 ) — произвольная функция 
класса С ~ Т 2 ( / ? 2 ; С) и пусть 

+ о о 

f ( X u X 2 ) = . £ fknWkn(X\, х2) (17) 
k, П= — о о 

— ее ряд Фурье по системе (16 ) , где 

fkn = A~l у f(x\, X2)Wkn(x\, х2)\а\(х\)а2(х2)\dx\dx2 (18) 

— коэффициенты Фурье функции / ( * i , j t 2 ) по системе (16) (здесь А = 
= у \а\(х\)а2(х2) \dx\dx2). Преобразуя двойной интеграл (18) "к повтор­
ному и интегрируя по частям по переменной х\ и по переменной х 2 , 
получаем, что для коэффициентов Фурье (18) произвольной функции 
f(x\, х2) & С ~ Х 2 ( / ? 2 ; С) при любых целых неотрицательных /?, q справед­
ливы соотношения fkn = 0((\k\ + 1)~р(\п\ + 1 ) - * ) , k, я = 0, ± 1 , Отсю­
да следует, что ряд Фурье (17) функции f(x\, х2) Е С т

х , Т 2 ( / ? 2 ; С) сходится 
по норме пространства С ? 1 Т 2 ( / ? 2 ; С) , т . е . система собственных функций 
(16) удовлетворяет условию 46 из [ 1 ] . 

Из изложенного выше вытекает, что для уравнения 

е d " ^_ a , (х\)а2(х2)u = h(x\, х2у е ) 
дх\ОХ2 • 

справедливы утверждения теорем 1—4 из [ 1 ] . 
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