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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 

О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЙ СТОХАСТИЧЕСКИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ИНТЕГРИРУЕМЫМ 

КОЭФФИЦИЕНТОМ ПЕРЕНОСА 
в. и, ЛОРТЕНВО 

В работе доказана теорема существования решения стохастического дифференци­
ального уравнения в предположении, что коэффициент переноса есть сумма ограничен­
ной функции и функции, интегрируемой с некоторой степенью. Коэффициент диффу­
зии при этом предполагается гельдеровым и невырожденным. 

Пусть Q обозначает совокупность непрерывных функций со (t), заданных на [ 0 , оо) 
и принимающих значения в m-мерном евклидовом пространстве R m \ х (г, со) — со (t); 
М\ — минимальная 0-алгебра подмножеств Q, содержащая все множества вида 

{х К ) Ё Г , , . . . , ! (Щ) G Г й } 

s < u x < . . . < щ < t, I \ , . . ., Гц Е £Вт, где 33т — а-алгебра борелевских под­
множеств Rm; JA\ = JCt, Л*?*, — Пусть, далее, задана функция В (г, х): [ 0 , х) х 
X R m —» L + (Rm), где L + (Rm) — совокупность положительно определенных симмет 
ричных линейных операторов в R m . Предположим, что В (г, х) удовлетворяет условиям: 

а) sup (|| В (г, х) || + I В-* (t, х) ||) = с < -оо; 

б) || В (t, х) — В (t', х') | К L ( | t - t' \ а + \х - х' ["), 
где L и а — положительные постоянные, 0 < a <J 1 . 

При этих предположениях на (Q, Ms) существует при каждых s J> О, х £Е R m 

мера Q s,x, такая, что (}3,ж-почти наверное 
1 ) х (s) = .х, 

t 
2) х (t) — х (s) = ^ В (u, x (и)) du; (u), 

s 
где w (M) = w (и, со) — m-мерный винеровский (относительно меры Qs,x) процесс, 
и змеримый относительно ^М* и такой, что приращения w (t) — w (s) не зависят от М\\ 
при s <l u <^ t, w (s) = 0. Процесс (х (t), J£\, Qs,x) является марковским и его плот­
ность вероятностей перехода g (s, х , t, у) удовлетворяет условию 

g (s, х, t, у) ^ K T ( t - s)-ml* ехр { - ц " I P * ) 1 ' } . (!) 

О ̂  s < г ^ Г, ж, г/ gE Л т , -йГу и jx — положительные постоянные (см. [1], [2]). 
Для вещественной измеримой ограниченной функции v (t, х), t Ez [ 0 , оо) , х £Е R m , 

положим 
т 

ux (s, х, Т) = Ms х ехр v (t, х (t)) dtj , (2) 
s 

где X — произвольное комплексное число, а математическое ожидание Ms,x берется 
относительно меры Q$,x. Функция ux (s, х , Т), как известно, удовлетворяет интеграль-
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ному уравнению (см. [3]) 
т 

u x (s, х, Т) = 1 + % § ^ и х (t, у, Т) g (s, t, j/) » (i, у) dydt. (3> 

Уравнение (3) при всех X имеет единственное решение, представимое в виде ряда 

где 4 0 )
 (s, х, Т) — 1, 

м х (*, х, Т)= ^ «4J° («, *. Л , (4> 

т 
= я § $ и « ( f ) у > г) g я. | ^ у ) „ ( t ] у ) d y d t . 

Тот факт, что ряд (4) сходится абсолютно и равномерно относительно х с= -Rm и Я, s, У 
в каждом ограниченном множестве, вытекает из легкополучаемых оценок 

| И < Ц | < | М * Л Г * { T ^ S ) , * = 0 , 1 (5) 

если только ] v (t, х) | < N. Ясно, что такие оценки неудовлетворительны, если мы 
желаем рассматривать неограниченные функции v (t, х). Нетрудно получить оценки 
для членов ряда (4) через || v || р, где 

Т 

1М1р=К \ \Ht,x)\Pdtdx\llP, р>1. 

Действительно, для р > 1 имеем 
т 

|и^1==|Я-5 J *, tty)v(f, y)dtdy\<z 
s Rm 

т\ p р-г 
<IяIII"Яр (\ \ (g0», *, *, v))p_1 лdy) p •• 

Из неравенства (1) легко следует, что при р > m/2 + 1 
Т р р—1 \р—1 

J (g•(», *, i, I,))IP-I itrfy) p < C T T p ( Г - * ) 8 , 

где 

CT = KT[ \ exp { - I z p j «fap~, 
1 / m \ m 

5 = 1 - — ( - 2 - + 1 ) , T = l - 2 7 J i n r . 6 > 0 , r > 0 . 

Индукцией по k нетрудно получить оценку 

ftp _g 
f | < | A,| f tC|| |» Л* (Г (T)) P-1 (T - *)* 5 /(Г (ftr + 

Таким образом, если || » ||p < oo , при некоторому > у + 1 , то для всех комплексных А, 

MS ; а ехр {Я § г- (*, * ( 0 ) dt] | < 2 | Я | f e C* || г Д*( г

( ( У + 1 ) ) ( Т ~ s ) № < ~ . (6) 
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Далее, если v (t, х) = / (t, х) -f- h (t, х), где ( / (г, х) | <С iV, |[ га ||р < оо при не-
т 

котором р > у + 1 и h ограничена, то 

v 
S 

< ехр { | % | ЛГ (Г - ,)} 2 I II h ||* ( Г \ Г А Т

Т + 1 ) . ) Р 1 ( Г ~ S ) № ' ( ? ) 

Jc=o 
Пусть теперь задана последовательность функций vn (t, х) : [ 0 , оо)Х R m —»• Л т , 

га= 1 , 2 , . . ., такая, что г>„ (t, х) ограничены при каждом п. Тогда при каждом га = 
= 1, 2 , . . ., процесс 

t t 

Z[ (re) = exp (» n (и, ж (и)), <2ж (и)) — 4r ^ | В (и, x (и)) vn (и, ж (и)) | 2 <*и| 
s s 

•является мартингалом относительно (Jl\, Q s . J ( с м - W)-
Лемма. Предположим, что последовательность ограниченных (при каждом п} 

•функций {vn (t, х), п = 1, 2 , . . .} такова, что 
1) vn (t, х) = / п (г, ж) + л г е (г, ж); 
2) sup | / п (t, х) \ ^ N, где N — постоянная; 

п, t, х 
3) при некотором р > т + 2 sup || А я ||р со . 

тг 
Тогда последовательность величин {^J (и) , га = 1, 2 , . . . } равномерно интегри­

руема. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . ) Достаточно доказать, что 

sup Us,x (в))» < оо . (8) 
Имеем п 

т 
Ms, х (?S

T (га))2 = M S > х ехр J2 J (vn (и, х (и)), dx (и)) -

т т 
— ^ | В У П (И, Ж (И)) | 2 du | < М 8 > х ехр J2 ^ (vn (и, х (и)), dx (и)) — 

S S 

Т Т 

— 4 5 I В у п (м> 1 (")) I2 й м } е х Р { 3 $ I В г , « ж (")) I2 й м } 
S S 

Т Т 

< |мб > ж ехр J4 § (» п (и, ж (и)) йж (и)) - 81 | Bvn (и, ж (и)) | 2 du | ) '* X 

X ( M E > х ехр | б j | Bvn (и, ж (и)) р du J J 2 = J M s > x exp | б J | В У „ (и; ж (в)) | 2 du J j ' , 

так как £ j (га), построенное по функции ivn точно так же, как и £ j (га) по функции 
vn, является мартингалом. Далее, в силу условий а) и 1) — 3) 

Т г 
M S ] х ехр | б ^ [ Bvn (и, х (и)) | 2 rfuj < M S х ехр | б с 2 ^ | г;та (и, ж (и)) | 2 rfuj < 

т 
< M S J я ехр j l 2 c 2 J ( | / П (*, * ( 0 ) I2 + I \ г (*, * (<)) I2) * } < 

т 
< e x p { 1 2 c W ( r - s ) } M s x e x p | l 2 c 2 ^ | («, а? (<)) 

.V» 
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Поскольку I | h n | 2 = I h n ||р, то из условия 3) и неравенства (7) получаем: 
т 

sup х ехр | л ^ | Bvn (и, х (и)) |2 du | < оо 

при любом вещественном Я. Значит, 
т 

sup MS j ж (£f (и))2 < sup М5 ] х ехр j l2c 2 j | гап (и, х (и)) | 2 rfaj < оо. 

Лемма доказана. 
Следствие. Если измеримая функция v (t, х) : [0, оо) X Rm —> Rm такова, что 

v (t, х) = / (t, х) A- h [t, х), \ f (t, х) | ^ N У1 || h ||р < оо гари некотором р >• m + 2, 
гаго процесс 

t l 

^ = ехр |^(г>(и, ж (И)), <2ж(м)) — _ L ^ | B ( U , Ж (и)) г; (И, Ж ( И ) ) | 2 Й И } (9) 
является мартингалом относительно (Ж\, Qs,x)-

Действительно, выбирая ограниченные функции rart (г, г ) так, чтобы || h — h n ||р —» 
—» 0 при п —> оо , и полагая г?п (г, ж) = / (г, ж) + rare (г, ж), будем иметь 

S ' s < i < T 
sup \ ( У (и, ж (u)) — vn (и, x (и)), dx (и)) 

т . 
^ m s > x § \ B ( v - v n ) ( u , x(u))\*du^ 

s 

< 4c2 j ^ \h(u,y) — hn(u,y)fg(s,x,u,y)dudy^ 

T 

< 4 c 2 ( j J |fc-(H, » ) - А п ( и , i,)|pdarfy ) P X 

T p p—2 

J J (*(«..*,«. у ) ) " - * A*rfjA P < Я | | г а - г а п | | р > 

где H — некоторая постоянная. (Мы воспользовались тем, что || g (s, х, •, • || р < оо 
23-2 

лри р > ! » • + - 2.) Аналогично 

М, _ sup ^(\Bv(u,x (и)) | 2 - I Bvn (и, x (и)) |2) du 
s 

< ° 2 § § (!"("> г/)I+ !*'„(". г / ) 1 ) ( 1 " г / ) — ? n К y ) \ ) i ( * > ».. y ) d » ^ < 

T 
< 2сЩ \ ^ \h(u, y) — hn(u, у) I g (s, ж, и, y) du dy + 

* RM 

T 
J (I Ци, y) | 2 + J hn (и, j/) | 2 ) g («, ж, и, y) du dy\u X 
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т 

в™ 

Т 
§ § \h(u,y) — kn (и, у) | 2 g (s, ж, и, у) им Л / | 1 / 2 < 

< С 2 Г1 + (|| h ||Р + 1 | Ап ||р) || g ( « , * , . , • ) ^ 
L р-а J 

X 

X | | g ( s , ж, ., -)| | р jh-hJp^C,\\h-hJp, 
Р—2 

где С ъ С 2 , С 3 — постоянные. 
Таким образом, £*s (п) -* при ге —> оо по вероятности равномерно на каждом 

конечном интервале времени. С другой стороны, в силу леммы величины ^ (ге) равно­
мерно интегрируемы. Значит, ^ — мартингал, что] и требовалось доказать. 

Теорема. Допустим, что функция В (t, х) : [О, оо) X Rm —* L + (Rm) удовлетво­
ряет условиям а) — б), а функция а (г, х) : [0, оо) X Rm —* Rm представима в виде 
суммы ограниченной функции аг (f, х) и функции аг (t, х) интегрируемой в р-й степени 
при некотором р > т + 2. Тогда при каждых s ;> 0 и х £ _R m существуют мера 
Ps,x

 п а «^ s) м винеровский процесс w (t) = иг (i, со) (w (s) = 0, w (t) ,М\-измеримо 
и ~w (t) — w (и) не зависит от М\\ при s < и < t), такие, что 

и P S ) х-почти наверное 
t t 

х (t) — х (s) = ^ a (u, x (u)) du + ^ В (и, x (и)) dw (и). 
s s 

При этом Р 8 , ж абсолютно непрерывна относительно меры Q s , х и плотность dPs, x/dQ.s, х 
на а-алгебре Ж\ задается формулой 

dP • S, X 

s = ехр \ \ (В 2 (и, х (и)) а (и, х (и)), dx (и)) — 
' s 

t 

— -g- ^ I В" 1 (u, x (и)) а (и, x (и)) | 2 ditj , (10) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в формуле} (9) v (t, x) = 8 + B~%{t, x) a (t, x), 
где 6 — произвольный вектор из R m . Тогда, обозначая правую часть формулы (10) 
через Л*, получим, что процесс 

t t 

Л*ехр|(0, x(l) — x(s)) — jj(9, а (и, х (и))) du — | В~\и, ж ( и ) ) 6 | 2 й и | 
S S 

является мартингалом относительно (J£(, Q S,K)- Полагая 8 = 0 , замечаем, что процесс 
(jRg, М\, Qs.J также мартингал. Поэтому, если Я5,х—мера, определенная плот­
ностью (10), то процесс 

f I 
ехр | (8 , x(t) — x (s)) — ^ (9, а (и, х (u)))du — -^-^\ В-^и, х (и)) 9 | 2 duj 

S - S 

является (J£j, P s , .^-мартингалом при любом 8 е Д т . Отсюда вытекает утверждение 
теоремы (см. [1]). 

З а м е ч а н и е . Если коэффициенты a (t, х) и В (t, х) не завсят от времени: 
a (t, х) = а (х), В (t, х) = В (х) (процессы однородны во времени), то условие на ин­
тегрируемость функции аг (х) в формулировке теоремы можно ослабить. В этом слу­
чае достаточно потребовать, чтобы при некотором р "> т (а не т + 2) || а 2 ||р < о о , 
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Это вытекает из оценки 
\t 

\ \ \ g(t — s,x,y)v(y)dsdy\^! 

'OR™ 1 

t Р p—i J_ 

R 
( m 

<<?TD»p||J(*-») 2 p d s < o o , 
о 

если только m/2p < 1, т. е. p > m/2. (При то = 1, разумеется, должно быть р > 1.) 
Здесь g> (г, х, у) — плотность вероятностенперехода однородного диффузионного про­
цесса с матрицей диффузии В (х) и коэффициентом переноса а (х) = 0. 

В заключение выражаю благодарность А. В. Скороходу за внимание к работе. 
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ON THE EXISTENCE OF SOLUTIONS OF STOCHASTIC 
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH INTEG-RABLE 

DRIFT COEFFICIENT 

N. I. PORTENKO (KIEV) 

(Summary) 

In the paper, the existence of a solution of a stochastic differential equation is proved 
under the condition that the drift coefficient is the sum of a bounded function and an inte-
grable to some power function and the diffusion coefficient is Holder continuous and non-
singular. 


