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0 СТЕПЕНЯХ СВОДИМОСТЕЙ ПО ПЕРЕЧИСЛИМОСТИ 

С.Д.ЗАХАРОВ 

В работе изучаются две проблемы, касающиеся сводимостей по пере­
числимости из класса $ = S, р, рС ,С$,рт, /7zJ , т.е. сводимос­
тей, промежуточных по своей силе между Q- и /71 -сводимоетлми. 

Первая проблема заключается в выяснении различия или совпадения 
Th(lr) для reS . Здесь Z> - верхняя полурешетка всех Г-

степеней, Ttl(/j„) - ее элементарная теория. Возникает проблема для 
класса & = b ' \(L,pm} : верно ли, что Т1ь(1/Г)ф TkiLg), Р£ R , 
для Г, R €. б' ? ( Очевидно, что 
= TflfZ^) доказано в Q63.) В связи с работами 2, h, 7] оста­

лись два нерешенных вопроса: a) Tll(/j ) ф T\l{Lc) • и 6)7/l(i^cc)^ 
Ф Tti (^>р ) ' Теоремы ] и 2 дают положительные ответы на них. 

Далее, если ГЛ$Е£, Г -сводимость слабее R , то каж­
дая Г -степень состоит из некоторого числа ^ -степеней. Для всех 
пар Г , R таких, что Г слабее R , известны примеры Г -сте­
пеней, состоящих из бесконечного числа R -степеней. В связи с этим 
возникает вторая проблема: существует ли Г -степень, состоящая из 
одной /^-степени, если Г слабее R . Известно [8, б ] , что сущест­
вуют р - и р/71 -степени, состоящие из одной /71 -степени, но в каж­
дой £ -степени содержатся по крайней мере две ,9-степени .В 
теоремах 3 и ^ доказывается, что существуют 5 _ и рс-степени, с<у-

стоящие из одной /77 -степени. Вопрос о б-степени из одной С-степе-
ни остается открытым. 

Мы используем следующие обозначения: / У = J - множество 
всех натуральных чисел. Если А,3 £ /V , то А = А ,А@В={2£:£е/[}и 
U {2Х+{ ХеЗ] . Канторовская нумерующая функция пар обозначается 
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через < . f .J> . Через ip^ , обозначаются соответственно 
частично-рекурсивная функция (ч.р.ф.^ с клиниевским номером /Z и 
рекурсивно-перечислимое множество (р.п.м.) с постовским номером П . 

Через Ю~ обозначаем конечное множество с каноническим н о м е р о м ^ ; 

Dfyiflx=-\Q4<Q2<..&Qn\ > е с л и £ = * • Если ф у н к ц и я / 

определена в точке X > т о пишем ]-P(JO) . Тогда Sf~\Х- If 
p f = { f А ) • Напомним определения своди-
мостеи: 

В этих случаях будем говорить также, что посредством ч.р.ф, 
<р или общерекурсивной функции (о.р.ф.) -j • 

Далее, S-цилиндрификацией множества Л называется множест­
во \Х • Vj.n h, ф ф } , где AS обладает свойствами А—^А^ и 

ШЩЬ ^^J5) . Если 3=J 

для подходящего п , то гово­
рим, что 3 ~ 5 "цилиндр. Назовем рс -цилиндрификацией множества/^ 
множество А ~{<flfCC> '• ! cp^CCjSi/J?^ ^ — A } . Это множество облада¬ 
ет свойствами: А= J ^ и {УЗНЗ^А ^J^J**). Е с л и Л = РГ 
для подходящего А , то говорим, что 3 - рс -цилиндр. 

Нам потребуется также понятие наследственного множества, т.е. 
множества, для которого существует о.р.ф. такая, что 

Л ) • Ясно, что рС - (С-) сводимость к наследственному мно­
жеству эквивалентна pffL- (ПЬ-*) сводимости. Известно, что гиперпростое 
множество с ретрассируемым дополнением наследственно и имеет наслед­
ственное дополнение. Подробнее об этом см. в СЗЗ. 

Л е м м а 1 . Пусть л - ретрассируемое множество минимальной 

Щ-степени с гиперпростым дополнением. Тогда рс-степень множества 

А минимальная. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что В к • Так как А ~ 

наследственное множество, то Я^ А посредством подходящей ч.р.ф. 
(р . Пусть j- - разнозначная о.р.ф. такая, чгор-р=$<р и '• f(£)£3j. 
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Тогда CCU С f < p f ( £ ) b . h • Так как fif - pf , то ff-

о.р.ф., значит, С^г^А . Заметим, что В^^ С посредством 
ч.р.ф.^. где 

ndn{t'.f(t)=£} 1 если xepf, 
неопределено - в противном случае. 

Если В не является р.п.м., то С тоже не р.п.м. Учитывая, что 
^^71 и к имеет минимальную ГП, -степень, получаем к^^С . В 
силу определения, (j ^^В , и поэтому А ^ ^ В . Ясно, что это 
же множество имеет минимальную pfll-степень. 

Л е м м а 2 . В l i r истинно следующее предложение: 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А - креативное множество. Предположим, 
что В^ А® С посредством о.р.ф. -f , т.е. 

С 1 

Пусть CLg и CQ ~ фиксированные элементы из А и С соответствен­
но и о.р.ф. ^ такова, что ̂ g^Cp^fC^ №^ff&0~ty' Я с н о ' ч т о 

В^А& С посредством о.р.ф. Q. Пусть теперь 

Тогда £€.3 Dai,~ . ^ Л & Д С . Можно считать, что С- наслед¬ 

ственное множество. Иначе вместо С взяли бы С ~ *=-С\, ко¬ 

торое наследственно и С -эквивалентно С • Так как креативные 

множества тоже наследственны, то существуют о.р.ф. ^ , J. такие, 

что [>/£Щ£А&£($)еА&%сС+*£(£)еС). т О Г Д а ^ < н > 

^{ХКА^^еС , где g=figl , $2

=fz$J • Определим р.п.м. 

£=\Х'.^ (Х)€ A } • Заметим, что В £ £ • Пусть fl~ разнознач­

ная о.р.ф. такая, что pfl = £ и fl= \хfl(X)tB] . Если 2/ рекурсив­

но, то 

уаВ <н> (ЗЩ=Ш)&1е2?). 
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Поэтому В - р.п.м. и 3^:^ А , так как А - /71-полное множество, 
/77 

тем более 3 ^ с А . 
Предположим, что $ нерекурсивно. Тогда 

хе2? =}k(x)s.3 %А(2)еА&>£еА(х)€С, (2) 

х4д =ф к{х)фв =$> km i'A V gz kix) iС. (3) 
Однако pk= В — А у и поэтому^/^Сау C/f при любом .Г €/К. 

Следовательно, выражения ^hlXJG-A в (2) и ̂ fl{X)^.A в (3) можно 

опустить. Значит, Xe2?<&gJl(X)€.C, т.е. ^ . Так как 22 

нерекурсивно и 2) ^^В по построению, то лемма доказана. 

Т е о р е м а 1 . Справедливо Til (//„ ) ф Tfl ( L ) . 

С 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что предложение (1) ложно в /jpC • 

Пусть А ~ произвольное множество, не являющееся р.п.м. По шагам бу­

дем строить множества С и Р так, что для любого шага OZO будут 

выполнены условия: ^ ^ 
Множество - Р.п.м., Р конечно, {/^ПР = ф, С П /4 конеч­

но. 
Положим С = Р ~ ф > где через X обозначается часть множест­

ва X , построенная к шагу ^ • На шаге t—2/l будем добиваться того, 
чтобы А П С н е могло рС -сводиться к /4 посредством ч.р.ф. <р^ 

На шаге вида ta2/l~YJ добиваемся выполнения условия: если некоторое 
множество 2) рс —сводимо к Af\C и С посредством ч.р.ф. (р. и 

iPj соответственно, где /l = <l,J>, то £) " Рч-п.м. Ясно,что если мы 
сумеем удовлетворить всем условиям, то множества 3=А^\С и С будут 
таковы, что ВфрсА и (НОХ^^—В^Л* С 27-р.п.м.) , А так как 
АпС^гАФС(X€.AnC<^>{2x,2X+l}£A&С) . то предложение (1) 

/ 
окажется ложным в *->рс * ф 

Ш а г t~2ll . Если существует ЛГ£/4^^ такое, что f р (£)& 
&,3л /тч — Л > т о наименьшее из таких чисел J0 отнесем к Р и пе¬ 
рейдем к шагу С " 1 " / . В противном случае имеем 

( VX Л ^ £ f*j П Я * ^ ). 

Наименьшее Х?еД^(Р UC ) отнесем к Q и перейдем к шагу . 



О степенях сводимостей по перечислимости 125 

Такое число найдется, так как на каждом шаге $ м н о ж е с т в о ^ бу­
дет р.п.м., а Р и С\ А - конечными множествами, в то время как 

А не является р.п.м. 
Заметим, что после выполнения требований этого шага А П С не мо­

жет рС -сводиться к А посредством ч.р.ф. ip^ 

Ш а г t=Zn+1 . Пусть Ф= <р. , (ft = Ф. , где П= < у > и O^SpftUift . 
Если 

то пусть 7} = {х : X € dt к Ду(Х) П - ^ Л ^ ' П о Н Я Т Н ° ' 

что р.п.м., причем ^ J}^^^- h^-Р* • Относим к ̂  р.п.м. 

U D'л/~> -и переходим к шагу / . Ясно, что после выполнения 

указаний этого случая, если и найдется множество, рс -сводимое к 

А П С и С посоедством ч.р.ф. <р и (ft соответственно, то оно 

равно D . Кроме того, С ^ ' ~" Р.п.м. и А** С •> т- е -

конечно. 

Если же условие 1 4 ) не имеет места, то пусть - наименьшее 

число такое, что 

Относим тогда все элементы из I)Ф(х) к ^ и переходим к шагу ~t + / . 

Заметим, что после выполнения требований этого случая не сущест­

вует множества JJ , которое рС -сводится к АпС и С посредством 

ч.р.ф.(^> и ̂  соответственно, так как А , а — ^ • 

В то же время (С ^С^)Г\А конечно. Теорема доказана. 

Т е о р е м а 2 . Справедливо Th [Lp) Ф Til [L^). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим предложение 

[ЗаФ о)(№Ш{а* fis>ck isaec^a&Eva^c), (5) 
А.Дёгтеа С2Н доказал, что (5) ложно в . Покажем, что (5) ис­

тинно В Llnr • 
Пусть h - множество минимальной рС-степени из леммы 1 и 
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A w -

А*ЗвС Л.: XtA** !f>(X)8l,J>maC.J)eC . Так как 

JipU А — /V , то, по теореме редукции (см., например, [З, теорема 

2 . 1 , существует рекурсивное множество такое, что 

Q dp • Положим 

yW, если ^ге/^ ; 

1Л - в противном случае, 

где ^=/г6Х+-(1,^еВ, СбС . Теперь А^З&С посредством (4 I о' О J О 0 и 

о.р.ф, . Учитывая, что к ~ наследственное множество, и выбирая 

§ , С € С наследственными, рассуидениями, аналогичными прове­

денным в лемме 2, установим существование о.р.ф. Ц, и , ч.р.ф.^" 

и Uf таких, что 

xeA*=$>u(Z)eB>Sct(x)eCi ™ 

щх)*. Ь ^> (!cr(x)Soir(x)eA )& Цигшж *С). т 

Рассмотрим р.п.м. 
К**{£\!(г1х)&,1Г(х)ъя) • пусть Е=КпА . Легко 

видеть, что Е^ртА , так как £6 Х£%&X €. А • 
С л у ч а й 1 . Пусть Е~ бесконечное множество. Тогда Е не являет­

ся р.п.м., иначе оно оказалось бы бесконечным р.п.м., содержащимся в 

иммунном множестве /\ . Так как £ не является р.п.м., а ро-степень 

множества к минимальная, то к^щ^Е . Покажем, что Е^^^В и » зн; 
чит> А^р^В _. 

Так как Л - гиперпростое множество, то существует [3D о.р.ф./ 

такая, что 

Определим ч.р.ф. Ць 

И(Х), если №^№№bfafc<Z*ffW=*kr-
$ % если xZR&№)?X8L(3z)(X<Z*№)SLf(Z)*f(X)). 

неопределено - в противном случае. 

Здесь $ ~ фиксированный элемент из В 
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ее 
ес-

Пусть XZ-R . Если (Г(х)= X . то из ( 6 ) и ( 7 ) следует, что 

Яьк**и'№)*£ .1сп»(Г{Х)ФХ «U'(X)=U(X) , то 

(VWfec < z «^rficj > Д х ^ . 

В случае ц'(Х)^.В из ( 6 ) получаем, что Х^-А • 8 случае (/(xJtB 
из ( 7 ) (/(ЯЗеА . т . е . [4z>trw){flZ)>f(ff№)), тем бол 
f{Z)>f(X) , значит, (Vz>x)(f(Z)>f(X)), т - е . #£/4 . Наконец, 

ли #'(х; = / , то 

{3z)[x<z &,f(z)*f(x)). 

Из t^) следует, что X (j. А - Таким образом, для всех X£R имеем 

х±к^и'(х)еВ >т.*-Е^ртВ . 
С л у ч а й 2. Пусть £ - конечное множество. Если Х6.А и ;ff(Xh 

то (Г(х)< X Д л я всех, кроме конечного числа XG-A - На этом конеч­

ном множестве определим рС -сводимость А к С и предположим, 

что во всех точках П<. X У ж е определена рС -сводимость А к С • 

Из (б) и (7) имеем 

jre /1 <Н> \o{x)h 1Г(£)е к Si t(X)e С Si! tf(x)Si tf(£)t С. 

Так как U{x)<-X , то и в точке X тоже определена уЯГ-сводимость 

к к С , т.е. klin-C 
Теорема доказана* 

С л е д с т в и е 1. Элементарные теории верхних полурешеток 

<j- а-,рС~,С ~ и ПЪ -степеней попарно различны. 

Обратимся теперь к вопросам о числе /71 -степеней внутри S ~ и 

рС -степеней. 

Пусть К^{Х: Wpĵ  Ф] • П о X€/V и двум ч.р.ф. (р и ф определим 

последовательность множеств: 
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и положим Е ~ U^qE^ • Назовем число X (fi, ф) -допустимым, 

если X С С. . Заметим, что если X ~ {(рчф) "Допустимое число, то 

найдется конечная последовательность чисел ^*Ufi"4^/i т а к а я > что 

W x и 

Число ^ назовем последователем числа X 

Л е м м а 3 . Для любых ч.р.ф. <р и ф найдется ч.р.ф. f такая, 

что Sf есть множество ((р^ф)-допустимых чисел и для каждого J£E$f 

число flX) ~ последователь числа X . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Развертываем равномерную процедуру вычисления 

значений ^(0), •. и ф(0), ф(•/),.. , , а также перечисления ^ , 

\^, , ,, . Если для X будет обнаружена последовательность^^,,,, 

, . , Ч ^ — Х У удовлетворяющая условию (9), то полагаем f(X)~IJ 
Пусть теперь ^'с R , £ = А U А' , где А ' Ц ^ ^ и 

k, - М'Д 1 

Л е м м а 4 . Справедливо В ~ ^ 3 < 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко понять, что и поэтому 

3*тА . с ДРУГОЙ стороны,хеАоМ хпВфф и х е А ^ х е З №*хеК. 
Пусть о.р.ф. ̂  такова, что ̂ ^ " W T ^ I ^ J > Г Д Е О" фиксированный эле­

мент из . Тогда МдПЗф ф**$Ч*фрВфф и §(X)tK. для всех 

ХЕ Н • Следовательно, А^^В посредством о.р.ф. ^ 

Л е м м а 5. Пусть А и В , как и выше, В ^ 5 С посредством 

о.р.ф. <р и С^^В посредством о.р.ф. ф . Тогда если каждое 

Х6 К. у за исключением, может быть, конечного числа, является 

(ip, ф ) -допустимхт, то В ^ т С 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим ч.р.ф. f , существующая для о.р.ф. 
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ip и ф по лемме 3. Пусть jC€.t$j- . Тогда существует конечная 

последовательность чисел ^г»^» • ' » Удовлетворяю­
щая условию (9) . Если ХЕ.З , то ЙВ Ф Ф , так как Ц 

Я / ** 07-/ 
и JC = ^ . П о определению ^ , из \^/^,Г\3 Ф ф следует, что 
Z€. 3 • Поэтому €. 3 . Рассуждая аналогично, получим, что 

у.^3 • Но фЦ) = У1 и у^С&ф(у)$.В . Следовательно, /7 . 
Если же х /лЗ , то v^ipix,)^ С = ф , а так как -f(£)€ ^1 » то 

/ИЗ? £ . Итак, 

[4x){xe<?f=> (xeB*=*fix)eC)). (10) 

Доопределяя т̂  в конечном числе точек из К нужным образом, можно 
считать, что /С £ $f . Теперь, так как $f и X*- р.п.м., при­
чем $-риК=А/ , то, по теореме о редукции, найдется рекурсивное 
множество R такое, что . Определим двухместную о.р.ф, 

(j , полагая 

W/j , если ХЕК, 

Ф - в противном случае. 

По теореме о неподвижной точке (см., например, [33 ) , существует 
о.р.фо ft такая, что 

У д , если k{tl)aR\ 

Заметим, что . Действительно, 

Таким образом,(V^jfWi ~ V ) » И поэтому 

{ i d 
Пусть 

fl*)-
•fk(x), е с л и хеД 7, 

Дя) , если 

ятно, что* f - о.р.ф., так как Jj/iQ Ri=J-f . Учитывая, что 
имеют место условия (10) и (11) и определение f , заключаем, что 
У? S С посредством о.р.ф. f 171 I 

Пон 
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пени. 
Т е о р е м а 3. Существует $ -степень, состоящая из одной Щ-сте-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем по шагам строить множества F и Q , 
обозначая, как и раньше, через F и G_ конечные множества чисел, 
отнесенных соответственно к г и Q- к шагу ft, . Положим, по опре­
делению, S = Xs- ( F U ) и F=(t = Ф • Из построения будет сле-

"> П. п. О О 
довать, что Рп(?~ф и F U(r для каждого ГЪ . 

Ш а г П . Пусть (р = <ps и tft = <p£ , где fl=<S,t? • £сли каждое 
число £G.Sfc является (<Р,ф) -допустимым, то сразу переходим к 
следующему шагу. В противном случае обозначим через £. наименьшее 
число, не являющееся (ср\ф) -допустимым. Выполним требования того 
случая,который здесь имеет место,и перейдем к шагу 

С л у ч а й 1 . Пусть Е С\Е^Ф ф или ̂  П S^^^, где ^5 - мно­
жество, определенное перед леммой 3. Относим число СС к (г , и ес­
ли / " " ^ П — ф , то наименьшее число из £^П §д отнесем к F . 

С л у ч а й 2. Пусть E^CllF L)S )= Ф . Относим число JC к F . 

Положим /{ — F и определим по А множество 3 » как это сде­
лано перед леммой h. Так как А ~К , то по этой лемме 3=

fJj3^ 
Пусть С= § 3 • Тогда С&^З посредством некоторой о.р.ф. ф , 

аЗ$г^ С посредством некоторой о.р.ф. <р . Покажем, что можно счи­
тать каждое X е К , за исключением, может быть, конечного числа , 

(if, ф) -допустимым. 
Действительно, найдется шаг /I такой, что <р = <р^ и <ft = р£ ,где 

ft — <S,t> . Если JTCS^ И не является ((р,ф) - допустимым, то 
для одного из таких £С на шаге ft будут выполнены указания случая 
1 или 2. В первом случае Хф. 3 , н о Е~^Г\3 Ф Ф • Значит, найдет­
ся последовательность чисел Ц Ц LL , удовлетворяющая условию (9) 

и такал, что Ц £ 3 . Как и в лемме 5, окажется, что 4i,n,-S\LiТ~Ф• 

Это противоречит тому, что £& D =^ \V\n,^S^С ~ ф . В о втором слу¬ 
чае X6i9 , но £*Г\3=Ф 

в силу определения . Поэтому 
^ipttP^ = ^ ' Ч Т ° П Р О Т И В О Р Е Ч И Т Т О М У . что££3 =^ W^^d/? . 
Осталось заметить, что л 4 5^ конечно. 

Итак, выполняются все посылки леммы i>. Значит, И С , т.е. 
ГЦ 

3 ~m С • Теорема доказана. 
С л е д с т в и е 2. Существует Q -степень, состоящая из одной Щ-

степени. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, так как А 3 А 3 и 

Пусть теперь U (</11Х>)=фл (X) и Г\= 0°й=\<П,Х> •* По чис­
лу X€/V и двум ч.р.ф. и ^ определим последовательность мно­
жеств: 

4 " / e i W ' 

и положим £ ~ U^gE^ . Число ,27 назовем (ф,ф) -допустимым , 
если gzE^e Заметим, что если (fi ф) -допустимо, то найдется 
конечная последовательность чисел 1^,1^^.,.,^.^ такая, что ̂ в * 

(12) 

Число ^ назовем последователем числа ,£ 
Л е м м а 6. Для любых ч.р.ф. Ф и ф найдется ч.р.ф. £ такая, 

что [Jf есть множество ((р,ф) -допустштх чисел и для каждого£€.$f 

число f(X)-последователь числа £. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Развертываем равномерную эффективную проце­
дуру вычисления значений (р{0),у\Л,... и CL{fi),U.Ui, ... 
нахождения элементов конечных множеств ^ит) '^Цф* 

, а также 
. Если для 

X будет обнаружена последовательность . . , у п

 = X , удовлетво­
ряющая условию U 2 J , то полагаем f(X) • 

пусть A'qК ,3-АиАг, где A-Ua90Aa и 

Предположим, что множество k n{<n,X>:Xtti) конечно при любом фикси­
рованном П . Тогда имеет место 

Л е м м а 7. Справедливо 3 ~ т 3 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко понять, что 

к . С другой стороны, ХеА^Д,,— ^ 3 и </Г,Х>€,А*Ф 
(А'икГ-А и поэтому 
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4& <П,Х>^3 Д Л Я <П,Х>€К . Пусть ч.р.ф. Ср^ такова, чюЛр^гх 

^ ^ ^ V ^ ^ 1 T o r f l a 

хгК =>(хеА <=> </г,х>ъЗ). 
Но множество /4'П|<'/7,^:>:<Г/7,Х>^Л}конечно, скажем,|</Z,^>,...,<VZ /X^>}, 
Положим, по определению, 

9(Х) = 
</1,£>, если Х У { Х , , . . . .^/я}» 

7j - в противном случае, 

где $ - фиксированный элемент из 3 . И з определения 3 \л ̂  сле­
дует, что /t'S^,^ посредством о.р.ф. ^ 

Л е м м а 8 . Пусть А и 3, как и въше,3^рС 0 посредством ч.р.ф. 

ip и С^т3 посредством о.р.ф. tft . Тогда если существует /I 

такое, что каждое <П7,£>€.К при ПЪУГЪ , за исключением, может быть, 

конечного числа, является (<р,Ф)- допустимым, то 3^тС 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим ч.р.ф. f , существование кото­
рой для ч.р.ф. (р и (р утверждается в лемме 6. Пусть XElff . Тог­
да существует конечная последовательность чисел ^ , , X , 

удовлетворяющая условию (12). Если Х$ 3 » то 3.., . 3 > т"ак к а к 

_ 7/7-/ . 
ЦлШу , ) " Х = Ун ' П ° определению 3 , из !ц(г]&,Зц№)ЩЗ 

следует, что Z ф 3 . Поэтому ^ ^3 • Рассуждая аналогично, 

получим, что у;^3 • Н о ^ ( у ) = ^ , и уеС-4=>ф{^}^3 . Следо­

вательно, -f{x)4 С . Если же ХбЗ , то IfiX) h U ^ ^ C , а 

так как -f(£) xlffy,^ , то -f[X)€.C . Итак, 
^ Ьхн С)). (is) 

Пусть . Ясно, что /У/ - рекурсивное множест-
— 0/1 v'fl " п во и конечно по предположению. Доопределяя Т в 

конечном числе точек нужным образом, можно считатъ, что 
Вспомним, что М;ПКГ\3 конечно для каждого L , где М; ~ 
={<L,£y. &6N}. В силу свойств нумерации (̂  , для каждого 0* fl най­
дутся такие числа 1{1)>1Ъ > ч т о if. — U>. . . Положим 

t Ч 1 J(ti 
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Теперь . Однако условие (13) может не иметь места, если 
в нем заменить j - на j - , из-за того, что < Д , Х > £ К П М; , I ^71 и 

для некоторого , или наоборот. Изменяя значе¬ 
ния ч.р.ф.+ в конечном числе точек, получим ч.р.ф. f , удовлетво­
ряющую условию (13), причем 

Далее, так как 
Р.П.М. и SfuK-ft, то, по теореме 

о редукции, найдется рекурсивное множество /л такое, что 
Определим двухместную о.р.ф. ^ , полагая 

f>nlp, « л и < Х , у > € / ? ; 

неопределено - в противном случае. 

По теореме о неподвижной точке, существует о.р.ф. fl такая, что 

( fnty*если <fl(n.)y?e R-

^klU) У ^^{l^kw) j неопределено - в противном сл> 
чае. 

Заметим, что ( V/Z)( Ц^){<k[ri)^>^R), так как 
<IlAfi\if>4R =± <РАш(р неопределено ^<h{fl),ptR. ( U ) 

Таким образом, , и поэтому 

^пЩ){<п,регЧ =» (<п$>еД ^ <к[пЦ> е В)). 
Пусть 

[ / ( < 2 v p ) 

если 

У>) , если <£,p€.R. 

Понятно, что f - о.р.ф., так как Jj(<fli£),p)£RQ Sf . Учитывая 
(.13), (14) и определение f , заключаем, чтоЗИ С посредством 

л/ 7 m 

о.р.ф. + 
Т е о р е м а 4. Существует рС -степень, состоящая из с$ной /71 -

степени. / 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем по шагам строить множества F и (f , 

обозначая через F и G^ конечные Множества чисел, отнесенных со­
ответственно к г и (г к шагу Ft . Положим, по определению,F ~ 

~%^Ф и $' [F UGLUl) М-) . Из построения будет следо-
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вать, что F П &— ф, FU(j^ £ К , и после шага /Ь никакое чис­
ло к F из U 1*1/ отнесено не будет. В частности конечно 

ten 0 1 

для всех Ь 
Ш а г ГЬ . Пусть <P=<Pg и <М = f, , где П~ <S4t> . Если каждое 

число XzS^ itfitf) -Допустимо, то сразу переходим к следующему 
шагу. В противном случае обозначим через X наименьшее число из , 
не являющееся (ф,ф) -допустимым. Выполним указания того случая, кото­

рый имеет место, и перейдем к шагу / £ + / 
С л у ч а й 1. Пусть £ Х конечно, /<f(X) & ( ^ б А д а ) {!<filt/}) , 

E ^ K Q F ^ , где £ а - множество, определенное перед леммой 6. От­
носим число X к & 

С л у ч а й 2. Пусть случай 1 не имеет места. Относим число X k F , 

и если , то наименьшее число из £ nS„ отнесем к & . 
i f f А1 

Положим' г\ — F и определим по /} множество В , как это сде­
лано перед леммой 7. Так как из построения следует, что f\ Q К и 
К Л М; конечно для вс,ех I , то по этой лемме В—_,В . Пусть 
С~-^В • Тогда С ^^В посредством некоторой о.р.ф. ф , а 
B^pQ С посредством некоторой ч.р.ф. (р , Покажем, что можно 
считать, что каждое <ПТ,Х^ £ К , за исключением, может быть, конечно­
го числа, ^} -допустимо при любом ПЬ , большем некоторого чис­
ла (I . 

Действительно, найдется шаг /о такой, что <р — и Ф — (р^_ , где 
/b=<iS,i>. Если j»7£ и не является (<р,(р) -допустимым, то для 
одного из таких X на шаге Ц будут выполнены условия случая 1 или 
2, В первом случае хфВ и B^g.^ £ С . Это противоречит тому, 

что £&В ^2}ф^£^ С . В случае 2 Х^В , и если даже 

£ Х конечной !<f(X)8c ( Уре3рш)(/Ф(</)), 

что является необходимым условием принадлежности X к В , то 
В Г\В Ф • Значит, найдется такая конечная последовательность 
чисел у '^1*'*'^Уп ' М Т о в ы п о л н я е т с я С12 J и В .сле­
довательно, Ц фВ и 27 £ С . Это противоречит тому, что 

X t 3 ^ ^ ^ х ) — С . Осталось заметить, что M ^ S ^ конечно. 
Таким образом, выполняются все посылки леммы 8, з н а ч и т В ^ С , 

' m 
т.е. В — п С . Теорема доказана. 
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В связи с теоремой 4 приведем пример ^ - с т е п е н и , содержащей 
бесконечно много и рПЬ-степеней . Г.Кобзев Ci>3 доказал,^ что 
существует множество к , не являющееся р.п.м. такое, что А -р.п.м., 
АФТ 0' . A<mA*A<mA*A*A<... , где A*B=[<aJ>:aeAsc 
& fie.3}. Ясно, что (V/z)(/4 =СА ) , т.е. А=рСА и А - Р.п.м., 
так как <2Г ?,...,£ Л> ф A*+* ^А ) . В лемме 2 мы видели,что 

если А~ Р.п.м. и А^Пгг,3 , то А^„3 . Таким образом, £>//&А-$ 
^ А = М ^тА , что невозможно, значит, А^рщ А КА^р/п А * А * 
*•%.<•>., . Далее, так как А **-уК , то, по теореме Сакса о плот­
ности см, .например, [93) , существуют р. п. м. 3^^3f,... такие, что 
А<гЗуЗ}<г...<гК . Пусть C^3g9,-..@3i . Ясно, чтоЛф^- = 
~ащП^С:, так как С; , С,'- Р.п.м. Если I >1 и А & C;^r А ® С; 

то л 
рс 

, и поэтому 3;^г3; , что невозможно. Итак, 
/ ' " А ' 

О -степень множества л содержит счетные цепи р/П- и С -степе-

В заключение автор приносит благодарность А.Н.Дегтеву за постоян­
ное внимание к работе.. 
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