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О Н Е К О Л Е Б Л Ю Щ И Х С Я К Н Е З Е Р О В С К И Х Р Е Ш Е Н И Я Х 
У Р А В Н Е Н И Я Э М Д Е Н А — Ф А У Л Е Р А 

В . А . Р А Б Ц Е В И Ч 

Рассматривается уравнение Эмдена — Фаулера 

и{п) = (-l)np(t)\u\xsignu, 0 < А < 1, n > 2 , p(t) > О, a<t<w<+oo, (1) 

с локально интегрируемой функцией p(t)> отличной от нуля на множестве положительной 
меры в любой окрестности + о о . 

Неколеблющееся кнезеровское решение и :[a,w) —> R уравнения (1) называют правильным 
исчезающим в бесконечности, если 

(~iyu(i\t)u(t) > 0 (г = О, п - 1), t е [a, w), Hm u(t) = О, w = + o o , 

и сингулярным первого рода, если w < +оо и u(t) ~ 0 при t > w [ 1 ,2 ] . 
Задача (1) , (2) разрешима, когда выполнено условие [1, с. 317; 3] 

t 

О < J ( * , + o o ) < + о о V* > a, J(s,t) = Jр{т)тп-Чт, 

(2) 

(3) 

и тогда каждое ее решение при больших t допускает оценку 

+ОО 

( < ) | < с ( п , А ) [ / р(т)(т-г)п-Чт 
Т 1 / ( 1 - А ) 

(4) 

Необходимое условие разрешимости задачи (1) , (2) заключается в выполнении равенства 
[4, 5 при £i = 0; 1, с. 317; 6 при Si = е] 

Hm f r " " - e - y ( r )d r = 0, p e ( 0 , 0 , e > 0, (5) 

где пг = 1 + (rc — 1)A. Каждое правильное решение (2) уравнения (1) в некоторой окрестности 
+оо допускает оценку [1, с. 317; 7] 

\u(t)\ > 7(га, А,/х) 
( n - l ) / ( n / x - l ) • ( r ^ - l ) / ( ( n ~ l ) ( l - A » 

, /i G (n , V ) 

(6) 
Более подробно результаты и библиография по исследованию асимптотических свойств 

решений и условий разрешимости задачи (1) , (2) представлены, например, в [1, 2]. 
В настоящей работе получены близкие к достаточным и в ряде случаев являющиеся таковы­

ми необходимые условия разрешимости задачи (1) , (2) , обобщающие условие (5); исследовано 
на необходимость условие (3) и его естественные обобщения; существенно усилена оценка (6); 
указаны условия, при которых оценка (4) точна, и получена соответствующая нижняя оценка. 
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Пусть и : [а,+оо) —> R+ — решение задали (1) , (2) и <р : [а, +оо) —» R+ — неубы-
к 

вающая функция. Введем в рассмотрение вспомогательные функции vk(t) — Yl \u^(t)\tl 

4 = 0 

— vk(t)/<p(t) (к = 0 , 7 г - 1 ) , V?AT(') = m i n { f ~ \ ^ ( f ) / ( M V ? ( * ) ) } > - M > 0, и множество 
Тр = Тр(а, + о о ) , где Г р ( з , = (5> *) : К ж ) > 0 } . 

Л е м м а 1. Пусть и — решение задачи (1), (2), <p(t) — произвольная неубывающая 
положительная функция. Тогда функции Vi(t) > 0 (i = 0, п — 1) монотонны, стремятся к 
нулю на бесконечности и обладают свойством: 

i ^ = M + ^ y ^ - ; w , м > № ( 4 ) ( , = с т v m > o . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Стремление к нулю функций Vi(t) следует из неравенств \u^k\t)\tk < 
< 2k(k~~1W2\u(2~~4)\ (k — 1, п — 1), О 2 п ~ 1 а , а их монотонность — из представлений 

Vi(t) = 1 у" г*'|«('+ 1)(г)|йг (г = 0 , п - 1 ) . (7) 

Равенство для (п — 1)-й производной проверяется непосредственным дифференцированием, а 
оценки остальных производных могут быть получены следующим образом: 

v. m _ M M z ! i ( ! M - гХ ,» (*Ж0 + ^ ( ' + 1 ) ( * ) 1 ^ 

< - г + 1 

vi+1(t)-.Vi(t)(l - ~^-)] < - tW+i(*)M*)-
*¥>(<) 

Лемма доказана. 
Основным результатом работы является следующая общая 
Т е о р е м а 1. Пусть задача (1), (2) разрешима и ip(t) > 0 — произвольная неубывающая 

функция. Тогда для любых чисел v Е [0,1[, \х е](1 - (1 - М > 0 и о > 0 
выполнено равенство 

i l i m o F W j M ( ¥ ) ) ( t ) = 0 (8) 

w каждое ее решение в некоторой окрестности +оо допускает оценку 

v n - i (* ) > Т 

г д е 

1/( (1 -А) ,0 

(9) 

+ О0 

- И ' ) У ^ ( т ) J ^ (г)A" 

^ 7 — положительная константа, зависящая от тг, А, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По выбранным, согласно условию теоремы, значениям //, р, is. а 

зададим числа /i,- > 0 (i = 1, гг), > 0 равенствами jin = ^ , д п + 1 = v, 
, л 2(г/ + тг/х — 1) /1 - г/ 2(1 - г/) 

n ( n - 1) 5 \ n ' n + Tli / / . т—ч 
л . 2{1-и-пФУ / 2 (1 - I / ) 1 - V \ ( * = M ) -

п(п - 1) ' V ^ + Щ. ' ^i 

Легко убедиться, что они удовлетворяют условиям 

п + 1 

№+i - \Ч > £i > 0 (г = 1,п - 1), /ii - А/хп > £ Ь ] Г = 1 • (Ю) 
«=1 
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Предположим теперь, что задача (1) , (2) разрешима, и пусть даны неубывающая функция 

(p(t) > 0 и число М > 0. Для производной вспомогательной функции to^t) = f ] v^t) в силу 

леммы 1 справедливо неравенство 

с универсальной постоянной 7 > 0, зависящей, вообще говоря, лишь от п, Л, /х. Из него в 
силу неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим следует оценка 

Ы*)1 > ,Уу(ОУ"+7^"У(0<о(^)уЛ-ЧОу"п

ттУ^+1(0 
i=0 

n - 1 

/̂ -̂f 1 

= 7 ( | ^ ) М п + \ ^ ( 0 ) 1 - ^ " ^ + ч < п _ 1 к о ) ' 4 " ^ Г о " " ' , 1 ( * ) у ' ( л " 1 ) ' , - ( ' ) n 

Домножив обе части полученного неравенства на произведение w^(t)(p~s(t) с положительными 
числами е < хтп{е19сг/п}, S = а — пе, а затем проинтегрировав его от t до + о о , получим 

Отсюда в силу леммы 1 и неравенств (10) вытекает неравенство 

е . * » > n V - « w > 7 ^ ( 0 / — ^ p 7 — ( Ш ) V ' 
следствием которого являются равенство (8) и оценка (9) . Теорема 1 доказана. 

Следствием теоремы 1 является содержащая меньшее число параметров 
Т е о р е м а 2. Если задача (1), (2) разрешима, то для произвольной неубывающей функции 

(p{t) > 0, при некотором М > 0 удовлетворяющей почти всюду на множестве Тр условию 
t(p(t)/<p(t) < М , любых чисел /х £ (0, l / ^ ) , о > 0 выполнено равенство 

LIM £ „ , „ ( ¥ > ) ( < ) = () ( П ) 

и в некоторой окрестности + о о все ее решения допускают оценку 

> i [ G , M ( t ) } i m - x ) > i \ (12) 

+ 00 

ь 

и j — положительная константа, зависящая от гг, Л, \i. 
Необходимые условия (8) и (11) существенно усиливают условие (5) , а оценки (9) и (12) 

оценку (6) . 
Из теоремы 1 вытекает также эффективный признак неразрешимости задачи (1) , (2) , ко­

торый содержит 
С л е д с т в и е 1. Уравнение (1) не имеет неколеблющихся правильных исчезающих в бес­

конечности решений (2), если существуют неубывающая функция (p(t) и числа v £ [0,1), 
/i £](1 — v)/n, (1 — 1у)/пх[ и М, а > 0, удовлетворяющие условию 

t]^FmM(if)(t) > 0. (13) 

Аналогичное следствие имеет и теорема 2. 
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С л е д с т в и е 2. Уравнение (1) не шлеет неколеблющихся правильных исчезающих в беско­
нечности решений (2), если существует неубывающая функция (p(t) > 0, удовлетворяющая 
при некотором М > О почти всюду на множестве Тр неравенству 

Ф ( О М О < М, (14) 

и числа /л G ( 0 , 1 / % ) и а > 0 такие, что выполнено неравенство 

i^00

G^((P)(t)> 0. (15) 

Условия (13) и (15) в некотором смысле монотонны по функции 9?. Точнее, если выпол­
нено какое-либо из этих условий с некоторой неубывающей пробной функцией то оно же 
будет выполнено и после прибавления к ней неубывающей ступенчатой функции. Следует 
также отметить и т о т факт, что если выполнено условие (13) или (15) с некоторой функци­
ей <р, то найдется такая неубывающая кусочно-постоянная функция прибавив которую к 
у>, получим новую пробную функцию, удовлетворяющую условию (8) . Таким образом, при 
попытке установить неразрешимость задачи (1) , (2) с помощью признаков, содержащихся в 
следствиях 1 и 2, подходящие пробные функции ср прежде всего следует искать среди абсо­
лютно непрерывных функций, имеющих ограниченную вариацию на дополнении к множеству 
Тр и удовлетворяющих при больших t £ Т<Да, + o o ) f | ^ неравенству (14). 

Легко проверить с помощью интегрального неравенства Гёльдера, что если выполнено 
достаточное условие (3) , то автоматически выполняется и необходимое условие (8) с произ­
вольной неубывающей пробной функцией <p(t). Однако ясно, что выполнение необходимого 
условия (8) или (11), вообще говоря, не гарантирует разрешимости задачи (1) , (2) . Вместе с 
тем для широкого класса функций p(t) выполнение условия (8) или (11) влечет за собой раз­
решимость рассматриваемой задачи и выполнение неравенства (3) . Э т о т важнейший с точки 
зрения приложений частный случай рассматривает 

Т е о р е м а 3. Если задача (1), (2) с функцией p(t), удовлетворяющей почти всюду нера­
венству 

p{t)in < cJ(a, t), О 0, t>tc> а, (16) 

разрешима, то выполняется условие (3) и для каждого из ее решений в некоторой окрест­
ности -f оо справедлива оценка 

«„_!(<) > yjVW-^t, + о о ) V/x G ( 0 , ( 1 7 ) 

Если наряду с (3) выполнено условие 

p(t)tn < cJ(t,+oo), t > а, (18) 

то имеет место точная двухсторонняя асимптотическая оценка 

0 < 7i < Ч * ) / / 1 / ( 1 - л ) ( * , + о о ) < 7 2 . (19) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что уравнение (1) с функцией р(£), удовлетворяю­
щей условиям (16) и / ( а , + о о ) = + ос, имеет правильное решение вида (2) . Тогда функция 
ip(t) = / ( a , t) монотонно неограниченно возрастает на полуоси t > а и удовлетворяет условию 
t<p(t)/<p(t) ~- p(t)tn/ J(a, I) < М при t > t M > а. В этой ситуации в силу теоремы 2 должно вы­
полняться равенство (11). Однако непосредственная проверка показывает, что из сделанного 
предположения о невыполнении условия (3) вытекает при р, < а равенство 

вит = a m ) J b g ^ l * ^ . ) 1 - ' * = r M J - g g ^ i * = ы>м, 
t t 

в силу которого G'^cr(</?)(£) —> + oo при t ~* + o o . Полученное противоречие доказывает необ­
ходимость выполнения условия (3) . 
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Чтобы получить оценку (17), воспользуемся теоремой 2 с пробной функцией tp(t) — J (a , t ) , 
удовлетворяющей в силу (16) ее условиям и по доказанному выше ограниченной. В этом случае 
из (12) на основании неравенства 

4-со 

G^a((p)(t) = / " ( М ) J p(x)xn^1Jfi-<T-1(a,x)dx > 7 J ( t , + o o ) 5 * > t 7 > a, 

вытекает требуемая оценка (17). 
Пусть теперь и — правильное решение вида (2) уравнения (1) с функцией р(£), удовле­

творяющей условиям (3) и (18). Ясно, что функция <p(t) = l/J(t, + о о ) монотонно неогра­
ниченно возрастает на полуоси t > а и в силу (18) удовлетворяет неравенству tip(t)/(p(t) = 
— p(t)tnI J(ti + o o ) < M < + o o , начиная с некоторого момента 1*М > а. Тогда в силу равенства 

= / - f f ( * , + о о ) / ( К » ) » " ~ 1 ) ^ ' ( » > + о о ) ( ^ ) ^ " о о

1

) ) 1 ^ Ж = 7 / " ( * , + о о ) , * > t 7 , 

с положительной константой 7, зависящей о т п, Л, //, и вытекающего в силу (3) из инте­
грального представления (7) неравенства vn_x(t) < const ux(t)J(t, + 0 0 ) из теоремы 2 следует 
неравенство, которое вместе с (4) и дает оценку (19). Теорема доказана. 

Задача о существовании и асимптотических свойствах решений вида (2) уравнения (1) с 
функцией р(г*), удовлетворяющей условию 

О < d < р(*)<п-Ч*(*)(1л* t)° < с 2 , / > е * - ь (20) 

где 1п0 £ = г\ е 0 — 1, ln j + i / = ln(lny t) , = П 1пг-i1, e J + 1 = exp е,, j G iV, частично может 
i=Q 

быть изучена с помощью достаточного условия (3) и оценок (5) , (6) и полностью решается с 
привлечением теоремы 3. Э т о т результат содержит 

С л е д с т в и е 3. Уравнение (1) с функцией р(£), удовлетворяющей условию (20), имеет 
правильные исчезающие в бесконечности решения (2) тогда и только тогда, когда число 
о положительно, и в этом случае каждое его решение такого типа допускает точную 
двухстороннюю асимптотическую оценку 7 l < u1~x(t)(lnk t)a < 72. 

Известно [4, 5], что уравнение (1) с функцией p(t), неограниченно возрастающей на мно­
жестве Т р ( а , + о о ) или его части и не удовлетворяющей условию (3) ни в какой окрестности 
+ о о , может иметь правильные решения вида (2) . В этом случае уже не действуют оценка (4) 
и теорема 3, но остаются эффективными теоремы 1 и 2. Их следствием является содержащая 
естественное обобщение интеграла (3) 

Т е о р е м а 4. Если уравнение (1) имеет правильные решения (2) и существует неубыва-
юи^ая функция f(t) > 0, при больших t удовлетворяющая условию 

t 

P(t)tn < c / ( t p , ( M ) , Jf(s,t) = j£&^dx, (21) 
s 

то должно выполняться неравенство 

J f ( a , + o o ) < + o c , (22) 

при всех ji G ( 0 , 1 / % ) имеют место равенство 

Л?оо - f C W * * + 0 0 ) = 0 ( 2 3 ) 

и асимптотическая оценка 
v1

n-A(t)>lf(t)J1/'\t,+™). (24) 
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Если вместо (23) выполнено условие 

p(t)tn <cf{t)Js(t,+oo), (25) 

то справедливы равенство 

и асимптотическая оценка 

vn_x{t) > 7 ( / ( 0 Ш + ° о ) ) 1 / ( 1 - А ) . (27) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что уравнение (1) имеет правильные решения (2) и 
есть неубывающая функция / ( f ) , связанная с его коэффициентом p(t) неравенством (21). Тог­
да в силу теоремы 2 должно выполняться равенство (11) с удовлетворяющей ее условиям 
функцией ip(t) = Jj(ayt). Отсюда на основании оценки 

G^)(t) = Jj{a,t) j j^ifsJx > cJj(a,t)r(t) J 
t f v > / t f v 5 / 

следует, что в случае J/(a, + о о ) < +оо справедливы оценка Gfli(7((p)(t) > ^f^{i)J/(i\ + о о ) , 
равенство (23) и оценка (24), а случай J/(a, + о о ) = +оо невозможен, так как в противном 
случае при о > ц имело бы место неравенство G^)a{(p){t) > -yf^(t)Jf(a>t), вступающее в 
противоречие с требованием (11). 

Предположим теперь, что выполнены условия (22) и (25). Тогда неубывающая неограни­
ченная пробная функция (p(t) — 1/Jj(£, + оо) удовлетворяет условиям теоремы 2 и, следова­
тельно, с ее помощью для любого правильного решения задачи (1) , (2) может быть получено 
неравенство 

t J 

= т / 4 0 7 d x _ i m 7 - № > + < * > ) _ 

JJ(t,+oc) J f{x)j]-»-°(xb+oo) Jj(t,+oo) J j}->-°(x,+oo)^ ~ l [ m J f [ t ' + 0 ° n 

с универсальной постоянной 7, зависящей от п, Л7 /_/,. Отсюда непосредственно вытекают 
равенство (26) й опёнка (27), Теорема Доказана: 

Уместно сразу же рассмотреть случай, Когда наряду с (22) выполнено условие 

p(t)tn > cf(t)Jf(a,t)sgnp(i) \/t>tc> а, (28) 

С л е д с т в и е 4. Если задача (1), (2) разрешима и неубывающая функция f(t) связана с 
p(t) соотношениями (22) и (28), то при всех v £ [0,1) и /х £ ] ( ! - v)/n, (1 - и)/пг[: 1) схо-

+ оо (1-Х) + О С 

дится интеграл f p^ir)rn^~1dr и справедлива оценка г4_1 )fJl(t) > 7 / p / i ( r ) r n ^ ~ 1 d r , t > t7; 

+00 2) выполнено равенство ^lim f^(t)Jj v{t, +00) / ж 1 sgnp(x)dx ~ 0, имеет место оценка 

(1-Х) • 
(£) > 7 ' / ^ ( 0 ^ / " ( ^ + 0 0 ) / ж - 1 sgnp(z )cb , £ > -Ц., где 7 — положительная константа, 

t 
зависящая от п. Л, //. 

Доказательство этого утверждения заключается в применении теоремы 1 с ограниченной 
функцией {pit) — Jf(a,t) в первой его части и неограниченной функцией (pit) = 1/Jj(t^ +00) 
во второй, поскольку в обоих случаях при достаточно больших значениях аргумента будет 
выполнено неравенство <p(t)/(p(t) > с/£, влекущее за собой равенство (pc(t) = 1/г\ 

Отметим, что первое утверждение следствия 4 вытекает из второго при v = 0 и приведе­
но здесь еще и с целью обратить внимание на зависимость результата применения основных 

1647 



теорем 1 и 2 от свойств выбранной пробной функции <p(t) — в данном случае неограниченная 
оказалась предпочтительнее. Поэтому всякий раз, когда функция ip оказывается ограничен­
ной, полезно в качестве пробной рассмотреть и неограниченную функцию 1/\ш{<р(х) : х £ 
£ Т р ( * , + о о ) } . 

Следует заметить, что в случае одновременного выполнения неравенств (21) и (28) функция 
pit) удовлетворяет неравенству 

c1f(t)Jf(a,t)sgnp(t) < p{t)tn < c2f(t)Jf(a9t) Vt > tc > a, (29) 

в силу которого интегралы / x"1sgnp(x)dx и J/(i\ + о с ) асимптотически эквивалентны и 
i 

имеет место 
С л е д с т в и е 5. Если задача (1), (2) разрешима и неубывающая функция f(t) связана 

с pit) неравенством (29), то при всех v £ [0,1) и \i £](1 — v)/n, (1 — р)/пх[ выполнено 
равенство lim ffJ,(t)j]~v(t, + о о ) = 0 и имеет место оценка v^Zi(t) > 7/(<0*/f1~~"^/i(i\ + о о ) , 
t > tj, где j — положительная константа, зависящая от тг, А, //. 

Теперь становится ясно, что совершенно реальной является ситуация, когда выполнено 
неравенство (28) в совокупности с условием 

Jf (а,+оо) = + о о . (30) 

Этот случай рассматривает 
С л е д с т в и е 6. Если уравнение (1) имеет правильное решение (2) и его коэффициент pit) 

удовлетворяет условию (28) с неубывающей функцией fit) > 0, то при всех /г £ ( 0 , 1 / % ) вы­

полнено равенство Yim f^(t)Jf(a^t) J х 1sgnp(x)dx — 0 и в некоторой окрестности + о с 

/+оо 
имеет место оценка v^Zi(t) > 7f(t)Jf(a>t){ J х"1 sgap(x)dx) , где 7 — положительная 

константа, зависящая от п, Л, fi. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть задача (1) , (2) разрешима и есть удовлетворяющая условию 

(28) неубывающая функция f(t) > 0. Зададим функцию (p(t) равенством (p(t) = Jf(a,t). 
Она обладает свойством <p(t)/<p(t) = p ( f ) / n _ 1 / ( / ( O j r / ( a - 0 ) > С Л П Р И * > *с- На основании 
получаемой при и — сг оценки 

+00 -f-00 

> JJ(a,t) J t^p^ldT > ПЩ(а,Г) J x-l

Sgnp(x)dx 

из теоремы 1 вытекает доказываемое утверждение. 
Теоремой 4 и следствиями 4 — 6 можно воспользоваться и в том случае, когда лежащие в 

их основе условия (21), (25) и (28) выполняются не на всем множестве Тр. а лишь на его части 
7+ Для этого нужно лишь положить ф(1:) — 0 во всех точках плотности множества Тр \ 7\ , 
но это может привести к значительному сужению промежутка интегрирования и огрублению 
получаемых оценок и условий. Поэтому в самом общем случае полезно ввести в рассмотрение 
функции pf*(t) = m'm{p(t), f(t)trn} > 0, p)(t) = p(t) - pf*(t) > 0 и интегралы 
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Основные свойства этих объектов описывает следующая 
Т е о р е м а 5. Пусть задача (1), (2) разрешима. Тогда для любой неубывающей функции 

f(t) > 0 при всех /а Е ( 0 , 1 / % ) выполнены соотношения 

Jf,(a, + о о ) < + о о , /* (0«М<> + о о ) = 0 (31) 

и справедлива асимптотическая оценка 

^ ( * ) > 7 / ( 0 Л 1 . / " ( < . + ~ ) - ( 3 2 ) 

Если дополнительно выполнено условие (30), то имеют место равенства 

Ш^рЩГ-11 f(t) = + о о , / ; ( а , + о о ) = + о о , (33) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что задача (1) , (2) разрешима и функция f(t) > О 
не убывает. Так как по построению функция (p(t) = J/*(a,£) удовлетворяет неравенству 
<p(t)/<p(t) — Pf+tyt""1 j(f(t)Jj*(a,t)) < c/t при t > tc > а, то в силу оценки 

из теоремы 1 следует, что должен сходиться интеграл J/*(a, + о о ) и, следовательно, в силу 
этой же оценки имеют место равенство (31) и оценка (32). 

На основании неравенства (31) из предположения (30) вытекают равенства (33). Теорема 
5 доказана. 

Т е о р е м а 6. Пусть задача (1), (2) разрешима. Тогда для любой удовлетворяющей усло­
вию . 

Pf*{fyn/f(t) < cJf*(t> +<*>), * > (34) 

неубывающей функции f(t) > 0 при всех ji Е]0, 1/%[ выполнено равенство 

Hm f(t)Jf*(t, + о о ) = 0 (35) 

гг в с е решения рассматриваемой задачи допускают оценку 

> ff(t)Jf*(t, + о о ) , t > V (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предположения (34) функция (p(t) — l / J )*( t f ,+oo) монотонна, 
не ограничена и удовлетворяет условию <p(t)/(p(t) < c/t при больших t. Поэтому если задача 
(1) , (2) разрешима, то на основании оценок 

+ ° ° / ч , • ч , 1 

о^Ш)-JfAt,+ос) j 1 ^ — ) ^ 7 ^ ^ + о о ] > 

~f" ОО +• QO 

* j p ^ ) / 7 ^ ; ^ , + о с ) " х = 7 й ^ 1 / T f ^ W =
 ^ W ' + 0 ° » ' 

из теоремы 2 вытекают равенство (35) и оценка (36). Теорема доказана. 
Т е о р е м а 7. Если задача (1), (2) разрешима и неубывающая функция fit) > 0 связана с 

функцией p{t) неравенством 

М ' ) * 7 / ( * ) > с*1!^, + » ) , * > *о (37) 
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то при всех v 6 [0,1), /л £](1 - ^)/n> (1 - и)/пг[ выполнено равенство 

lim / " ( * У / Л * > + ° ° ) = 0 (38) 
I- —* + СЮ J 

w справедлива асимптотическая оценка 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим теперь, что наряду с доказанным выше неравенством 
(31) выполнено дополнительное условие (37). Тогда функция (pit) = l / J / * ( i , + о о ) монотонно 
неограниченно возрастает и удовлетворяет условию t<p(t)/(p(t) > с в некоторой окрестности 
+ о о . Из оценки 

W V ) w = ^ - л ^ о о ) / ^ ( ^ ( / ( ^ ; ж ? + 0 0 ) ) ( - ) * > 

-j?M,+oo)J f(x)rf;°(x,+oo)dx-jj^t, + 0 0 ) / j ; r ( * , + o o ) 7 / w ' * C ' j 

в силу теоремы 1 вытекают равенство (38) и оценка (39). Теорема 7 доказана. 
Таким образом, при одновременном выполнении неравенств (34) и (37) доминирующую 

роль играет второе из них, а вместе с ним равенство (38) и оценка (39). 
Если уравнение (1) с удовлетворяющей условию (30) функцией p(t) имеет решения (2), то в 

силу теоремы 5 на всем множестве Тр* или на значительной его части выполнено неравенство 

p}(t)tn > cf(t)J](a,t)SgJiP}(t). (40) 

Т е о р е м а 8. Пусть задача (1), (2) разрешима и при больших t выполнено условие (40) с 
неубывающей функцией f(t) > 0. Тогда при всех \i g]0, l/fti[ выполнено равенство 

+-оо 

< l im o ( / (<) / ; (a , t ) ) ' i J х"1 $gnp*f(x)dx = 0 (41) 
t 

и справедлива асимптотическая оценка 

^ I i ( ' ) > 7 / ( 0 ^ / К * ) ( / a ^ s g n p J O O d z ) , £ > *у (42) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть задача (1), (2) разрешима. Предположим, что выполнено 
условие (37) на всем множестве Тру Тогда функция (p(t) = Jjf(a,tf) монотонна и удовлетворяет 
условию ^>(t)/(p(t) > c/t на этом множестве. В силу теоремы 1 и справедливой при \х > и 
оценки 

^ . . . . ( v O W - ВДМ)) / ( / ; ( a , z ) ) . l 7 ( , ) j ; ( a , , ) j U J dX~ 
-f oo -f oo 

> (JKa,*))" J x-1r(x)(J}{a,x)Y'4x > 7 ( / ( t ) j ; ( a , t ) ) " / x" 1 sgnp;(a:)da; 

из сделанных предположений вытекают равенство (41) и оценка (42). Теорема 7 доказана. 
При практическом применении теоремы 1 как с целью установления неразрешимости зада­

чи (1), (2), так и с целью получения асимптотических оценок ее решений при подборе пробных 
функций {р следует иметь в виду, что , согласно теореме 5, функция p(t) и множество Тр 

могут быть устроены достаточно сложно. Так, неограниченное и, вообще говоря, несвязное 
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множество Т р ( а , + о о ) и неограниченно возрастающая функция cp(t) > О могут оказаться та­
кими, что полная вариация этой функции по указанному множеству ограничена, в то время 
как для экспоненты рассматриваемой функции этот факт не имеет места. Например, если 

+ 00 +00 
Тр = \J[kk,(k + 1)*], то v a r { h i 3 * : t € Т р ( е 3 , + 0 0 ) } £ l / ( /c ln 2 fc) < + 0 0 , в то время как 

fcrrl ко 
var{rn 2£ : t G Т р ( е 2 , + о о ) } ~ + о о . Таким образом, можно строить бесконечные в обе сто­
роны шкалы пробных функций var 1щ <£>(£),..., var </?(£),..., var exp f c </?(£),..., & > 1, 

Tp(a,i) T p (a,t) T p (a , i ) 

где ln 0 = exp 0 ¥>(*) = e x P*+i = e x P ( e x P * ln*>+i ~ M l n f c ¥>(*))> надеясь, 
что при удачном выборе исходной функции (р один из элементов шкалы разделит ее на две 
части, одна из которых состоит из ограниченных функций, а другая — из неограниченных. 
Можно также воспользоваться и более простой шкалой . . . . In*. у>(<), . . . , - - . , ехр^ у > ( / ) , . . . , 
А; > 1, выбор исходной функции (p(t) для которой можно осуществить одним из рассматривав­
шихся выше или каким-то иным способом. На этом пути могут быть получены утверждения 
следующего типа. 

С л е д с т в и е 7. Если задача (1), (2) разрешима, то при всех а е [0,1) , Е]0, 1/пг[ 
+оо 

и к > 0 выполнено равенство ^lim (In*. t)u J (p(x)xn~ly(lnkt)~a(lk(x)y~1dx ~ 0 и имеет 
(1-Х) +°° 

место оценка vlj_1

 }^{t) > j(lnkty J (р(х)хп~1у(Ык t)~a (\k(x)y~1dx, t > 1%, где 7 —- поло-
t 

жительная константа, зависящая от тг, A, ji. 
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