
Т е о р е м а 2. Множество { S ( P , Q)} всюду плотно в Н+. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что из равенства ( 5 , £) + = О у Р, Q 

следует £ = 0 , где %QM. 
Используя симметричность оператора Л, по формуле Грина имеем ( 5 , £ ) + = (AS, | ) = 

= ( 5 , Л9 = 0 у Р , ( 3 . и 

В силу положительной определенности оператора л решение задачи (4), (о) единст­
венно, поэтому достаточно показать, что г) = А£ — 0. 

Интегрируя по частям, получим 

( 5 , т|) - (Q, т|Ь) + (Р, Rr\) = 0 у Л Q- (9) 

№ аР со дсо 
Здесь S = (l + P )P + fx — + v — , где а = ; — , ц = а — , v = 

v r / г дх ду D nco + co п дх 
дсо д (VTI) д (uri) 

дх 
Из (9) и теоремы Вейерштрасса о полноте множества многочленов в С (Q) следует, 

что г) = 0. Теорема 2 доказана. 
Автор благодарит А. В. Костерина за помощь и советы, оказанные при выполнении 

работы. 
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УДК 517.925 

П. Н. ЗЮК И Н 

К ТЕОРЕМЕ К У З Н Е Ц О В А — М А Л Ь Г Р А Н Ж А 

А. Н. Кузнецов [1] и Б. Мальгранж [2] доказали следующую фундаментальную 
теорему: 

Т е о р е м а . Если система обыкновенных дифференциальных уравнений xhy'-\~ 
+f(x> У) = ® с гладкой (бесконечно дифференцируемой) функцией f(x, у) имеет фор­
мальное решение, то в окрестности нуля существует гладкое решение, для которого 
коэффициенты ряда Тейлора совпадают с коэффициентами ряда формального ре­
шения. 

Доказательство теоремы опирается на исследование глубоких алгебраических 
свойств кольца дифференциальных полиномов. 

В настоящей заметке эта теорема для случая k=\ обобщается на дифференци­
альное уравнение в банаховом пространстве и доказывается без привлечения алге­
браических средств с использованием одного результата В. П. Глушко [3] . 

В банаховом пространстве Е рассматривается дифференциальное уравнение 

xy' + f(x, У) = 0 ( 0 < * < a ) f . (1) 

где f(x, у) — бесконечно дифференцируемая функция на [0, а] ХЕ со значениями в Е, 
а У(х) — искомая функция со значениями в Е. 

Т е о р е м а 1. Предположим, что существуют первые k(k^l) коэффициентов ря­
да формального решения уравнения (1): 

! ( А - 1 ) ! 

и что спектр оператора f' (0, у(0)) лежит в полуплоскости Re Я > — k. 
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Тогда на некотором отрезке [0, a j ]c : [0 , а] существует гладкое решение уравне­
ния (1) такое, что 

У W = 2л п x l + x k * (*)> (2> 

где z(x) — гладкая функция. 
Решение вида (2) с непрерывной на [0, а{\ функцией z(x) из некоторого шара 

пространства С([0 , а{\; Е) единственно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сделаем в уравнении (1) замену 

ъ y(i)(0) . 
y(*) = 2d / t * + Уг(*). (3> 

г = 0 
Тогда получим уравнение 

(2 ~^--г+' ('-2 -«^-+*)-* 
г = 0 * г = 0 

или короче 
xy[ + F(x, Л ) = 0. (4> 

Очевидно, что равенство (3) устанавливает взаимно-однозначное соответствие 
между гладкими решениями вида (2) уравнения (1) и гладкими решениями уравне­
ния (4), удовлетворяющими начальным условиям уг (0) = у\ ( 0 ) = . . =y\k~1J (0) = 0. 

Разлагая в уравнении (4) F(x, ух) по уг по формуле Тейлора: 

F (х, уг) = F (х, 0) + F'yx (х9 0) уг + j/х), 

делая замену yx(x)=xkz(x) и деля уравнение на xh, получаем 

xt+lF'9i(x,0) + k l ) z + - ^ ^ - + F{X'fZ) = 0. (S> 

Так как 

z = 0 ' i = 0 

то в силу условия теоремы эта функция имеет в точке x=Q нуль кратности k и, сле­

довательно, по лемме Адамара (см. [4]) функция ^ гладкая на [0, а]. 

Л е м м а 1. Если функция z (х) £ Сп ([0, а]; Е)9 то и функция Т (х, xhz (x))/xh+i£ 
£Сп([0, а]; Е)9 п = 0, 1, . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь интегральной формой остаточного члена в 

формуле Тейлора (см. [5]), получаем F (х, xkz) = j* (1 — t ) Fy^ (x9 txkz) (г, z) dt-x2k

9 

о 
откуда следует утверждение леммы. 

Из теоремы 2.6 в [3] вытекает следующий факт: пусть в линейном уравнении 
ty' + В (t) у + / ( / ) = 0 (0 < t < а) В (t) — гладко зависящий от t линейный ограничен­
ный оператор в Е9 а / ( / ) — гладкая функция со значениями в Е. Если спектр оператора 
В (0) лежит внутри полуплоскости Re Л > 0, то существует единственное гладкое реше­
ние этого уравнения и оно представимо в виде 

y(t)= | U(t9 s) ^ ds. 

где U(t, s) — разрешающий оператор соответствующего однородного уравнения. 
Из всего предыдущего следует, что гладкие решения уравнения (5) совпадают с 

гладкими решениями интегрального уравнения 

F(s, 0) F(s, skz(s)) 
0 * + 

z (x) = j U (x, s) ds = Bz (x)9 (6) 
x 

где U(x, s) — разрешающий оператор уравнения 

xv' + (Fy%(x, 0) + kI)v = 0 . (7) 
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При этом мы воспользовались тем, что ? ' (О, 0) = fy (0, у (0)) и, следовательноу 

спектр оператора F (0, 0)-\-kl лежит в полуплоскости R e X > 0 . 
Покажем, что существует такое число aiG(0, а ] , что оператор в правой части 

уравнения (6) является сжимающим оператором в шаре Т единичного радиуса в 
пространстве С([0, ai]\ Е) с центром в 

0 F (s, 0) 
<р(х) = j U(x, s) dseC([0, fllJ; £ ) . 

X 

Заметим, что в силу сформулированной теоремы ср (х) £ С°° ([0, аг]\ Е). Имеем 

l\F (х, y)-F (*, = IF (х, y)-F {x, z) - Fyi (x, z) (y-z) + Fy± (x, z) (y-z)-

-Kx (*> 0) (y - z)\\ < ||y - z\\ sup \\Fy (x, z + q (y - z))- Fy (x, z)\\ + 

+ Wy - 4 lF'yi (* .*) - Кг (*> ° M < НУ ~ ^ 0 ^ P ! (x,z + q(y- *M+ 

+ \\У - 4 П Q sup ^ \\F"ytyi (x, qz)\\. ( 8 > 

Пусть \\Fytyi (0, 0)|| = M, тогда найдутся такие числа а1£(01 а] и a > 0, что при Х£ 

£ [0, аг] и \\у\\ < а выполняется неравенство \\Fyiyi (х, у)\\ < 2М. 
Отсюда и из (8) вытекает, что 

\\Р (х, y)-F (X, z)|| < 2М (\\у - 2|р + Щ.Цу - 2||) (9> 

при х£ [0, flj, \\y\l И < а . 
Напомним (см. [3] ) , что для разрешающего оператора уравнения (7) справедлива 

оценка \\U (х, s)\\ < N , 0 < s < х < а, W, v > 0. Тогда при Z£ Т 

С sv [|F (s, shz(s))\\ 
цег (х) - ф (х)|| < j iv — ; f e + 1 л . 

о 
Если а\ ( max ||ф(*)|1 + 1 ) < о , то | | s f e z ( s ) | | < a при s g [ 0 , a ^ . Тогда в силу (9) при 

[0, аг) 
г s v 2Af Ife (s)II2 

| | в г ( д с ) - Ф ( х ) | | < J J V — ' J ^ < 2 Ш Ц г - 1 ( | | ф | к ( [ 0 , А 1 ] ; £ ) + 1 ) 2 -
о 

выбирая а\ так, чтобы правая часть последнего неравенства была меньше единицы,, 
мы получим, что оператор в переводит шар Т в себя. 

Далее, при Z\, z2£T 

ре г 1 (*) - вг2 Ш = ||| и <*,,) s * M s ) ) *|| < 
д: 

< f 2MN— S k ( l h ( S ) ~~* 2 ( S ) f + "*2 ( 5 ) | И 1 г 1 ( S ) ~ ~ 2 2 ( 5 ) | ! ) ds< 
^ J xv s ^ 

0 

< 2 A f M z * v - i ( max [fo(s)|| + 3) max ||гх (s) — z 2 (s)|[. 

Если аг настолько мало, что кроме [предыдущих условий выполнено еще неравенства 
2 Л Ш а ^ - 1 ( max №(s)|| + 3) < 1, то оператор в будет сжимающим на Т и, следова­

в ш а я ! 
тельно, в Т существует единственное решение z (х) интегрального уравнения (6). 

Покажем теперь, что функция z (х) гладкая на [0, аг]. Для этого достаточно дока­
зать следующую лемму: 

о 
Л е м м а 2. Если г|? (х) £ Сп ([0, ах]\ £), то функция у(х)=^ U (х, s) if (s) ds при-

X 

надлежит пространству Сп+1 ([0, аг]; £), п = 0, 1 , 2 , . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Известно (см. [6]), что оператор U (х, s) является раз-
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решающим для уравнения xv' + (Fyi (х, 0) + (k + 1) /) v = 0, если U (х, s) - разрешаю-
щий оператор уравнения (7). Отсюда и из теоремы 2.6 в [3] следует, что функция 

1 ° 0 

— f U(x, s) tp(s) ds=\ — U(x, s) -£(£L ds 
X J < X s 

x X 

является решением уравнения 

xv' + (Fyi (x, 0) + (k + 1) / ) v + ф (x) = 0, 

принадлежащим С" ([0, аг[\ Е). При х е ( 0 , а х ] 

1 ? 

0 
1 , 

U (х, s) г|) (s) ds —if (я). Л; J 

Из предыдущего следует, что правая часть этого уравнения принадлежит 
С п ( [ 0 , а\}; Е). Отсюда легко следует, что функция у(х) имеет в нуле производную, 
.равную значению правой части в нуле. 

Таким образом, у'(х)£Сп ([0, аг[; Е) и, следовательно, y(x)£Cn+l ([0, аг]; Е). 
Лемма доказана. 

Из уравнения (6) и лемм 1 и 2 вытекает, что функция z(x) является гладкой на 
[0, а{\. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . Если существует формальный ряд, удовлетворяющий уравнению 
(/), то условие на спектр оператора f (0, у(0)) автоматически выполняется при не­

котором k и поэтому для уравнения (1) справедлива теорема Кузнецова—Маль-
гранжа. 

З а м е ч а н и е . Если исходное уравнение (1) было линейным: f(x, у) = В(х)у+ 
+с(х), то F(x, #i) = 0 и уравнение (6) переходит в представление 

z(x)= J U(x, s) —jZT-ds 
X 

и в силу теоремы 2.6 в [3] функция z(x)^C°°([0, а]; Е) и является единственным глад­
ким на [0, а] решением уравнения (5). 

Поэтому функция (2), построенная по этой функции z(x), будет единственным 
гладким решением уравнения (1), для которого первые k коэффициентов ряда фор­
мального решения совпадают с • 

,т УФ) y<h-v (0) 
*(0)' I T * ••••T=W 

Автор благодарит своего руководителя С. Г. Крейна за ценные указания и по­
мощь в работе. 
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