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В последнее время появилось значительное количество работ, свя­
занных с исследованием структуры важных типов бикомпактификаций 
пространств, возникающих в связи с некоторыми задачами анализа. 
В настоящей статье мы доказываем совершенность в смысле Е. Г. Скля-
ренко так называемых расширений Винера гармонических пространств, 
а также показываем, что некоторые известные свойства этих расширений, 
доказанные раньше с применением аналитического аппарата, являются 
следствиями совершенности. Попутно получается и уточнение соответст­
вующих равенств. Заметим, что для гиперболических римановых поверх­
ностей доказательство совершенности расширений Винера предложено в 
диссертации немецкого математика Е. Лангхаммера (частное сообщение) 
три года назад, однако доступных публикаций на эту тему не появилось. 

Систематическое изложение вопросов, связанных с бикомпактифи-
кациями Винера гиперболических римановых поверхностей, помещено в 
известной книге К. Константинеску и А. Корнеа ( 1 ) . В то же время 
Г. Бауэром ( 2 ) предложена весьма удачная аксиоматика пространств, 
имеющих достаточно много функций со свойствами, аналогичными свой­
ствам гармонических функций,— аксиоматика гармонических пространств 
(см. § 3, где приводятся основные определения). Синтез этих двух тео­
рий произведен в книге К. Мегеа ( 3 ) , где расширение Винера гармони­
ческого пространства определяется как минимальное бикомпактное рас­
ширение, на которое продолжаются все винеровские функции. 

В нашем доказательстве совершенности расширений Винера важную 
роль играет некоторый простой критерий того, что данная функция яв­
ляется винеровской, а также новый критерий совершенности расшире­
ния. Этот критерий совершенности является соединением полученного 
в § 2 условия монотонности отображения бикомпактов, сформулирован­
ного в терминах алгебраических свойств непрерывных функций на них, 
и характеризации совершенных расширений как бикомпактных расши­
рений, каноническое отображение чеховского расширения на которые 
монотонно (см. ( 4 ) ) . 

Результаты § 2, где дается алгебраическая характеристика нульмер^-
ных и монотонных отображений бикомпактов, а также разбивающих 
отображений вполне регулярных пространств, восходят к работам М. Ка­
тетова ( 5 , е ) и имеют самостоятельный интерес. Усовершенствования, ко­
торые мы вносим в методы М. Катетова, вызваны необходимостью четко 
разграничить алгебраическую и топологическую часть свойств, характери­
зующих, например, нульмерные отображения бикомпактов, и в то же 
5* 



1284 А. В. Зарелуа 

время желанием следовать общепринятой терминологии коммутативной 
алгебры. В частности, выделим не отмеченное до сих пор обстоятельство, 
справедливость которого следует из эквивалентности пунктов (а) и (е) 
теоремы 2.11: для того чтобы отображение f: бикомпакта X в би­
компакт Y было нульмерным, необходимо и достаточно, чтобы целое за­
мыкание алгебры /*Ск {Y) в алгебре Ск {X) было всюду плотным в 
алгебре Сц(Х), K = R , С. 

В § 1 приводится систематическое изложение метода построения 
бикомпактных расширений непрерывных образов вполне регулярных 
пространств с помощью так называемых диагональных отображений ( 7 ) . 
Этот метод, обычно используемый для описания чеховского расширения, 
в общем случае использовался до сих пор только эпизодически (см., на­
пример, ( 2 9 ) , § 7 статьи ( 1 0 ) ) . Мы приводим только основные теоремы 
о конструкции расширений методом диагональных отображений, неко­
торые приложения которого можно найти, кроме указанных работ, в на­
шей статье ( п ) . Заметим также, что в книге (*) с точностью до эквива­
лентных определений метод диагональных отображений является основ­
ным в построении конкретных типов бикомпактификаций пространства. 
Доказательства в § 1, как правило, просты и потому только намечены. 
Техника, развитая в § 1 и представляющая некоторый самостоятельный 
интерес, дважды существенно применяется в § 2, где, в частности, при­
водятся необходимые и достаточные условия того, чтобы диагональное 
отображение было нульмерным (монотонным). 

§ 1. Метод диагональных отображений 
в теории бикомпактных расширений 

Напомним, что если Ф = { Д } где Д : Х - > У*. — отображения, то 
под диагональным отображением Дф : X—>-JJ Y) понимается отображение, 

/ Я € Е Ф 

сопоставляющее каждому x g X точку Д Ф ( # ) = { Д ( # ) } прямого произве­
дения Ц J V Замыкание Д Ф ( Х ) образа Д Ф ( Х ) в прямом произве-

/ Х € Е Ф 

дении будем обозначать 6 Ф ( Х ) и называть расширением, связан­
ным с семейством Ф, или расширением, построенным по семейству Ф ; 
по определению б Ф ( Х ) есть расширение непрерывного образа Д Ф ( Х ) 
пространства X. 

Первый вопрос, который здесь возникает, это — когда пространство 
6 Ф ( Х ) есть расширение самого X или — когда отображение Д Ф есть го-
меоморфное вложение? Чтобы сформулировать ответ на последний воп­
рос, дадим следующее 

О п р е д е л е н и е 1.1. Семейство Ф отображений f%:X-^Yk прост­
ранства X в пространства Y% называется регулярным, если для каждой 
точки х е ! и любого замкнутого в X множества F такого, что x<£F, най­
дется отображение Д 0 & Ф , для которого Д 0 (х) ф Д,0 (F). Иначе говоря, 
семейство Ф регулярно, если прообразы открытых множеств при отобра­
жениях До^Ф образуют базу пространства X. Если такие прообразы об­
разуют псевдобазу, то семейство отображений Ф будем называть псевдо­
регулярным. 

Т е о р е м а 1.2. Для того чтобы отображение Д Ф было гомеоморфиз­
мом 1'^-пространства X на пространство Д ф ( Х ) с : JJ У Л , необходимо и 

достаточно, чтобы семейство Ф было псевдорегулярным. 



Алгебраическая характеристика классов отображений 1285 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для проекции % : П У^->Уя, имеем Я л ° А Ф = ' Д , 

поэтому Лф1 ( я ^ С / ) ) = Д71 (U) для каждого С/ ̂  Y%. Отсюда и из опреде­
ления топологии в произведении сразу следует необходимость. Если усло­
вие теоремы выполнено, то отображение Д Ф взаимно-однозначно. В этом 
случае вышеприведенное равенство можно записать в виде я^~1 (U) П 
П А ф ( Х ) = Д Ф ( Х ) (fc\U)). Отсюда и из условия теоремы следует откры­
тость отображения А Ф . Теорема доказана. 

Легко привести также достаточное условие того, чтобы расширение 
6 Ф ( Х ) было бикомпактным. 

Т е о р е м а 1.3. Если замыкания Д (Х) в Y% всех образов Д (Х) би-
ком^пактны, то о Ф (X) есть бикомпактное расширение непрерывного обра­
за Д Ф ( Х ) пространства X. В частности, если семейство Ф псевдорегу-
лярно (например, регулярно), то в тех же предположениях 6 Ф ( Х ) есть 
бикомпактное расширение пространства X с вложением Д Ф : Х - ^ 8 Ф ( Х ) . 

Эти соображения применимы, в частности, к семействам Ф с ^ С к ( Х ) , 
где С к ( Х ) —алгебра всех непрерывных К-значных ограниченных функ­
ций на X с sup-нормой, a K = R , С. Теорема 1.3 показывает в этом слу­
чае, что б Ф ( Х ) есть бикомпактное расширение непрерывного образа 
А Ф ( Х ) пространства X, а если семейство Ф Ск (X) регулярно, то б Ф ( Х ) 
есть бикомпактное расширение пространства X. Этот метод диагональных 
отображений представляется естественным для многих задач теории 
бикомпактификаций пространств. Например, классификация бикомпакт­
ных расширений вполне регулярного пространства X через замкнутые 
подалгебры алгебры С(Х), принадлежащая Г. Е. Шилову, получается 
на этом пути следующим образом. Начнем с полезного вспомогательного 
утверждения. 

Л е м м а 1.4. Включению Ф^Ч* каноническим образом сопоставля­
ется отображение n(^¥, Ф) : б ^ ( Х ) - > - б Ф ( Х ) тате, что я(Ч/, Ф ) ° А ^ = А Ф . 
Если Ф ^ Ч ^ ^ З , то я ( 4 я , Ф)°я(Й, ¥ ) = я ( £ 2 , Ф) , и, таким образом, 
пространство бф(Х) можно рассматривать как контравариантный функ­
тор на частично упорядоченной (по включению) категории семейств отоб­
ражений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Автоматически проводится, если для Ф ^ W 
положить я ( Y , Ф) : J T У a,-*- U У я, проекцией на прямой сомножитель 

П YK произведения Ц У г 

Используя отображение Д Ф : Х - > - 8 Ф ( Х ) , алгебру ( С к ( б ф (X)) можно 
рассматривать как замкнутую подалгебру алгебры СКХ). При этом из 
я я ° Д ф = Д следует, что Ф = ДфСк (бф (X)). Напомним, что подмножест­
во М^С(Х) называется симметрическим, если вместе с каждой функци­
ей / е ¥ множество М содержит комплексно сопряженную ей функцию / . 
В случае K = R каждое подмножество М cz C R (X) является по опреде­
лению симметрическим. Так как проекции я*, разделяют точки бикомпак­
та бф ( X ) , то из теоремы Стоуна — Вейерштрасса для симметрического 
семейства Ф ^ С к ( ^ ) вытекает, что ДфСк(бф(X)) = К[Ф] —минималь­
ная замкнутая подалгебра алгебры Сщ(Х), содержащая семейство Ф. 
Это замечание, полезное само по себе, показывает, что для симметриче­
ского семейства Ф с С к ( 1 ) и ¥ = ДфС к (бф (X)) отображение я ( 4 я , Ф) 
леммы 1.4 индуцирует изоморфизм алгебр функций и потому является 
гомеоморфизмом. С другой стороны, сопоставляя бикомпактному расши­
рению аХ пространства X алгебру С к ( а Х ) , рассмотренную как замкну-
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тая подалгебра алгебры Съ(Х) (это вложение задается сопоставлением 
функции / е С к (осХ) ее ограничения f\X на X ) , мы получим, что для 
ф == С к (аХ) cz С к (X) диагональное отображение Аф продолжается 
(поскольку продолжается каждая функция семейства Ф) до диагональ­
ного отображения Д Ф : а Х - > - б ф ( Х ) , которое в силу предшествующего 
замечания индуцирует изоморфизм алгебр функций и потому является 
гомеоморфизмом. Вместе с теоремой 1.3 это показывает, что функторы 
F (аХ) = Ск ( « X ) с : Ск (X) и G(A)=$A(X) для расширений аХ прост­
ранства X и замкнутой симметрической подалгебры А алгебры С к (X) 
задают эквивалентность частично упорядоченных категорий бикомпакт­
ных расширений пространства X и замкнутых регулярных симметриче­
ских подалгебр алгебры Ск(Х). Это утверждение является уточнен­
ной формой классификационной теоремы Г. Е. Шилова (формулируемой, 
впрочем, обычно только для К = С ) . 

Выше мы встретились с задачей описания алгебры С к ( б ф ( Х ) ) . Об­
щий ответ дается следующей теоремой. 

Т е о р е м а 1.5. Гомоморфизм Аф есть изометрический изоморфизм 
алгебры С к ( б ф ( Х ) ) н а алгебру А ф С к ( б ф ( Х ) ) , , которая есть минималь­
ная замкнутая симметрическая подалгебра алгебры С к (X) , порожден­
ная множеством U fiCK(Y}). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . То что гомоморфизм А Ф есть изометрический 
изоморфизм, следует из того, что отображение Д Ф : Х - > - 8 ф ( Х ) есть отоб­
ражение на всюду плотное подмножество А Ф ( Х ) пространства 6 Ф ( Х ) . Из 
равенств Я я ° А Ф = Д следует, что М = [} f}CK (Yx) cz Д Ф С К (бф (X)) . Каж¬ 
дое множество %Ск (¥ъ) симметрическое, поэтому симметрическим бу­
дет и множество М' — U nKCK(Y^). Из теоремы Стоуна — Вейерштрассз 

к 

вытекает тогда, что С к ( б ф ( Х ) ) = K I M ' ] , так как, очевидно, множество 
МГ разделяет точки бикомпакта б Ф ( Х ) . Поэтому Д ф С к (бф(Х) ) = К [ Д ф М ' ] ^ 
= К [М] , что и доказывает теорему. 

Нижеследующее утверждение можно вывести из теоремы 1.5 и клас­
сической теоремы Вейерштрасса для отрезка или доказать непосредст­
венно, следуя доказательству теоремы 1.5, как это уже фактически бы­
ло проделано выше при рассмотрении нашего варианта классификацион­
ной теоремы Г. Е. Шилова. 

С л е д с т в и е 1.6. Алгебра СК(8Ф(Х)) изометрически изоморфна 
алгебре А ф С к ( б ф ( Х ) ) для любого семейства Ф ^ С к ( ^ ) - Для симмет­
рического Ф замкнутая подалгебра Дф^к(бф(X) ) алгебры Сц(Х) есть 
К[Ф]—минимальная замкнутая подалгебра, содержащая семейство Ф, 
т. е. замыкание алгебры К [ Ф ] многочленов от элементов семейства Ф. 

В формулировке классификационной теоремы Г. Е. Шилова неявным 
образом участвует понятие порядка среди множества бикомпактифика­
ций фиксированного вполне регулярного пространства X. Напомним, что 
расширение аХ считается следующим за расширением ЬХ, аХ^ЬХ, если 
существует непрерывное отображение ср:аХ~>ЬХ, тождественное на X. 
С точки зрения алгебр функций это определение выглядит так. 

Л е м м а 1.7. Для того чтобы бикомпактное расширение аХ прост­
ранства X следовало за бикомпактным расширением ЬХ, необходимо и 
достаточно, чтобы для алгебр функций Сщ(аХ) и Ск(ЬХ), , рассмотрен­
ных как подалгебры алгебры Ск (X), имело место включение С к (ЬХ) £ 
S.CK(aX). 
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Это соображение позволяет легко строить бикомпактные расшире­
ния с нужными свойствами, которые следуют за данным расширением. 
Так, например, имеет место 

Л е м м а 1.8. Пусть аХ—бикомпактное расширение пространства 
Xf Q — некоторое семейство функций Q Q C к ( а Х ) . Тогда среди биком­
пактных расширений пространства X, следующих за расширением аХ, 
и таких, что функции семейства Q продолжаются на эти расширения, 
существует минимальное относительно указанного порядка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим С к(йХ) как подмножество алгеб­
ры СК(Х) и положим М = Ск(аХ)[] Q\j {/}/eQ> сХ = §м{Х). Семейство 
М регулярно, так как содержит регулярное подсемейство Ск (аХ), по­
этому сХ — бикомпактное расширение пространства X с вложением 
Ам : Х->-сХ. Если отождествить X с Д М ( Х ) , как это принято в теории 
расширений, то следствие 1.6 приводит к включению С^ц{аХ) | J Q \j { / } / < E Q C : 

с : С к ( с Х ) . В частности, С к (аХ) cz Ск (сХ) и потому расширение сХ 
следует за расширением аХ. С другой стороны, если расширение ЬХ сле­
дует за расширением аХ и на него продолжаются все функции семейст­
ва Q. то замкнутая симметрическая подалгебра С-^(ЬХ) алгебры Сц(Х) 
содержит Ск \аХ) (J Q и потому содержит замыкание алгебры многочле­
нов К [ С к {в>Х) U Q U {/}/<EQ]- Но последнее замыкание совпадает с 
С к (сХ) cz Ск(Х) , как это следует из следствия 1.6, откуда Ск (сХ) cz 
С2СК(ЬХ), что означает ЬХ^сХ. Лемма доказана. 

Мы закончим параграф установлением оценки веса пространств ти­
па дф(Х). Пространства, как и раньше, будут предполагаться вполне 
регулярными и, кроме того, бесконечными, в частности, имеющими бес­
конечный вес. Начнем со следующего легко проверяемого утверждения. 

Л е м м а 1.9. Каждое регулярное семейство отображений простран­
ства X содержит регулярное подсемейство мощности, не превосходящей 
веса wX пространства X. Вес пространства X совпадает с минимальной 
мощностью регулярных семейств Ф Я^Сц(Х). 

Заметим в связи с этой леммой, что из теоремы 1.2 следует описа­
ние минимальной мощности wK(X) псевдорегулярных семейств 
cz СК(Х) как минимальной мощности т такой, что пространство X до­
пускает вложение в К \ 

Наконец, нижеследующая простая теорема вполне достаточна для 
оценки веса в большинстве встречающихся случаев. 

Т е о р е м а 1.10. Вес пространства 6 Ф ( Х ) не превосходит 
max {a, sup w F J , где а — мощность семейства индексов {X}. 

к 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема сразу следует из включения 6<j>(X)cz 

~ I I и определения топологии в произведении. 

§ 2. Алгебраическая характеристика разбивающих отображений 
вполне регулярных пространств и нульмерных 

и монотонных отображений бикомпактов 

Как уже говорилось во введении, методы этого параграфа восходят 
к работам М. Катетова ( 5 > 6 ) (см. также ( 1 2 ) , где дано улучшенное из­
ложение этих работ). Основные свойства целых замыканий, которыми мы 
пользуемся в этом параграфе, имеются в любом руководстве по комму­
тативной алгебре, например в ( 1 3 ) . Все пространства предполагаются 
вполне регулярными, а алгебры — алгебрами с единицей. 
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Приведем сначала несколько известных определений и фактов ком­
мутативной алгебры. 

О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть А — коммутативное кольцо и В — ком­
мутативная Л-алгебра. Элемент Ъ^В называется целым над А, если он 
удовлетворяет уравнению вида xn-{-an-\xn~l-\-. . .-\-а®=0 для некоторого 
п и некоторых ^ G 4 , 0 ^ i ^ п—1. 

О п р е д е л е н и е 2.2. Пусть А — коммутативное кольцо и В — ком­
мутативная 4-алгебра. Множество всех элементов из алгебры В, целых 
над А, обозначается Z[A, В] и называется целым замыканием кольца 
А в кольце В. Если Z[A, В]— А, то кольцо А называется целозамкну-
тым в В. 

Л е м м а 2.3. Целое замыкание Z[A, В] есть подалгебра А-алгебры 
В. А-алгебра Z[A, В] целозамкнута в В, т. е. Z[Z[A, В], B]=Z[A, В]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение леммы есть хорошо из­
вестный факт коммутативной алгебры. Что касается второго утвержде­
ния леммы, то кольцо Z[А, В], очевидно, цело над А, а кольцо 
Z[Z[A, В], В] цело над Z[A, В], откуда в силу транзитивности целого 
замыкания кольцо Z[Z[A, В], В цело над А и, следовательно, 
Z[Z[A, В], B]^Z[A, В], откуда Z[Z[A, В], B]=Z[A, В]. Лемма до­
казана. 

З а м е ч а н и е 2.4. Нас в особенности будет интересовать случай, 
когда А ж В есть К-алгебры, А^В. В этом случае, так как A^Z[A, В]г 

то целое замыкание Z[A, В] есть также К-алгебра. Этим замечанием мы 
неявно пользуемся при формулировке нижеследующего определения. 

О п р е д е л е н и е 2.5. Пусть В — нормированная К-алгебра и А — 
ее подалгебра. К-алгебру Z[A, В] —замыкание К-алгебры Z[A, В] в 
В — назовем непрерывным целым замыканием алгебры А в алгебре В. 

В работе ( 1 4 ) нами было дано следующее определение. 
О п р е д е л е н и е 2.6. Отображение § : Х - * - У пространства X в про­

странство Y называется разбивающим, если для любой точки х<=Х и 
каждой ее окрестности U существует окрестность V точки такая, 
что прообраз представим в виде %~1(V)= Уг{]У2, где множест­
ва V\ и V2 открыты и не пересекаются, a x^Vi^U. 

Легко доказывается 
Л е м м а 2.7. Если отображение | : Х - > - У замкнуто и для любой точ­

ки 7/<=У индуктивная размерность iad^~l(y) < 0 (т. е. отображение \ 
нульмерно в смысле ind), а пространство X нормально, то отображение 
| есть разбивающее отображение. В частности, нульмерное отображение 
бикомпакта в хаусдорфово пространство есть разбивающее отображение. 

Таким образом, класс разбивающих отображений оказывается до­
статочно широким, тем более, что имеет место следующая очевидная 

Л е м м а 2.8. Если \ : Х-*- У — разбивающее отображение, Х\ — под­
пространство пространства X, то ограничение g|Xi:X"i—>-У отображения 
% также есть разбивающее отображение пространства Х\ в простран­
ство У. 

Понятие разбивающего отображения оказалось полезным в некото­
рых вопросах общей топологии, особенно в теории размерности. Здесь 
нас это понятие интересует только как объект, которому можно дать 
достаточно простое алгебраическое описание на языке колец функций 
рассматриваемых пространств. В частности, мы получим алгебраическую 
характеризацию нульмерных отображений бикомпактов. 

Для формулировки основной теоремы параграфа нам понадобятся 
дополнительные свойства типа регулярности семейств функций, точный 
смысл которых дается определением 2.9. 
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О п р е д е л е н и е 2.9. Подмножество Мcz С к(X) называется сильно 
регулярным в точке а 0 е Х , если для каждого замкнутого множества F 
такого, что a$&F, найдется функция / G I такая, что f\F=0 и f(ao)¥zO. 
В случае K = R дополнительно требуется, чтобы / ( а о ) > 0 . Если подмно­
жество М cz Ск ( X ) сильно регулярно в каждой точке пространства X, 
то будем говорить, что семейство М сильно регулярно. 

Подмножество М cz C r ( X ) называется положительно регулярным в 
точке a 0 G l , если для каждого замкнутого множества F пространства X 
с ao^F найдется функция / е М такая, что / | F < 0 и / ( & о ) > 0 . Если се­
мейство М cz C r ( X ) положительно регулярно в каждой точке простран­
ства X, то будем говорить, что семейство М положительно регулярно. 

Отметим, что наше определение сильной регулярности для случая 
К = С в существенном эквивалентно определению 2 § 34 ( 1 5 ) , где соот­
ветствующее свойство названо регулярностью. 

Т е о р е м а 2.10. Следующие свойства отображения \\X-^Y вполне 
регулярного пространства X на вполне регулярное пространство Y экви­
валентны: 

(а) отображение £ — разбивающее; 
(б) для любой сильно регулярной системы функций М ^ С ( У ) мно¬ 

жество решений в С(X) уравнений %2=%h, где образует сильно 
регулярное семейство; 

(в) для любой положительно регулярной системы функций М cz 
c z C R ( y ) множество неотрицательных решений в C r ( X ) уравнений 
%2 = %fo, где й е | * М , образует сильно регулярное семейство функций; 

(г) для любой положительно регулярной системы функций М cz 
^ C r ( F ) множество решений в C r (X) уравнений %2 = h2, где h<=%*My 

образует положительно регулярное семейство; 
(д) для любой бикомпактификаций aY пространства Y целое за­

мыкание Z [ | * C ( a Y ) , С(Х)] образует регулярное семейство функций; 
(е) для любой бикомпактификаций aY пространства Y целое замы­

кание Z [ £ * C r (aY), C r (X)] образует регулярное семейство функций; 
(ж) для любого бикомпактного расширения aY пространства Y су­

ществует бикомпактное расширение аХ пространства X и нульмерное 
отображение \:aX-^aY такое, что | | Х = . | . 

При этом, чтобы отображение \ оказалось разбивающим, достаточно 
выполнения одного из условий (б) — (ж) с заменой в них слова «любой» 
па «хотя бы одной». 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
( а )=^ (б ) . Пусть отображение | : Х^ Y — разбивающее, F — замкну­

тое подмножество пространства X и х^Ф-F. Согласно определению разби­
вающего отображения для окрестности U = X\F точки х0 существует 
окрестность V точки уо=^{хо) такая, что £ - 1 У = Vx U У2,ще V\ и V% 
открыты и не пересекаются, а XQ^VI^U. В силу сильной регулярности 
семейства M^C(Y) найдется функция h^M, которая равна нулю на 
множестве У \ У и принимает значение Ь(уо)Ф\0. Если положить 

то легко проверить, что g — непрерывная функция на X, удовлетворяю­
щая уравнению g2—:g\*h=-g(h,Q\), и такая, что g(xo) —h(\(x$)) 
тогда как g(x)=0 для x&V\, в частности, g(x)=0 для x&U. Этим до­
казана справедливость свойства (б) в предположении свойства (а) и 
сильной регулярности семейства M^C(Y). 

если х е Ух, 
если х ф 
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(а )=^(в) . Доказательство проходит слово в слово, как доказательст­
во импликации (а )=^(б) , с тем изменением, что функцию g в этом слу­
чае надо определить как 

р (g (ж)), если x^V1nLh(l (х) ) > 0, 
g ^ ~ 1 0, если х ф Vx или h (g (ж)) < 0. 

Тогда функция g непрерывна, g(x)>0, g удовлетворяет уравнению g2 = 
— gl*h, g принимает значение g(xo) =h(k)(xo))>Q, тогда как g(x)=Q, 
если хФУ\, в частности, g(x)—0, если хФЛ, т. е. g(x)—0, если x^F. 
В силу произвольности замкнутого множества F и точки xo^F имплика­
ция (а) =>- (в) доказана. 

(а) =>• ( г ) . Доказательство проходит слово в слово, как доказательст­
во импликации (а )=^(б ) , с тем изменением, что функцию g в этом слу­
чае надо определить как 

h (g (х)), если ^ G F i и fe(g(#))^0. 
g(x) = I — h (l(x)), если tf^Fi и fe(g(^))>0; 

/&(£•(*)), если h(i(x))^0. 

Тогда функция g непрерывна, удовлетворяет уравнению g2= (\*h)2, g 
принимает значение g(x0) = f e ( g ( ^ o ) ) > 0 , тогда как g(x)^0 для всех 
x&V\, в частности, g ( # ) < 0 для всех x&U. В силу произвольности замк­
нутого множества F и точки xQ^F импликация (а) ^ (г) доказана. 

( б ) = ^ ( д ) . Возьмем в качестве М=С(aY). В силу (б) решения в 
С(Х) уравнений вида %2 = %g*u образуют регулярное (даже сильно регу­
лярное) семейство функций. Но решения уравнений указанного вида 
принадлежат целому замыканию Z [ g * C ( a F ) , С(Х)], откуда следует, что 
это целое замыкание регулярно. Импликация (б)=^(д) доказана. 

(в )=^(е ) . Возьмем М ^ С к ( а У ) . Повторение рассуждений доказа­
тельства предыдущей импликации приводит к заключению: целое замы­
кание Z [ | * C r (aY), C r (X)] образует регулярное (даже положительно 
регулярное) семейство. 

( г )=^(е ) . Возьмем M = C r ( o c Y ) . В силу (г) решения в C R ( X ) 
уравнений вида % 2 — ( g * u ) 2 образуют регулярное (даже положительно 
регулярное) семейство. Но решения уравнений указанного вида принад­
лежат целому замыканию Z[g*CR(<xY), C R ( X ) ] , откуда следует, что 
это целое замыкание регулярно. Импликация (г) =>- (е) доказана. 

( д ) = ^ ( ж ) . Положим Q)=Z[fc*C(aY), С(Х)] и а Х = = б Ф ( Х ) . В силу 
условия (д) и теоремы 1.3 пространство 8Ф(Х) есть бикомпактное рас­
ширение пространства X с вложением Д Ф : Х - ^ б Ф ( Х ) . Включение = 
= i g * C ( o s Y ) ^ 0 вместе с леммой 1.4 показывает, что определено отобра­
жение я (Ф, 4r):8o(X)-*dv(X). Имеем Ах?(х) = {f (Цх))}^, = Ay ° & 
где W—C(aY). Но отображение А^г, есть гомеоморфизм в силу теоремы 
1.3, поэтому при отождествлении у = А\?> (у) получаем равенство A ^ = g , 
что дает в силу леммы 1.4 равенство g = n ( 0 , ^ ) ° А Ф , и при обычном в 
теории бикомпактификаций отождествлении х=АФ(х) получаем, что 
отображение g=m(<D, W) при этих отождествлениях есть продолжение 
отображения g на расширение аХ. Осталось доказать, что отображение 
g нульмерно. Из Ф==Z[g*C ( aY) , С(Х)], очевидной симметричности се­
мейства Ф, леммы 2.3 и следствия 1.6 вытекает, что при рассмотрении 
С к ( б ф ( Х ) ) как подалгебры алгебры Сц(Х) (т. е. при отождествлении 
Ск_(6ф (%)) с Дф^к (бф (X))) будем иметь равенство Ск (бф (X)) = Ф = 
= Z [ g * C K ( a F ) , Ск(Х)]. Но равенство Ф - Z [g*C K (aY) , С К ( Х ) ] 
можно переписать в виде Ф = Z[^C^(aY), Ф] или в виде Ф = 
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= Z [|*Ск ( а У ) , Ф ] , откуда Ск (аХ) = Ф = Z [ | * С К ( а У ) , С к ( а Х ) ] . Итак, 
нам осталось доказать, что если | : X' ~> У — отображение^ бикомпактов 
такое, что Ск(Х') = Z [ | *Ск(У ' )» С к ( Х ' ) ] то отображение | * нульмерно. 
Достаточно доказать, в этом предположении, что прообраз %~1(у) каждой 
точки t / e Y ' вполне несвязен, т. е. не содержит нетривиальных связных 
подмножеств. Пусть S — связное подмножество прообраза %~1(Уо). Если 
< p e Z [ T C K ( n . СК(Х')]ъ ф « + Л п . 1 < р » - 1 + . . .+Ло=0,Л |=Т*1еГСк ( У ' > -
уравнение целой зависимости, то для каждой точки x&S имеем 
<рп(х) Н-еп-^ф"""1 (ж) + . . J + c o = 0 , где константы с ~ (я) = (#) = 
=fei (Цх)) = fei(y0) не зависят от выбора точки £ < = i f e g - 1 (г/ 0 ) . Так как 
Ц)(х) для есть решение алгебраического уравнения с постоянными 
коэффициентами, то <р(х) может принимать самое большее п различных 
значений, и потому функция ф постоянна на связном множестве 5. Таким 
образом, каждая функция 9 G Z [ \ * С К ( У ) » Ск (X ' ) ] постоянна на множест-
тве S, а так как по нашему предположению К-алгебра Z [ %*CK(Y'),CK(X')} 
всюду плотна в алгебре CK(X')I ТО множество S необходимо состоит из 
одной точки. Это показывает, что каждый непустой прообраз g"*1 (уо) 
вполне несвязен и, следовательно, dim | - 1 (у) < 0 для любой точки у е У . 
Доказательство импликации (д) => (ж) закончено. 

(е) =>• (ж) . Доказательство дословно такое же, как доказательство 
импликации (д )=^(ж) , с учетом того, что последняя часть этого доказа­
тельства справедлива как для K = R , так и для К = С . 

(ж)=^(а ) . Непосредственно следует из лемм 2.7 и 2.8. 
Доказанные нами импликации (а) =>• (б) =>- (д) => (ж) =>- (а ) , (а) => (в) 

=^ (е) (ж) =>- (а) , (а) =^ (г) (е) =^ (ж) (а) означают справедливость тео­
ремы 2.10. Теорема 2.10 доказана. 

Так как понятие разбивающего отображения бикомпакта в биком­
пакт совпадает в силу леммы 2.7 с понятием нульмерного отображения 
бикомпакта в бикомпакт, то в качестве следствия теоремы 2.10 можно 
получить алгебраическую характеризацию нульмерного отображения 
бикомпактов, которую мы ввиду важности этого класса отображений вы­
делим в форме отдельного утверждения. 

Т е о р а м а 2.11. Следующие свойства отображения £ : Х - » - Y биком­
пакта X на бикомпакт Y эквивалентны: 

(а) отображение % нульмерно; 
(б) —(г) выполнено одно из условий (б) —(г) теоремы 2.10; 
(д) целое замыкание Z [%*CK(Y), С К ( Х ) ] алгебры £*Ск (У) в ал­

гебре Ск (X) разделяет точки бикомпакта X ; 
(е) целое замыкание Z [£*Ск(У)> Ск (X)] алгебры g*C K (У) в ал­

гебре Ск (X) всюду плотно в алгебре С к 
(ж) непрерывное целое замыкание Z [%* С к (У) , Ск (X)] алгебры 

| * С к ( У ) в алгебре Ск (X) совпадает с алгеброй Ск(Х). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы Стоуна~ Вейерштрасса ус­

ловия (д) , (е) и (ж) эквивалентны и эквивалентны условию (д) теоремы 
2.10, если К = С , или условию (е) теоремы 2.10, если К — R , так как если 
У — бикомпакт, то а У = У . Поэтому из теоремы 2.10 следуют остальные 
эквивалентности. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 2.12. Если £: X У — разбивающее отображение 
пространства X на пространство У, aY — фиксированное бикомпактное 
расширение, то среди всех бикомпактных расширений пространства X, 
на которые отображение 1 продолжается в нульмерное отображение 
1 : а Х - * а У , существует максимальное бикомпактное расширение, а имен-
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но, построенное нами при доказательстве теоремы 2.10 расширение и бу­
дет максимальным. _ 

В самом деле, мы имели С ( 6 Ф ( Х ) ) = Z [ £ * C ( a Y ) , С(Х)]. Для каж­
дого расширения уХ^ на которое продолжается отображение | , имеем 
включение C ( * f X ) ^ £ * C ( a F ) . Поэтому если продолженное отображение 
g i ^ X - ^ a Y , обозначенное той же буквой §, нульмерно, то в силу теоре­
мы 2.11 (е) целое замыкание Z [ g * C ( a F ) , С(уХ)] всюду плотно в алгебре 
C( i fX) , откуда 

C(4X)=Z[l*C(aY), C ( T X ) ] = Z [ 6 * C ( a 7 ) , С ( Х ) ] = С ( 6 Ф ( Х ) ) , 

что в силу леммы 1.7 означает справедливость замечания 2.12. 
Следующая теорема дает алгебраическую характеристику монотон­

ных отображений бикомпактных пространств. Напомним, что отображение 
называется монотонным, если прообраз каждой точки связен. 

Т е о р е м а 2.13. Каждое из нижеследующих условий эквивалентно 
монотонности отображения g : X - > F бикомпактов: 

(а) К-алгебра £*Ск (У) целозамкнута в Ск(Х), К = С или К = 1 1 ; 
(б) неотрицательные решения в C r ( X ) уравнений %2 = %h относи­

тельно где fc&g*M, М — любое положительно регулярное семейство 
алгебры C r ( Y ) , принадлежат g*С 'и(У); 

(в) решения в C r (X) уравнений %2 = h2 относительно %, где / ге£*М, 
М — любое положительно регулярное семейство алгебры C r (У) , при­
надлежат £ * C R ( Y ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что отображение g мо­
нотонно. Пусть функция / е Ск (X) удовлетворяет уравнению целой 
зависимости над подалгеброй g * C K ( Y ) , / n + ^ n - i / n " 1 + — + ^ о = 0 , где 
а% е е £*С К ( У ) , = l*a'i = « i ̂  с к (У) , 0 < i < n — 1 . Зафиксируем 
точку yo^Y. Уравнение ^п + Яп— i (у0) X n _ 1 + . . . + я о (*/0) = = 0 имеет только 
конечное число решений и, следовательно, функция / принимает конеч­
ное число значений на множестве g - 1 (z /o ) . Тогда из связности множества 
£,~1(уо) следует, что функция / постоянна на прообразе £ _ 1 ( 7 / 0 ) . 
Но легко видеть, что каждая непрерывная функция / , постоянная на всех 
прообразах g _ 1 ( z / ) , y^Y, непрерывного отображения бикомпакта X в би­
компакт У, имеет вид / = / / о £ , где f е С к ( У ) . Следовательно, в нашем 
случае функция / принадлежит алгебре £*Ск(У) , что доказывает равен­
ство ? * С К (У) = Z [£*С К ( У ) , Ск (X)], а с ним и целозамкнутость 
алгебры £ * C K ( Y ) в алгебре С к ( ^ ) . Эти рассуждения доказывают 
также необходимость условий (б) и (в) теоремы для случая K = R . 

Д о с т а т о ч н о с т ь условий (а), ( б ) , (в) для монотонности отобра­
жения £. Предположим, что отображение | немонотонно. Тогда для не­
которой точки г/о^У прообраз Ь,~1{уо) — несвязное множество. В частно­
сти, существует разбиение прообраза g" 1 (у0) = Рг [j F2 на два непустых 
непересекающихся замкнутых множества F\ и F 2 . Использовав нормаль­
ность бикомпакта X , найдем непересекающиеся открытые множества W\ 
и W2 такие, что F\^W\, Ftf^W^. В силу замкнутости отображения \ 
для окрестности Wг U W2 прообраза Ъ,~1(Уо) найдется окрестность U 
точки у0 такая, что l"1 (U) cz Wx U ТУ2. Полагая Ux = g" 1 (£/) П ТУц ~ 
= g~ 1(C/) П ТУ2 и поступая, как при доказательстве импликации ( а ) ^ ( в ) 
теоремы 2.10, мы при фиксированном положительно регулярном семейст­
ве M Q C r (У) найдем функцию ф е С й ( Z ) , которая неотрицательна, 
удовлетворяет уравнению <p2=<ph для некоторого принимает зна­
чение ф ( а ) > 0 в некоторой точке a^F\\ и которая равна нулю на мно­
жестве F2. Функция ф непостоянна на прообразе | _ 1 ( г / о ) и потому не 
принадлежит алгебре £*С (У). Равенство ф 2 —фА=0 показывает, что 
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функция ф принадлежит целому замыканию Z [ £ * C R ( F ) , C R (X)] и, следо­
вательно, Z [ ! * C r ( Y ) , C r ( X ) ] = T ^ £ * C r ( Y ) . ЭТО доказывает, что нарушение 
монотонности отображения | влечет нарушение каждого из условий (а) 
и (б) и, следовательно, каждое из условий (а) и (б) достаточно для мо­
нотонности отображения. Аналогично, если отображение | немонотонно 
в точке у<уёГ, то, находя FX ж F2, U\ ж UI2, как и выше, и рассуждая, 
как при доказательстве импликации (а)=^(г) теоремы 2.10, мы при фик­
сированном положительно регулярном семействе М с : C r (Y) найдем 
функцию ф , которая удовлетворяет уравнению ф 2 = /г2 для некоторого 
й е Ж , принимает значение ф ( а ) > 0 в некоторой точке a^F\ и которая 

0 на множестве F2. Как и раньше, делаем из этого заключение, что 
Z[Z*CR(Y), C r ( X ) ] Ф1*Сп (Y). Таким образом, нарушение монотонности 
отображения | влечет нарушение условия (в) . Доказательство достаточ­
ности каждого из условий (а) , ( б ) , (в) для монотонности отображения | 
закончено. 

Мы займемся задачей определения для подмножеств функций мини­
мальных целозамкнутых подалгебр, содержащих эти подмножества. Дадим 
сначала одно определение. 

О п р е д е л е н и е 2.14. Пусть М — подмножество подалгебры с еди­
ницей LCZCK(X). Минимальная целозамкнутая (соответственно и замк­
нутая в i ) в L подалгебра с единицей, содержащая семейство М, 
называется (непрерывным) целым замыканием множества М в L. 
Обозначение — Z[M, L] (соответственно Z[M, L ] ) . 

Т е о р е м а 2.15, Имеет место равенство Z[M, L]=Z[K[M], L]. 
Если подалгебра L замкнута и симметрична, а семейство М —симметри­
ческое, то К-алгебры Z[M, L] и Z[M,__L] симметрические, a Z[M, L\— 
= Z [ K [ M ] , L]. Здесь Z [ K [ M ] , L] и Z[K[M], L] понимаются в смысле 
определений 2.2 и 2.5. В частности, это доказывает согласованность обо­
значений определения 2.14 с обозначениями определений 2.2 и 2.5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть A^L есть минимальная К-алгебра 
с единицей, целозамкнутая в L и содержащая семейство М. Так как 
М^А, то К[М]^А и, следовательно, Z [ K [ M ] , L]sA. В силу леммы 2.3 
К-алгебра Z [ K [ i t f ] , L] целозамкнута в L, откуда A^Z[K[M], Ь]. Эти 
включения доказывают равенство A^Z[K[M], L ] . 

Предположим теперь, что L — замкнутая симметрическая подалгебра 
j f e O e ( X ) , а семейство М симметрическое. Рассмотрим включения 
Ms=E=Z[K[M], L]s=E'=Z[Z[K[M], L], L]. Этим включениям в силу 
леммы 1.4 и следствия 1.6 соответствует диаграмма, в которой верти­
кальные стрелки — изометрические изоморфизмы: 

ЩЩ —> Z [К [М], L]—+Z[Z[К[М], L] L] 

Am j &*Е \ Ai ' \ 
Ск(8м{Х)) _> СК(6Е(Х))-+ СК(6Е-(Х)). 

Здесь мы используем почти очевидный факт: если D есть симметриче­
ская подалгебра симметрической К-алгебры G, то Z[D, G] и Z[D, G] суть 
симметрические семейства. 

Пункт (ж) теоремы 2.11 показывает, что из указанной диаграммы 
следует нульмерность отображений п(Е, М) :8Е(Х) *~*~ЪМ(Х) и л(Е', Е): 
: $Е> {Х)-+8Е(Х). Но тогда и отображение я (£" , М): ЬЕ> (X) ->- б м {X) 

нульмерно как композиция нульмерных отображений бикомпактных 
пространств, откуда и. (ж) теоремы 2.11 дает равенство 

С к (8Е, (X)) « Z [я* ( £ ' , М) С к (бм(Х)),Ск(6яКЖ))], т. е. 
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Z [ Z [ K [ M ] , L ] , L]==Z[K[M], Z [ Z [ K [ M ] , L], L]]. 
Поэтому Z [ Z [ K [ M ] , £,] , L]^Z[K[M], L ] , т. е. замкнутая подалгебра 
Z [ K [ l f ] , L] целозамкнута в L. Это доказывает включение Z[M, L]^ 
^Z[K[M], L], Так как K[M]^Z[M, L ] , и Z[M, L] — замкнутая цело-
замкнутая в L по определению подалгебра, то верно и обратное включе­
ние Z [ K [ i f ] , L]<^Z[M, L ] , что доказывает требуемое равенство 
Z[M, L]=Z[K[M], L j . Наконец, очевидно, что если семейство функций 
симметрическое, то симметрическим будет и замыкание этого семейства. 
Теорема доказана. 

Особый интерес представляет. 
С л е д с т в и е 2.16. Если А—симметрическая подалгебра с единицей 

алгебры Ск(Х) и функция / е С к ( Х ) удовлетворяет алгебраическому 
уравнению / n + a n _ i / n ~ 1 + . • • + « i / + ^ o = 0 , где а^А, то существует по­
следовательность fk-*f,fk ^Ск(Х), каждый элемент которой удовлет­
воряет уравнению указанного вида, степени, зависящей от к, коэффици­
енты которого принадлежат самой подалгебре А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, из предположений следствия 
вытекает, что / G E Z L J , СК(Х)]. Но замкнутая подалгебра, содержащая 
А, содержит и А, откуда замкнутая целозамкнутая в СК(Х) подалгебра, 
содеря^ащая А, содержит и множество Z[A, Ск{Х)]. С другой стороны, 
минимальная замкнутая целозамкнутая в Сц(Х) подалгебра, содержащая 
множество А, есть согласно теореме 2.15 алгебра Z [ K [ 4 ] , Ск (X)] = 
= Z [А, Ск (X)]. Таким образом, функция / принадлежит Z[A. С к ( Х ) ] , 
что и доказывает следствие. 

О п р е д е л е н и е 2.17. Множество M^D назовем А-базой нормиро­
ванной К-алгебры D с единицей, если D=Z[K[M], D], и А-базой, если 
D=Z[K[M], D], 

Используя это определение, мы можем вывести из теорем 2.11 и 2.13 
следующие две теоремы, принадлежащие фактически М. Катетову ( 5 ) . 

Т е о р е м а 2.18. Пусть X — бикомпакт, а М—симметрическое под­
множество К-алгебры Сц(Х).Диагональное отображение Д м : Х - > 5 м ( Х ) — 
—Ам(Х) будет нульмерным отображением тогда и только тогда, когда 
множество М есть А-база алгебры Ск (X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть М — симметрическое подмножество, яв­
ляющееся Л-базой алгебры С к (X). По определению это означает равен­
ство C K ( X ) ^ Z [ K [ A T ] , С К (Х)].В силу следствия 1.6 о б р а з А м С к ( б м ( Х ) ) 
есть К [ Л / ] , откуда^ из приведенного равенства тем более следует 
равенство С к (X) = Z [ Д м С к ( S M ( X ) ) , С к ( X ) ] . Используя пункт (ж) 
теоремы 2.11, получаем отсюда, что отображение А М нульмерно. 

Обратно, пусть отображение Дм нульмерно. В силу эквивалентности 
пунктов (а) и (ж)_ теоремы 2.11 мы можем заключить из нульмерности 
Д м , что СК{Х) = Z [&*MCK(6M(X))I СК(Х)]. Так как проекции { я я } раз­
деляют точки бикомпакта 8 М (X), то по теореме Стоуна — Вейерштрасса 
С к ( 6 м ( ^ ) ) = К [ { % } , { я ^ } ] . Поэтому из равенств Д = Яя°Дм и симметрич­
ности семейства М предыдущее равенство можно переписать в виде 
С к (X) = Z [К [М], Ск (X)]. Но следствие 2.16 означает, в частности, 
4 t o _ Z [ K [ M ] , C k ( X ) ] q Z [ K [ M ] , СК(Х)Ъ откуда Z[K\M], СК(Х)] £ 
cz Z [К [М]у Ск_(Х)] и равенство предыдущего предложения дает равен­
ство Ск(Х) == Z [К [М], С К ( Х ) ] , что означает: семейство М есть .4-база 
алгебры Ск(-Х). Теорема доказана. 

Т е о р е м а 2.19. Пусть X — бикомпакт, а М — симметрическое 
подмножество К-алгебры Ск(Х). Диагональное отображение АМ-Х~~*" 
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II К/» КУ = К, 6z/cter монотонным отображением тогда и только тогда, 
/ е м 

когда алгебра К[М] целозамкнута в алгебре Ск(Х). Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно следствию 1.6АмСк(&м{Х))=К[М], 
поэтому условию теоремы можно придать вид: алгебра ДмСк(бм(Х)) це­
лозамкнута в С К ( Х ) . В силу п. (а) теоремы 2.13 это условие эквива­
лентно монотонности отображения Дм. Теорема доказана. 

Мы завершим этот параграф новым доказательством следующей фак-
торизационной теоремы, доказанной для метрического случая С. Эйлен-
бергом, а для общего случая В. И. Пономаревым, а возможно, 
и Г. Т. Уайберном, Дж. Хоккингом и Г. С. Янгом (см. ( 1 6 ) с. 192). 

Т е о р е м а 2.20. Любое непрерывное отображение бикомпакта од­
нозначным образом представляется в виде композиции монотонного и 
нульмерного отображений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть | : X Y — непрерывное отображение 
бикомпакта X на бикомпакт Y. Положим М' = Ъ*Ск (У)? М = Z [ | * С К ( У ) , 
С к (X)] = Z [М\ Ск (X)]. Включению МГ^М в силу леммы 1.4 соот­
ветствует коммутативная диаграмма отображений: 

X—>. 6 М ' ( Х ) 

^м(Ху 
п (Л/, Мг) 

Мы утверждаем, что эта диаграмма доказывает теорему. В самом деле, 
из Д М ' \ х ) = {f{l(x))}fz=cK(Y) следует, что Д М ' - Дф4> где Ф = С к ( У ) г 
а так как отображение Д Ф — гомеоморфизм в силу теоремы 1.3, то отобра­
жение Дм' можно отождествить с отображением | . Далее, следствие 1.6 
показывает, что А*МСК(8М(Х)) = К [М] ^M^Z [ £*С К (У) , С К ( Х ) ] . 
Так как Дм — изометрический изоморфизм, то последнее равенство дает 
равенство С к ( б м (X)) = Z [л* (AT, АР) С к (У) , С к (8М (X)) ] , что в силу 
п. (ж) теоремы 2.11 влечет нульмерность отображения л(М, М'). Равен­
ство же СК(8М{Х)) = Z[l*CK(Y), С К ( Х ) ] в силу теоремы 2.19 озна­
чает монотонность отображения Дм, так как подалгебра£[£*Ск(У), С к ( ^ ) ] 
алгебры С к ( Х ) целозамкнута в С К ( Х ) , как это следует из определения 
2.14 и теоремы 2.15. Теорема доказана. 

§ 3. Совершенность бикомпактификаций Винера 
гармонических пространств 

В этом параграфе на основе результатов § 2 дается критерий со­
вершенности бикомпактного расширения в терминах колец функций. Этот 
критерий применяется к доказательству совершенности бикомпактифи­
каций Винера гармонических пространств. Показывается, что некоторые 
известные факты о топологической структуре расширений Винера есть 
следствие их совершенности. 

Понятие совершенного расширения было введено Е. Г. Скляренко 
в статье ( 4 ) . Следующая теорема является объединением теорем 1 и 2 
статьи ( 4 ) . 

Т е о р е м а 3.1. (Е. Г. Скляренко). Пусть аХ — бикомпактное рас­
ширение вполне регулярного пространства X. Следующие свойства 
расширения аХ эквивалентны, каждое из которых, следовательно, может 
быть взято в качестве определения совершенности расширения аХ: 
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(а) для любого открытого множества U^X имеет место равенство 
Fr 0(U)=aX[FrxU]; 

(б) нарост N (аХ) = а Х \ Х не разбивает бикомпакт аХ ни в какой 
своей точке; 

(в) для любых двух непересекающихся открытых в пространстве X 
множеств V и W имеет место соотношение О (V U W) = О (V) (J 0 0V); 

(г) если замкнутое множество F разбивает пространство X на откры­
тые множества G и Н9 то множество aX[F] разбивает бикомпакт аХ на 
открытые множества 0(G) и 0(H): 

(д) каноническое отображение чеховского расширения рХ на расши­
рение аХ монотонно. 

В формулировке теоремы 3.1, как обычно, FrzS означает границу 
множества S^Z в Z, Z[S] — замыкание множества S^Z в Z. Для откры­
того множества U^X и расширения аХ множество O(U) есть наиболь­
шее открытое множество расширения аХ, пересечение которого с X есть 
множество U. 

Используя характеризацию (свойство (д) теоремы 3.1) совершенного 
расширения как такого расширения аХ, что каноническое отображение 
рХ на аХ монотонно, и наш критерий (теорема 2.13) монотонности 
отображения бикомпактов, мы сразу получаем следующий критерий со­
вершенности расширения аХ. 

Т е о р е м а 3.2. Для совершенности расширения аХ необходимо и 
достаточно выполнения каждого из следующих условий: 

(а) подалгебра Ск (аХ) cz С к ( X ) целозамкнута в алгебре С К ( Х ) , 
K = R или К = С ; 

(б) если семейство М cz C R (аХ)— положительно регулярно, то каж­
дая неотрицательная функция % ^ C R ( X ) , удовлетворяющая уравнению 
yjt=yh для некоторого h^M, принадлежит алгебре CR(OCX) ; 

(в) если семейство М cz C R (аХ) положительно регулярно, то каж­
дая функция X ^ C R ( X ) , удовлетворяющая уравнению %2 = h2 для 
некоторого h^M, принадлежит CR(OCX) . 

Е. Г. Скляренко было доказано, что многие известные расширения 
являются совершенными, например чеховские расширения вполне регу­
лярных пространств и расширения Фрейденталя — Морита перифериче­
ски бикомпактных пространств являются совершенными. Разницу между 
несовершенными и совершенными расширениями можно продемонстриро­
вать на следующем примере. Пусть X — открытый круг, Х=={(х, z / ) e 
е К 2 | ^ 2 + г / 2 < 1 } , а Х —замкнутый круг, аХ={(х, y)<=R2\x2+y2 < 1} и 
а ' Х = а Х . Легко проверить, что всюду плотное в а'Х множество 
а'Х\{(х, у) е= R 2 1 я 2 + у 2 = 1}\{(х, у) е R 2 1 у - 0 , 0 < х ^ 1} гомеоморфно 
открытому кругу X и, следовательно, мы имеем два расширения откры­
того круга X, c c X ^ R 2 и a ' X ^ R 2 . Расширение аХ — замкнутый круг — 
совершенно, так как нарост N(aX) не разбивает бикомпакта аХ ни 
в какой своей точке (см. условие (б) теоремы 3.1), в то время как 
расширение а'Х не совершенно, так как нарост N(a'X) разбивает биком­
пакт а'Х в каждой точке нароста N(a'X), имеющей вид (х, 0 ) , где 
0 < s < 1. 

Цель этого параграфа — доказать, используя критерий теоремы 3.2, 
что так называемые расширения Винера гармонических пространств яв­
ляются совершенными расширениями. Нам необходимо напомнить 
некоторые определения и факты теории гармонических пространств. 

Согласно аксиоматике Г. Бауэра ( 2 * 1 7 ) , гармоническое пространство — 
это локально компактное пространство со счетной базой и пучком функ­
ций Ж, который удовлетворяет следующим аксиомам: 
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I. Зв(Х1)— линейное подпространство пространства C R ( £ 7 ) . Элементы 
/ & Ж ( Е / ) назовем функциями, гармоническими на U. 

Открытое множество V^X называется регулярным, если V ком­
пактно, Fr Уф0 и для любой непрерывной на границе Fr функции 
/ €Е C R (Fr V) существует в точности одна непрерывная на V функция, 
ограничения которой Hj\ V на множество V — гармоническая функция, 
причем если / ^ 0, то Hj ^ 0. 

II. (Аксиома базиса). Регулярные множества образуют базис топо­
логии пространства X. 

III. (Аксиома сходимости). Для каждой монотонной последователь­
ности {hn} гармонических на открытом множестве U функций из условия 
sup hn(x) < + ° ° , выполненного на всюду плотном подмножестве Ешяо-

п 
жества U, следует, что sup hn(x) ^Ж(11). 

п 
Полунепрерывная снизу числовая функция / , — о о < / ( х ) < 

определенная на открытом множестве U^X, называется гипергармониче­
ской, если для каждого регулярного множества V^U и каждой функции 
( p e C R ( F r F ) такой, что ср < / на границе Fr У, следует, что H^^f 
на множестве V. Числовая функция g, — оо <; g(x) < + называется 
гипергармонической, если функция (—g) гипергармоническая. Множе­
ство всех гипергармонических функций (гипергармонических функций 
> 0) на множестве U обозначается Ж*и( соответственно ^.^ёц). 

TV. (Аксиома отделимости). Для любых двух точек х, I / G X , хфу, 
существуют функции j,g^36*x такие, что f(x)g(y)¥=f(y)g(x). Для 
каждого относительно компактного открытого U существует строго поло­
жительная гармоническая на этом множестве функция. 

Гипергармоническая на открытом множестве U^X функция назы­
вается супергармонической, если она конечна на всюду плотном подмно­
жестве множества U. Функция / называется субгармонической на U, 
если функция (—/) —супергармоническая на U. 

С каждой числовой функцией / ( т. e . j f ( ^ ) G R U { ± СО} связываются 
семейство .гипергармонических функций SSf и семейство гипогармониче-
ских функций Я?/, выделяемые следующими их свойствами: 

(а) каждая функция м е ; ^ (соответственно u G ^ / ) имеет субгар­
моническую (супергармоническую)_ миноранту < 0 (мажоранту ^ 0 ) ; 

(б) для каждой функции ueffif (соответственно u&$8f) существует 
компактное подмножество KV^X такое, что u>f (u^f) на дополнении 
Х\Ки. 

Полагается, далее, hf=mi%?f и fe/=sup$?/. Функция / называется 
доминируемой, если в классах St?f и 3?f существуют соответственно суб­
гармоническая и супергармоническая функции. Для доминируемой функ­
ции / функции hf и К/ гармонические. Функция / называется гармони­
зируемой, если она доминируема и имеет место равенство hf=hf; в этом 
случае вводится обозначение hf=hf=7if. Непрерывная на пространстве X 
гармонизируемая функция называется функцией Винера на простран­
стве X. Множество всех функций Винера на пространстве X обозначает­
ся ТГ(Х). 

О п р е д е л е н и е 3.3. (К. Мегеа ( 3 ) , с. 82) . Бикомпактификацией 
Винера гармонического пространства X называется бикомпактное расши­
рение w Z , на которое продолжаются все функции Винера, рассматривае­
мые как отображения в расширенную прямую R == R (J {± оо}, и такое, 
6 Сибирский математический журнал № 6 
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что продолжения функций Винера на бикомпакт wX разделяют точки 
нароста N (wX) = w X \ X . Этим свойством бикомпактификаций wX опре­
деляется однозначно (см. ( 3 ) , 3.0.3, с. 54). 

Л е м м а 3.4. ( 3 ) , с. 82). Множество W*(X) продолжений ограничен­
ных функций Винера Ж*(Х) на расширение wX разделяет точки 
бикомпакта wX. Более того, множество Ж*(Х) всюду плотно B C R ( W X ) . 
^ В дополнение к лемме 3.4 заметим, что можно доказать даже, что 
2Г*(Х) = CR (wX) (см. ( 3 ) , с . 83) . 

Прежде чем доказать основной результат этого параграфа, теоре­
му 3.7, сформулируем еще два нужных нам утверждения. 

Т е о р е м а 3.5. ( ( 3 ) , теорема 2.2.12, см. 42). Пусть функция g^O 
гармонизируема и локально конечна на пространстве X, / — ограничен­
ная функция на пространстве X. Если fg гармонизируема на X, то 
функция Rg ( а ) есть потенциал для всех значений &^R, за исключением, 
быть может, счетного числа значений. Если функция fg непрерывна и 
ограничена на пространстве X и функции Rf

g

 ( а ) суть потенциалы для 
значений а, принадлежащих всюду плотному множеству, то произведение 
fg — гармонизируемая функция на пространстве X. 

Собственно говоря, нам нужна не сама эта теорема, а одно ее след­
ствие (сравните следствие 6.1 из (*), с. 65), получающееся из теоремы, 
если взять в ней g=l. 

С л е д с т в и е 3.6. Если f — функция Винера, то функция R{ (а)— 
потенциал для всех а, за исключением, быть может, счетного числа зна­
чений. Если функция f ограничена и непрерывна и функции R{ ( а ) — 
потенциалы для всюду плотного множества значений а, то f — функция 
Винера. 

Здесь для любого множества Е^Х и функции ф ̂ функция Д ф = 
= inf [v е +Ж*х I v (х) ^ ф (х), х ЕЕ Е) и R% — R^, где ф есть регуляри­
зация функции г|э — наибольшая полунепрерывная снизу функция, удов­
летворяющая условию if> < if>. 

Т е о р е м а 3.7. Бикомпактификация Винера wX гармонического 
пространства X является совершенным бикомпактным расширением 
пространства X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства воспользуемся критерием 
(б) теоремы 3.2: для совершенности расширения wX достаточно найти 
положительно регулярное в C R (wX) семейство М, например, всюду 
плотное в алгебре C R ( W X ) семейство такое, что если f2=fh для неко­
торых h^M и / G C R ( X ) , / ^ 0 , то функция / принадлежит алгебре 
C R ( W X ) . Возьмем в качестве нужного семейства М множество Ж*(Х). 
В силу леммы 3.4 множество Ж* (X) всюду плотно в С R (wX) и нам 
достаточно доказать, что если h — ограниченная функция Винера, 
й<Е?Ж*(Х) , f2=fh, где / G E C R ( X ) , / ^ 0, то и функция /€=2Г*(Х). 
В силу следствия 3.6 для этого достаточно доказать, что функция 
R{ ( а ) — потенциал для всюду плотного множества значений я е й . 
В силу того же следствия 3.4 нам известно, что функция Rh\ ( а ) — по­
тенциал для всех значений а, за исключением, быть может, их счетного 
числа. Но, очевидно, имеем f~l (a) —h~l (а) для всех а > 0 , f~l(a)=0 
для а < 0 , откуда R{ ( а )—потенциал для всех значений а, кроме, быть 
может, счетного их числа и, в частности, функция R{ ( а )—потенциал 
для всюду плотного множества значений а, что и доказывает включение 
/ G ' F * ( X ) . Теорема доказана. 



Алгебраическая характеристика классов отображений 1299 

Мы сейчас убедимся, что некоторые известные факты о структуре 
бикомпактификаций Винера гармонических пространств являются след­
ствиями совершенности этих расширений. Выведем из совершенности, 
например, следующую теорему, уточняющую теорему 4.7 ( 3 ) , с. 84 
(сравните с теоремой 9.9 (*), с. 104), и, следовательно, уточняющую 
также следствия этой теоремы (следствия 4.8, 4.9 ( 3 ) , с. 85). 

Т е о р е м а 2.8. Если множество U открыто в пространстве X, то 
множество w X [U]\wX [X\U] открыто в пространстве wX. Более того, 
имеет место равенство 

w X [ £ / ] \ w X [X\U] = О < £ / > \ w X [X\U]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество U всюду плотно в множестве 
O(U) и, следовательно, имеем включение 0(U}^wX[U], откуда 
0 < t / > \ w X [ X \ t / ] Q wX[U]\wX[X\U], С другой стороны, имеем 

wX[U]\wX[X\U]<^0(Uy\wX[X\U] = (О < £ / > \ w X [X\U]) [} 
U ( F r 0 < £ 7 > \ w X [ X \ t 7 ] ) . 

Но в силу совершенности расширения wX и свойства (а) теоремы 3.1 
имеем F r 0 < £ O = w X [ C / \ [ 7 ] ^ w X [ X \ t / ] , откуда Fr О < C / > \ w X [ Х \ 
\ Щ = 0 . Итак, доказано включение w X [ C / ] \ w X [ X \ E 7 ] Q 0 < E / > \ w X x 
X [ X \ J 7 ] , что вместе с замеченным вначале доказательства теоремы вклю­
чением дает искомое равенство wX[f/] \ w X [ X \ U ] = 0(U}\wX[X\ U], 
Теорема доказана. 

Поступила в редакцию 
25 ноября 1976 г. 
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