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НЕГОЛОНОМНАЯ ЛИНЕЙЧАТАЯ ГЕОМЕТРИЯ КАК ТЕОРИЯ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ НА ГРАССМАНОВОМ МНОГООБРАЗИИ 

В данной статье, следуя Ю.Г.Думисте [il, неголоножшй ком­
плекс трактуется как трехмерное дифференцируемое распределение 
на четырехмерном гроссмановом многообразии G (1,3) всех пря­
мых трехмерного проективного пространства Р3 , а неголоном -
нал конгруэнция определяется как двумерное распределение на 
этом многообразии G (1,3). Хорошо известно [1] , каким об -
разом такое определение неголономных конгруэнции и неголономных 
комплексов связано с определениями аналогичных понятий у дру -
гих авторов (GM., напр,, f 21 — f5j )• Преимущество данного оп­
ределения за;ключается в том, что, как отмечено в ГXl , оно по­
зволяет включить исследования по неголономной линейчатой гео -
метрии в общую теорию распределений на однородных пространен -
вах. В работах [б] - [9] неголономные конгруэнции и негодовом-
ные комплексы определяются, фактически, как множества всех кн-
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тегральных кривых [10] (линейчатых поверхностей в пространст­
ве г 5 ) дифференцируемых распределений на многообразии G 
(1,3). Предлагаемое здесь определение обладает тем преимущест­
вом, что позволяет не ограничиваться рассмотрением только -лишь 
интегральных кривых распределений на многообразии G (1,3 ). 
Терминология всех этих определений оправдывается хорошо извес­
тной связью с теорией линейчатых конгруэнции и комплексов [ll], 
[12]. 

В предлагаемой работе с помощью характеристического рас -
пределения [l3], [l4] для неголономного комплекса дана новая 
геометрическая характеристика точкам неголономности К.И.Грин -
цевичюса [2] ; доказано, что неголономнюе расширение J ( к ) 
Картана-Вагнера [is] неголономной конгруэнции 1с (оно натя -
нуто на скобки Пуассона [Х,У] всех векторных полей X ,У 
на многообразии G (1,3), принадлежащих [10 ] распределению к ) 
тогда и только тогда принадлежит неголономному комплексу К , 
когда на каждом луче i eG(I,3) фокусы неголономной конгру -
энции К гармонически разделяют точки неголономности для К . 
Получены также геометрические условия специальности [7] него­
лономного комплекса J (к) . 

Рассмотрения имеют локальный характер. Все встречающиеся 
функции предполагаются достаточное число раз дифференцируемыми. 

§ I. Основные понятия, формулировки результатов 

I. Каждой интегральной кривой [ ю ] трехмерного или двух -
мерного дифференцируемого распределения К или 1С на грас-
смановом многообразии G (1,3) соответствует в пространстве 
Р 3 однопараметрическое семейство прямых, т.е. линейчатая 
поверхность, которую естественно называть интегральной [2] , 
[4] линейчатой поверхностью неголономного комплекса К или 
неголономной конгруэнции к . Хорошо известно [2], [?],что 
для каждой точки х луча 6 e G (1,3) существует единствен -
ная интегршгьнзл развертывающаяся поверхность (торс) неголо -
номного комплекса К , проходящая через прямую I и имею -
щая фокус в точке л е ? .Возникает так называемая главная 
корреляция луча i [7.3 (основной проективитет [4 ] ), сопостав­
ляющая каждой точке x e g касательную плоскость интегрального 
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торса с фокусом в точке л . Те неголономные комплексы, для 
которых главная корреляция вырождается, естественно называть 
(ср. [7] ) специальными неголономными комплексами по аналогии 
с [12] . % 

Каждая линейчатая поверхность 5 в пространстве Р3 на 
любой своей прямолинейной образующей I порождает так назы­
ваемую корреляцию Шаля [127, сопоставляющую точке лев каса­
тельную плоскость \xS к S в точке X . 

Легко показать [7] , что цля каждой интегральной линей -
чатой поверхности о неголономного комплекса К , прохо -
дящей через л^ч С в Q (1,3), существует не более двух точек 
на дуче I , в которых корреляция Шаля для 5 совпадает 
о главной корреляцией для К . В силу очевидной аналогии с 
[12 J эти точки естественно называть точками прикосновения 
линейчатой.поверхности S к неголономному комплексу К в 
луче t eG(I,3) I?J . 

Пусть СП (К J - характеристическое распределение f 13], 
[14], [16] для неголономного комплекса К. , натянутое [ 15] 
на все такие (характеристические) векторные поля X на.мно­
гообразии G(I,3), принадлежащие [ 10 ] распределению К- , 
что скобка Пуассона [Х,У1 принадлежит распределению К 
для любых векторных полей У на G* (1,3), принадлежащих 
распределению К . Хорошо известно (см,, напр., [14J,fl6J ), 
что распределение ск(К) одномерно, если трехмерное распре­
деление К неинволютивно• Это означает, что через каждый 
дуч C€G(I,3) проходит единственная интегральная линейча­
тая поверхность распределения ск (К) . 

Определение I* Интегральная линейчатая поверхность 
характеристического распределения Сп(К) называется харак -
теристической линейчатой поверхностью неголономного комплек­
са fv 

Т е о р е м а ! . Точки неголономности К.И.Гринцевичю-
ca[2]j [4] неголономного неспециального комплекса К на 
луче I €(r(I,3) являются точками прикосновения характерис­
тической линейчатой поверхности к неголономному комплексу К 
в луче I • 

Все доказательства будут даны в следующем параграфе. 
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С л е д с т в и е I. Характеристическая линейчатая по­
верхность неголономного комплекса, проходящая через прямую 

t £ G(I,3), является развертывающейся тогда и только тогда, 
когда точки неголономности на луче t совпадают, 

2. Пусть теперь дана некоторая неголономная конгруэнция 
к . Хорошо известно, что, вообще говоря, через каждую пря­
мую £^G(I,3) проходит не более двух интегральных торсов 
неголономной конгруэнции к . Фокусы этих- торсов, по анало­
гии с [llj , называются фокусами луча I £G(I,3) для. к , 
а касательные плоскости к ним - фокальными плоскостями луча 
(ср. [5], [э]). Неголономную конгруэнцию 1С естественно на­
зывать гиперболической, параболической или эллиптической (ср. 
[5]), если каждый луч i£G(I,3) имеет, соответственно, два 
фокуса, один фокус, или не имеет (вещественных) фокусов. 

Мы будем теперь рассматривать такие двумерные распреде -
ления к , принадлежащие [10] заданному неголономному ком­
плексу К , для которых неголономные расширения Картана-Ваг-
нера У(к) [15], натянутые [14] на скобки Пуассона [ Х э У ! 
всех векторных полей X, У на многообразии G (1,3), при -
надлежащих [ioJ распределению fc , также принадлежат распре­
делению К • В соответствии с [l6j , такие неголономные кон­
груэнции К будем называть неголономными сужениями неголо -
номного комплекса К- . 

Т е о р е м а 2. Гиперболическая неголономная конгру­
энция к , принадлежащая неголономному комплексу lv , тогда 
и только тогда является его неголономным сужением, когда на 
каждом луче С € Q (1,3) ее фокусы гармонически разделяют точки 
неголономности для К . 

3, Пусть теперь дана гиперболическая неголономная конгру­
энция к г и пусть S - произвольная интегральная линейча­
тая поверхность неголономной конгруэнции |с • Геометрическое 
место фокусов для |с • , лежащих на прямолинейных образующих 
поверхности I , представляет собой пару (фокусных.) линий . 
Мы будем предполагать, что неголономная конгруэнция к не яв­
ляется вырожденной, т.е. что для всех прямых C£G(I,3) ли­
нейные оболочки касательных в обоих фокусах Fj , F ^ ^ C 
к фокусным линиям, лежащим на всех интегральных линейчатых 
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поверхностях S , проходящих через t , не являются одно­
мерными. Тогда они двумерны и совпадают с фокальными плоскос­
тями (ср. tllJ). 

Пусть I в G(I,3) - произвольная прямая. Обозначим че­
рез M j P t ту фокальную плоскость неголономной конгруэнции 
It ̂  , которая является касатзльной к торсу с фокусом F; 
С J **- ; ^1 =1,2 ). Под направлением, в фокальной плоскости 

1\ будем понимать произвольную прямую к с П ; , проходя­
щую через фокус F; 

Определение 2. Дусть К, к* - два направления в фо­
кальной плоскости [\i луча t e G (1,3) невырожденной ги -
перболической неголономной конгруэнции к # Рассмотрим та -
кое одномерное распределение А{ (к) на многообразии G(l,3), 
принадлежащее распределению к , что на его интегральной ли­
нейчатой поверхности о , проходящей через прямую I , ли­
ния, описываемая фокусом г; , касается направления к 
Дудем говорить, что направление к сопряжено направлению 
rt в плоскости Л ; и писать к-* к , если интеграль '-
ная линейчатая поверхность 5 распределения &( (к) .про­
ходящая через прямую к , является развертывающейся. Ска­
жем, что сопряженность направлений в фокальной плоскости ГЦ 
является взаимной, если условия к~* к и к -* к выпол­
нены одновременно для всех направлений в плоскости ГЦ . 

Легко проверяется, что это определение корректно, т.е. 
не зависит от выбора распределения &t(k) , и что для каж­
дого направления к в плоскости Пс распределение 

существует. 
Если К - самосопряженное направление в плоскости Л;, 

то простой вычисление показывает, что соприкасающаяся плос -
кость в точке Г£ к линии, описываемой фокусом г; на 
поверхности S совпадает с фокальной плоскостью П ; . 
Имея в виду очевидную аналогию о [ll], назовем самосопряжен­
ные направления в плоскости П ^ асимптотическими. В каж -
дой плоскости П,; ( £ =1,2) существует не более двух асим-
птртических налравлений. 

По аналогии с [ll] , фокальным направлением]^ плоскости 
Hi будем называть касательную в фокусе F; к линии, 
описываемой точкой ?1 на интегральном торсе неголгаом-
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ной конгруэнции it • , имеющей фокус в точке h ( *u£j ; 

W =1>2)- п , 
Т е о р е м а 3. В каждой фокальной плоскости 11̂  ̂  I 

фокальное направление \v сопряжено направлению прямой 
I ( i -1,2), 

Т е о р е м а 4. Пусть i =1,2 фиксировано. Тогда сле­
дующие условия эквивалентны: I) нзлравленяе прямой £ сопря -
жено фокальному направлению \i в фокальной плоскости 
П{ З с ; 2) асимптотические направления в плоскости 11^ 
гармонически разделяют пару, состоящую из фокального направле -
ния \i и направления луча t ; 3) сопряженность направлений 
в фокальной плоскости П^ ^ t является взаимной. Неголономное 
расширение Картана-Вагнера J (к) неголономной конгруэнции к 
представляет собой специальный неголономный комплекс тогда 
и только тогда, когда для некоторого I =1,2 хотя бы одно из 
трех эквивалентных условий I), 2), 3) выполнено для всех прямых 
teG(i,3). % 

С л е - д с т в и е . Неголономная конгруэнция К явля -
ется инволютивным распределением на многообразии G (1,3) тог­
да и только тогда, когда какое-нибудь из эквивалентных условий 
I), 2), 3) выполняется для всех прямых t ̂  G (1,3) при каждом 

t =1,2.' 
З а м е ч а н и е . Справедливость следствия теоремы 4 хо­

рошо известна (см., напр., [з] , [9,] ). 
§ 2. Вычисления 

В этом параграфе даются доказательства теорем.1-4, сфор -
мулированных в § I. Конец доказательства обозначается знаком 
П . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы I. Пусть 
С = ( А ^ А г ) - произвольный элемент четырехмерного грассманова 
многообразия G (1,3) всех прямых трехмерного проективного 
пространства г^ , отнесенного к подвижному реперу W j j , 
3 =1,2,3,4 с деривационными формулами 

сМ 3= ц,/А,, (1) 

в которых линейные дифференциальные формы Пфаффа Ш ? удо­
влетворяют уравнениям структуры 

В^соответствди о [ij , неголономный комплекс К - это 
дифференцируемое поле на G (1*3), которое каждой точке 
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t eG(I,3) сопоставляет трехмерное векторное подпространство 
К ^ четырехмерного касательного пространства T(G(I,3) мно­
гообразия . G (1,3) в точке I • Подпространство К^ мож­
но задать с помощью линейного уравнения Щ =0, положив 

Kt= {7|^eTeGnT3), 9t(q)-0). 
Так же как и в ( f l j , с . I I ) , ковектор 9& допускает разло­
жение в базисе <^р|£ ( Р> ^ - ^Л\ о ^ ^ З ^ т а к что в каждой 
точке I G G ( I , 3 ) возникает соотнашение 

9 я ащ + Ь(А)\ * си) \ + duj$, 

или, короче, 

0eCjwJ , d=5t4 ; p=i,2, 

(3) 

О') 

где а - £ 5 , # = £ 5 , С= tk , с(- £4 . В соответствии с до-т 
казанным в f l ] предложением I (с, 13), функции £< удовлет­
воряют следующим условиям инвариантности 

dtf.+ tfwJ-tfwJ-ACl-riJio?, (4) 
Е которых Л . - некоторая I-форма, определенная с точностью 

FI (JU, до слагаемых i ы w p 4 
Пусть точка ' прямой I будет фокусом 

некоторого интегрального торса, проходящего через I . И з 
dn-Adt^\\\)A?H^A

?kA 

получаем, что должно быть тогда t Ц1р = 0, 9-0 

3 3 * Ч ±1 VV 
С d -t JtT 'с d -tJ 

H 2 ft t i i2 Jt't 

(5) 

откуда 

(6) 

Легко видеть, что касательная плоскость К (и) торса (6) 
в луче С определяется уравнением 

•.(IV-aWx'+idV-cfyx'-O. (7) 
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Ясно, что плоскость не зависит от выбора точки Мее 
только при условии 

ad-Sc=0, (8) 
которое не может выполняться, так как по условию теоремы I не-
голономный комплекс 1С не является специальным, 

Проводя, как и в [41 , частичную канонизацию репера, рас­
положим точки A 4 l А$ и A 5 + Aif соответственно в плоскос­
тях . Тогда из (7) получим А -
-ds0 , о~СФО , а из (4) будем иметь соотношения (1.3 ) 
работы .{ ( 4 | , с.71 ) :-

г * з * р «1 шг -ш{ - си3 +ш* -yt/^ сор, 
(9) 

в которых 

Обозначив £2 = jr 9 , перепишем (3) в виде 
Q i з (з") 

Воспользовавшись (2), получим 

df ie / t^u / jAwJ + Zi^c^i/lcu^ -IIUU)ZAWZ+
 ( I 0 ) 

где величины г ц . определяются по формулам (1.8) работы [4]: 

Из (10) следует, что для уравнения Q-0 , ассоции­
рованного [17J с распределением К ,• характеристическая сис­
тема [13] (см. также [1б]) имеет вид : 

- 41 -



Хорошо известно (см., напр.,[и}, [ к ] ), что характерис­
тическая система является ассоциированной цля характеристичес­
кого распределения ск(К) .Так как распределение К/ не 
инволютивно, то из (10) следует, что все величины h+р не.об -
ращаются в нуль одновременно, и потому из (II) вытекает, что 
распределение сЯ (К) одномерно. Это означает, что через каж­
дую прямую С £&(1,3) проходит единственная характеристичес­
кая линейчатая поверхность неголономного комплекса К , оп -
ределяемая соотношениями 

U)/: ш1 :(oJ: w j = -^:~1г 5<,: k*-'ft»". (I2) 

Из (5) следует, что в корреляции Шаля характеристической 
линейчатой поверхности точке N = "tiA1

 + t A 2 соответству­
ет шюакость, определяемая уравнением 

(t%„ лгкъьи>+ a ik„+t2k34)x*= о. Ш) 

Из (7) при <L=d- 0 , 6-С и из (13)получаем уравнение 
к„и1У+гк„1Чг+к„аг)г=о, <"> 

определяющее точки прикосновения п = t А^1гпг харак­
теристической линейчатой поверхности. Теорема I доказана, 
так как уравнение (14) совпадает (после замены t на t , 
р =1,2) с уравнением (2,16) работы f4] , определяющим точки 
неголономности • . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3» Неголо-
номная конгруэнция 1с - это дифференцируемое поле на много -
образии G(I,3), которое каждому элементу I e G ( I f 3) сопо­
ставляет двумерное векторное подпространство ICf касательно­
го пространства Т{(т(1,3) многообразия Gr (1,3) в точке £. 
Подпространство fcg можно задать с помощью системы двух ли­
нейных уравнений 9^-0 , положив 

Так же, как и в [Ij , ковекторы 9g допускают разло-
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кение в бааисе ^р |j, р = U^ \ °̂  - 3,4 , | так что в каждой 
точке ,3) возникает соотношений 

(15) 

(15') 

Л 1 1 3 2 3 3 Н к Ч 

V я (I Ш4 + U Шг + (I Ш{ + И Ц)г , 

или, короче, соотношения 

где fc=£3, a - € v , v r « C , r , 1Г = С* 
В соответствии с [ I J , функции £Jf удовлетворяют услови -
ям инвариантности 

<*<? + «?u>{ - «;р«:+л; cip= «!!}«>{, (к) 
в которых Aj - некоторые I-формы, определенные с точнос-
тью до слагаемых и) 

Из (5) следует, что точка M r t ' A < + t 2 A i прямой 
£~ C^i) А 2 ) будет фокусом некоторого'интегрального тор­
са неголономной конгруэнции fc если 

Чрц)р«0, ирш'г+илш1.га0, vrws
r + v*wlt*0. и?) 

Условие существования нетривиального решения системы 
(17) приводит к уравнению 

lu'u* uluSi luV 
WVvf i 4 i vV+ /ir'v* 

luV 
•ft^LJ-fl, (18) 

определяющему фокусы прямой С для к . Двойственным обра­
зом легко получить, что плоскость, определяемая уравнением 
*«ж. а = 0, будет-фокальной плоскостью для к- , если 
Ха , JC^ удовлетворяют уравнению 

luV ittV' а а ' ' 
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Непосредственный подсчет показывает, что•дискриминанты 
уравнений (18) и (19) совпадают, поэтому гиперболическая не -
голономная конгруэнция для всех прямых I € Сг (1»3) имеет две 
вещественные фокальные плоскости. 

Пусть точки А{ ж Аг будут фокусами F, и F e 
прямой I , а плоскости l\^(Ai9AziA9)9 П,= (А4,Аг, A J -
фокальными плоскостями, так что плоскость Гц касается инте­
грального торса неголономной конгруэнции k , проходящего 
через прямую 1= (AifA2) и имеющего фокус в точке Ai 
( l*ji- i-jj =1,2). Тогда из (18) и (19) следует, что 

Обозначив Q!~i(v5Ql-u39*), Q?~£(-VtOi+l£0*h падет-
шем соотношений (15) в виде 

£ ' = ц ) 1 , а г = а>1. (20) 
Условия инвариантности(16) теперь дают 

5 4 { 9 г $ *г ч ч ц 

Шг =С Ч0{ + С и) г + С и)< + С Шг, 

(21) 

где коэффициенты CLJ
t &*, C^d*, % J =1,2,3,4 определенным об­

разом выражаются через функции С^ , £+* $ фигурирую -
щие в (15) и (16). 

Рассматривая линейные оболочки ТА. и ТА, касатель -
ных в точках Д 4 и А г к фокусным линиям, лежащим на всех 
интегральных линейчатых поверхностях неголономной конгруэнции 
It , проходящих через I , в силу (5), получим 

ТАА-Иь 1%№?Аг\ ТА8-М1.с'А|.сЧ+Ач). 
Это означает, что неголономная конгруэнция It будет невы -
рожденной при выполнении условий. 

$'*0, С tO, (22) 
из которых олевдет, что П ^ Т А 4 , i h ~ ' * V 
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направления в фокальной плоскости П 4 • Произвольное одномер­
ное распределение Д 4 , принадлежащее неголономной конгруэн­
ции k , можно задать системой, состоящей из 1-форм (20) и 
форш Ц) = wujf - С ш 5 . Из (5) и (21) при условиях Q * = 

Поэтому касательная в точке A j к фокусной линии на интеграль 
ной линейчатой поверхности S распределения Д{ , проходя -
щей через Cs(Aif Az) , совпадает с направлением к толь­
ко при условии 

(W-ne + j y - a (23) 

которое означает, что для заданного, направления к в плоскос­
ти П* распределение &{ (к) существует. 

Найдем теперь линейную оболочку касательных плос­
костей к интегральной линейчатой поверхности 5 распределе­
ния Д 4 ( а } во всех точках л « ' л л в + 1 ( ^ # А г

+ 1 # А з ) 
прямой а . • 

Пусть а будет символ дифференцирования при условиях 
£t*« Q a « u ) « 0 и (23). Тогда 

T S ^ S p o i u i U ' d X ) ^ 
ot(t:Ae*t:A,))-MJfA4fAJf A ^ f f f A . l 

где 

л;,-*, л;,-«*-•л.,|-«: A ^ T ^ V с*> 
Поэтому условие 
П | имеет виц 
Поэтому услоше сопряженности и ~*> Н в фокальной плоское^ 

А ^ 

и не зависит, следовательно, от выбора .распределения Д 4 ( к ) . 
Айаясгигено доказывает'* я, что уелгаие сопряженности к-5* к 

Ч/ылъ^оЗ ru.v:--jov4 ; i ; лмеет вид 



A^t'tJ-O, (25) 
•где 

Kri, M*d\ Л1,=-с\ Ai-cV-ЛГ (25') 
и также не зависит от выбора распределения Д , ( М . Это дока­
зывает корректность определения 2. 

Продолжая доказательство теоремы 3, из (5) получаем (диф­
ференцируя вдоль интегральных торсов неголономной конгруэнции 
к ),\что фокальные направления fiy и f2 в плоскостях 
Hi и \\z определяются в виде 

f4-Wi, «VA,) f f.-(A.f cVAJ. (26) 
Легко видеть, что подстановка в (24 ) соотношений 

обращает, (24^) в тождество, чем и доказыва­
ется сопряженность fi "^ t в плоскости П | 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Из (24г) 
и (25) при t =I, t =0 следует, что направление' прямой 
х * (A l f А а / в фокальных плоскостях П1 и П г сопряжено, со -
ответственно, направлениям (Aif-Cl А г + А 3 ) и ( А г , - о / А а

+ А * ) , 
Эти направления совпадают с фокальными направлениями (26) со -
ответственно при выполнении условий 

$*+а'-0, d'+c<-0, (27) 

которые эквивалентны условиям симметричности матриц Аи и Ау,, 
обеспечивающим взаимность сопряженности направлений в плоское^ 
тях П| и П г соответственно. Этим доказана эквивалентность 
условий I) и 3) теоремы. , 

Эквивалентность условий I) и 2) легко доказывается/ так 
как из (24) и из (25) следует, что' направления к%ш\Аи t Aft Аз) 
и ft** (A*, VAi* 1гАц) будут асимптотическими (самосо­
пряженными) в плоскостях fli и П г , соответственноf яри 
выполнении условий 
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Для доказательства последнего утверждения теоремы 4 нам 
понадобится следующая 

Л е м м а . Если неголономная конгруэнция It , определя­
емая соотношениями (20), представляет собой неинволютивное рас­
пределение на G(I,3), то его неголономное расширение Карта-
на-Вагнера J(k) представляет собой неголономный комплекс , 
определяемый 1-$ормой 

9=W+a'')Q!+(c\dl).Q\ С») 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Зафиксируем ка -

ким-нибудь произвольным образом параметры проективной группы и 
рассмотрим в окрестности элемента L £ G ( I , 3 ) базис векторных 
полей X i , Х 2 » Х 3 i Х * , двойственный базису W * , 
id г » & \ , ^\ > Ясно, что тогда, в силу (20), векторные 
поля А4 , Хч принадлежат распределению к- . Согласно 
известной формуле <*ц> (Х.У)*ЦХ(М) -УЫХ))-и>(1Х,У}) 
(см., напр., (iOj ) , имеем 

С другой стороны, воспользовавшись (2) и (21), легко про­
верить, что t 

^ ,^^1л(u,^a;г^cV-c^гct^;)*^гA(c1,u>^Л;)-
/ ч п\ з А м (31) 

-(с + <х Ju),Лсог, 
of Q S QWI\ol -ага>1) + Q V w J -«J +. * Ъ* - aV);)t 

+ (a'*f>{)u>9
iAu)l. 

Это означает, что если распределение К не является 
инволютквным, то условия (27) не могут быть одновременно*вы -
полненнйми. Из (31) следует, что 

Ч)*(Хй),ШШДМ L , * , i \ (32). 

Аналогично 
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• dQ.4X,X)°i(ll+akl (32>) 

Из ШУ, (32') и (30) теперь следует, что Q'dXj.X,])* 1 

= c"+d\ uaX 1 ( XJ)=-C6*+«*) . Поэтому 1-$орма 0 = 
аннулирует скобку Пуассона 

Остается лишь заметить, что распределение J ( к ) не зависит от 
выбора параметров проективной группы (в частности, легко про -
верить, что функции #'+ а* , cVaf* удовлетворяют усло­
виям инвариантности [ l ] )• 

Чтобы завершить доказательство теоремы 4, осталось лишь 
заметить, что в силу (8), (20) и (29) условие специальности 
неголономного комплекса J(k) имеет вид 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Произволь­
ную неголономную конгруэнцию К , принадлежаищ) неголономному 
комплексу К , заданному с помощью ( з " ) , можно определить со­
отношениями (15), в которых 9 shd , т . е . и s U =0, и « 
= U = { ;• Из (18) следует тогда, что фокусы M = t A t

 + t2Az 
пряглой с для неголономной конгруэнции к определяются квад­
ратным уравнением 

vW^v'-v'ttr-r-W-a (33) 

Легко .проверить теперь, что условие J(/c)cK эквива­
лентно условию CIQA QAQZ*0 (ЭТО осуществляется анало­
гично доказательству леммы в теореме 4). 

Воспользовавшись (10) и (15), легко подучить, что 

Поэтому условие J(k)cK имеет виц 

Легко проверить, что такой же вид имеет и условие гармоцич^оо-
ти четверки точек* определяемых уравнениями (14) и (33). П 

З а м е ч а н и е , в[8]из множества неголономных ков -
груэнций W первого рода неголономного комплекса (в смыс­
ле Ы , [?1 ) выделены неголономные. конгруэнции W J , фо-
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кусы которых соответствуют в инволюции, двойными точкам* ко -
торой являются точки неголономности. Это означает, что него -
лономные конгруэнции W J (если их соответствующим образом 
определять как двумерные распределения, принадлежащие задан -
ному трехмерному распределению Ю на многообразии G(I»3)) 
являются неголономными сужениями неголономного комплекса К . 
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Копп В. Г. 

ОБ ИНВАРИАНТАХ ГРУПП Д Ш Ш И Й В -ПСВДОЕВШДОВЩ 
.ПРОСТРАНСТВАХ 

В своей работе "Винтовое счисление и некоторые приложения 
его к геометрии и механике" А.П.Котельников ставит вопрос об 
уравнениях связей материальной системы, которой сообщается не­
которое бесконечно-малое винтовое перемещение при условии,что 
относительное расположение точек системы остается неизменным 
III. Решая поставленную задачу для трехмерного евклидова про­
странства, А.П.Котельников называет возможным такое бесконеч­
но-малое винтовое перемещение, которое можно сообщить системе 
не нарушая связей. При этом используется взаимосвязь между 
пучками'винтов и бесконечно-малыми движениями материальной 
точки в трехмерном евклидовом пространстве, т.е. связь между 
пучками бесконечно-малых винтовых движений и группами Ли. 

- 50 -


