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Àííîòàöèÿ. Â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåòñÿ àá-
ñòðàêòíîå ëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèåì íà
ðåøåíèå. Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðèáëèæåííî ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíûì ìå-
òîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïî âðåìåíè íåÿâíîé ñõåìû Ýéëåðà. Ïî ïðîñòðàíñòâó
äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå
ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó îöåíêè â ñèëüíûõ íîðìàõ ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé, èç êîòîðûõ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷-
íîìó, à òàêæå ïîðÿäêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, çàâèñÿùèå îò ãëàäêîñòè òî÷íîãî
ðåøåíèÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî; ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå; ãëàäêàÿ
ðàçðåøèìîñòü; ïåðèîäè÷åñêîå óñëîâèå; íåÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåðà

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèåì
íà ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûì ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïî ïðîñòðàíñòâó è íåÿâíîé ñõåìû Ýéëåðà ïî âðåìåíè.
Çàìåòèì, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äàííîãî ìåòîäà â óñëîâèÿõ ñëàáîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è áûëè óñòàíîâëåíû â ðàáîòå [1]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëå-
íû îöåíêè â ñèëüíûõ íîðìàõ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðè áîëåå æåñòêèõ
îãðàíè÷åíèÿõ â ïðåäïîëîæåíèÿõ ãëàäêîé ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì (çàäà÷à Êîøè), îöåíêè â ñèëüíûõ íîðìàõ ïîãðåøíîñòè äëÿ ïðîåêöèîííî-
ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ñ íåÿâíîé ñõåìîé Ýéëåðà ïî âðåìåíè óñòàíîâëåíû â ðàáîòå [2].
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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü äàíû âëîæåííûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà V � H � V 0; ãäå
ïðîñòðàíñòâî V 0 � äâîéñòâåííîå ê V; à ïðîñòðàíñòâî H îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì
äâîéñòâåííûì. Îáà âëîæåíèÿ ïëîòíû è íåïðåðûâíû. Ðàññìîòðèì ïîëóòîðàëèíåéíóþ
ïî u; v 2 V ôîðìó a(u; v): Ïóñòü äëÿ u; v 2 V

ja(u; v)j � � kukV kvkV ; Rea(u; u) � � kuk2
V ; (1)

ãäå � > 0: Ôîðìà a(u; v) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : V ! V 0;
òàêîé, ÷òî (Au; v) = a(u; v); ãäå âûðàæåíèå òèïà (z; v) åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
z 2 V 0 íà ýëåìåíòå v2 V: Åñëè z2 H; òî (z; v) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H [3, ãë. 2].

Äëÿ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C([0; T]; X )
ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, äåéñòâóþùèõ íà îòðåçêå [0; T]; ñî çíà÷åíèÿìè â
ïðîñòðàíñòâå X ; ÷åðåçLp(0; T; X ) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà îòðåçêå [0; T] ôóíê-
öèé ñî çíà÷åíèÿìè â X; ñóììèðóåìûõ ñ p-é ñòåïåíüþ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X:

Ðàññìîòðèì â V 0 íà [0; T] ïàðàáîëè÷åñêóþ çàäà÷ó:

u0(t) + Au(t) = f (t); u(0) = u(T): (2)

Çäåñü è äàëåå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ïîíèìàþòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå. Â [4, ñ. 289] ïî-
êàçàíî, ÷òî äëÿ çàäàííîãî f 2 L2(0; T; V 0) ñóùåñòâóåò (è ïðèòîì åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå
u 2 L2(0; T; V)

T
C([0; T]; H ); u0 2 L2(0; T; V 0) çàäà÷è (2).

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ãëàäêîé ðàçðåøèìîñòè, òî åñòü ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [5].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âëîæåíèå V � H êîìïàêòíî, à ôîðìà a(u; v) óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèÿì (1). Ïóñòü ôóíêöèÿ t ! f (t) 2 V 0 äèôôåðåíöèðóåìà, f 0 2 L2(0; T; V 0);
è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f (0) = f (T): Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (2) áóäåò òàêèì, ÷òî
u0 2 L2(0; T; V)

T
C([0; T]; H ); u002 L2(0; T; V 0):

Ïóñòü Vh; ãäå h � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, åñòü êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà V: Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî V 0

h; çàäàâ íà ýëåìåíòàõ uh 2 Vh äâîé-
ñòâåííóþ íîðìó kuhkV 0

h
= sup j(uh; vh)j; ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà áåðåòñÿ ïî âñåì

vh 2 Vh; kvhkV = 1: Îòìåòèì, ÷òî kuhkV 0
h

� k uhkV 0:
Ïóñòü Ph � îðòîïðîåêòîð â ïðîñòðàíñòâå H íà Vh: Êàê çàìå÷åíî â [6], îïåðàòîð

Ph äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè äî Ph : V 0 ! V 0
h; ïðè÷åì äëÿ u 2 V 0

ñïðàâåäëèâî kPhukV 0
h

� k ukV 0:
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé âîçüìåì ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå 0 = t0 <

t1 < t 2 < : : : < t N = T îòðåçêà [0; T]; ãäå N 2 N: Â ïîäïðîñòðàíñòâå Vh � V ðàññìîò-
ðèì ïåðèîäè÷åñêóþ ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó: äëÿ k = 1; N

(uh
k � uh

k� 1)� � 1 + PhAuh
k = Phf (tk); uh

0 = uh
N ; (3)

ãäå �N = T; tk = k�:
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) ñâîäèòñÿ
ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3), îä-
íîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êîòîðîé óñòàíîâëåíà â [1].

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôîðìà a(u; v) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, òî åñòü
a(u; v) = a(v; u); ãäå ÷åðòà íàä êîìïëåêñíûì ÷èñëîì îçíà÷àåò ïåðåõîä ê ñîïðÿæåííîìó
÷èñëó.

Îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

V(A) = f u; v 2 V j(u; v)V (A) = a(u; v)g:

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ V è V(A) ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü

� 1=2kukV � k ukV (A) � � 1=2kukV (u 2 V):

Ëåììà 1. Äëÿ u 2 V ñïðàâåäëèâà îöåíêà

k[I � Qh(A)]ukV � � � 1=2k[I � Qh(A)]ukV (A) � � � 1=2� 1=2k(I � Qh)ukV ;

ãäå Qh(A) � îðòîïðîåêòîð â V(A) íà Vh; à Qh � îðòîïðîåêòîð â V íà Vh:

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è (2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è ôîðìà a(u; v)
ñèììåòðè÷íà. Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (2), îáëàäàþùåå äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêî-
ñòüþ u002 Lp(0; T; H ); ãäå 1 � p � 2; à (uh

0; uh
1; : : : ; uh

N ) � ðåøåíèå çàäà÷è (3). Òîãäà
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè

max
0� k� N

ku(tk) � uh
k k2

V +
NX

k=1












1
�

Z tk

tk � 1

u0(t) dt �
uh

k � uh
k� 1

�












2

H

� +

NX

k=1








 u0(tk) �

uh
k � uh

k� 1

�










2

H

� � C
�

� 3� 2=p

� Z T

0
ku00(t)kp

H dt
� 2=p

+

Z T

0
k[I � Qh(A)]u0(t)k2

H dt + max
0� t � T

k(I � Qh)u(t)k2
V

�
: (4)

Ñõîäèìîñòü ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê íóëþ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëå-
äóåò èç îöåíêè (4). Ïðåäïîëîæèì äëÿ ýòîãî, ÷òî çàäàíà ïðåäåëüíî ïëîòíàÿ â V ïðè
h ! 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ f Vhg: Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî k(I � Qh)vkV ! 0
ïðè h ! 0 äëÿ ëþáîãî v 2 V: Òîãäà ïðè � ! 0 è h ! 0

max
0� k� N

ku(tk) � uh
k k2

V +
NX

k=1












1
�

Z tk

tk � 1

u0(t) dt �
uh

k � uh
k� 1

�












2

H

� +

NX

k=1








 u0(tk) �

uh
k � uh

k� 1

�










2

H

� ! 0:
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Â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíà ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðåäåëüíîé ïëîòíîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ f Vhg; îöåíêà (4) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñêîðîñòü ñõîäèìî-
ñòè è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Äëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî
D(A) = f u 2 V : Au 2 H g: Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî E òàêîå, ÷òî
D(A) � E � V è âûïîëíÿåòñÿ òèïè÷íàÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ îöåíêà

kvkE � � kAvkH (v 2 D(A)); (5)

ãäå � � 0: Íàïðèìåð, åñëè ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â îáëàñòè 
 îïðåäåëåíî ðàâ-
íîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà è êðàåâûì

óñëîâèåì Äèðèõëå, òî ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà: H = L2(
) ; V =
�

W 1
2 (
) ; V 0 = W � 1

2 (
) ;

E = W 2
2 (
)

T �

W 1
2 (
) [4, ñ. 275]. Åñëè æå íà ãðàíèöå îáëàñòè
 çàäàåòñÿ óñëîâèå

Íåéìàíà, òî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèå: H = L2(
) ; V = W 1
2 (
) ; E = W 2

2 (
) [4, ñ. 276].
Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Vh îáëàäàþò ñëåäóþùèì àïïðîêñèìàöèîííûì ñâîéñòâîì,

òèïè÷íûì äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ òèïà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (íàïð., [7, ñ. 143-144])

k(I � Qh)vkV � rhkvkE (v 2 E); (6)

ãäå êîíñòàíòà r > 0 íå çàâèñèò îò v è h:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî
óñëîâèå (5) è ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (2) òàêîå, ÷òî u 2 C([0; T]; E): Ïóñòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Vh îáëàäàþò ñâîéñòâîì (6). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

max
0� k� N

ku(tk) � uh
k k2

V +
NX

k=1












1
�

Z tk

tk � 1

u0(t) dt �
uh

k � uh
k� 1

�












2

H

� +

NX

k=1








 u0(tk) �

uh
k � uh

k� 1

�










2

H

� � C
�

� 3� 2=p

� Z T

0
ku00(t)kp

H dt
� 2=p

+

h2

� Z T

0
ku0(t)k2

V dt + max
0� t � T

ku(t)k2
E

� �
:

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Áîíäàðåâ À.Ñ., Ñìàãèí Â.Â. Ñõîäèìîñòü ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèåì íà ðåøåíèå // Âåñò-
íèê Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà. 2014. • 2.
Ñ. 81-94.

2. Ñìàãèí Â.Â. Îöåíêè â ñèëüíûõ íîðìàõ ïîãðåøíîñòè ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåò-
êè. 1997. Ò. 62. • 6. Ñ. 898-909.

3. Îáýí Æ.-Ï. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷. Ì.: Ìèð, 1977. 384 ñ.
4. Ëèîíñ Æ.-Ë., Ìàäæåíåñ Ý. Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Ìèð,

1971. 372 ñ.



ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ Â ÑÈËÜÍÛÕ ÍÎÐÌÀÕ ÏÐÎÅÊÖÈÎÍÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ 621

5. Áîíäàðåâ À.Ñ. Ðàçðåøèìîñòü âàðèàöèîííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèì óñëîâèåì íà ðåøåíèå // Âåñòíèê Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ:
Ôèçèêà. Ìàòåìàòèêà. 2015. • 4. Ñ. 78-88.

6. Âàéíèêêî Ã.Ì., Îÿ Ï.Ý. Î ñõîäèìîñòè è áûñòðîòå ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ
àáñòðàêòíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1975. Ò. 11. • 7.
Ñ. 1269-1277.

7. Ìàð÷óê Ã.È., Àãîøêîâ Â.È. Ââåäåíèå â ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1981.
416 ñ.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 àïðåëÿ 2018 ã.
Ïðîøëà ðåöåíçèðîâàíèå 24 ìàÿ 2018 ã.
Ïðèíÿòà â ïå÷àòü 26 èþíÿ 2018 ã.

Áîíäàðåâ Àíäðåé Ñåðãååâè÷, Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Âîðîíåæ, Ðîñ-
ñèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, àñïèðàíò, êàôåäðà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé,
e-mail: bondarev@math.vsu.ru

Äëÿ öèòèðîâàíèÿ: Áîíäàðåâ À.Ñ. Ñõîäèìîñòü â ñèëüíûõ íîðìàõ ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèåì íà ðåøåíèå // Âåñòíèê Òàìáîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: åñòåñòâåííûå
è òåõíè÷åñêèå íàóêè. Òàìáîâ, 2018. Ò. 23. • 124. Ñ. 617�623. DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-124-617-623



622 À. Ñ. Áîíäàðåâ

DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-124-617-623

THE STRONG-NORM CONVERGENCE OF A
PROJECTION-DIFFERENCE METHOD OF SOLUTION OF A PARABOLIC

EQUATION WITH THE PERIODIC CONDITION ON THE SOLUTION

A. S. Bondarev

Voronezh State University
1 Universitetskaya St., Voronezh 394018, Russian Federation

E-mail: bondarev@math.vsu.ru

Abstract. A smooth soluble abstract linear parabolic equation with the periodic
condition on the solution is treated in a separable Hilbert space. This problem is
solved approximately by a projection-di�erence method using the Galerkin method
in space and the implicit Euler scheme in time. E�ective both in time and in space
strong-norm error estimates for approximate solutions, which imply convergence of
approximate solutions to the exact solution and order of convergence rate depending
of the smoothness of the exact solution, are obtained.
Keywords: Hilbert space; parabolic equation; smooth solvability; periodic condition;
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