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Рассматривается задача непараметрического оценивания одного 
функционала от неизвестного распределения по независимой выборке с 
этим распределением. Строится процедура типа процедуры метода на­
копления Фишера, являющаяся асимптотически оптимальной в мини­
максном смысле в различных классах функций потерь. 

§ 1. Постановка задачи 

Пусть заданы семейство вероятностных распределений 3F (на измери­
мом пространстве (ЗВ, U)) и вектор W(x, t) с координатами ^¥i{x, t)., i= 
= 1 , . . . , г, х£85\ t£R\ для которого при всех F&ST, t^R1 конечны интег­
ралы 1 

Х«) (0 = J W (*, t) dF, A(F) (t) = J W (x, t) WT (x, t) dF 

(T — знак транспонирования). Пусть, далее, на ЗГ определен функционал 
£ 0 =Ф(^) , удовлетворяющий уравнению 

(1.1) VF)(O(F))=0. 
При этом естественно предполагать, что d e t A ( F ) ^ 0 , где A(F) = 
=Д(2?) ( 0 ( F ) ) , т. е. что координаты вектора Ч*(х, t0) линейно независимы. 

Задача состоит в том, чтобы по независимым наблюдениям % i , . . . , %п 
с общим распределением F оценить оптимально (при п-^оо) величину 
Ф (F), если известно лишь, что F^SF. 

Эта задача широко изучалась в литературе. В случае г = 1 она была 
поставлена и решена в [1], где были введены так называемые М-оценки. 
В минимаксной постановке указанная задача (при г=1) изучалась в [2] . 
Рекуррентные процедуры оценивания 0(F) также при г = 1 предлагались 
в [3] . При г>1 данная задача рассматривалась в [4] , где для оценивания 
Ф(Р) была введена рекуррентная асимптотически оптимальная в мини­
максном смысле процедура, основанная на некоторой вспомогательной 
оценке Тп0. В этой процедуре для получения из Тп0 асимптотически оп­
тимальной оценки Тп необходимо было на каждом i-м шаге (i^i^n) вы­
числять значение некоторого (1+г(г+3)/2)-мерного вектора, первая ком­
понента которого и являлась искомой оценкой Тп. Таким образом, асимп­
тотически оптимальная оценка Тп получалась из Тп0 за п шагов. Правда, 
при этом на i-м шаге требовалось знание только последнего наблюде­
ния Х{. 

1 В дальнейшем все векторы понимаются как векторы-столбцы. Предполагается 
также, что функция **¥ (ж, t) удовлетворяет обычным условиям измеримости. 
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В данной работе предлагается новая асимптотически оптимальная 
в том же смысле процедура, также основанная на вспомогательной оцен­
ке Тт. Но в отличие от [4] для ее реализации необходимо, зная величину 
Тпо, вычислить всего лишь один раз некоторый (1+г(г+3) /2) -мерный 
вектор, первая компонента которого и будет искомой оценкой Тп. Однако 
при этом нужно на i-м шаге использовать все наблюдения Хи . . . , Хи Та­
ким образом, предлагаемая процедура позволяет улучшить вспомога­
тельную оценку Тпо до асимптотически оптимальной всего лишь за один 
шаг. Эта процедура является аналогом процедуры метода накопления 
Фишера. 

При рассмотрении вводимых ниже процедур будем считать, как это 
обычно делается при изучении процедур метода накопления, что функция 
Ч? (х, t) является достаточно гладкой по t при фиксированных х^Зв. Бо­
лее точно, введем следующее основное условие. 

У с л о в и е (А). Функция Ч* (х, t) дифференцируема по t при любом 
фиксированном х^35\ а вектор Ч?'(х, t) = (dWl(x, t)/dt,. . . , d4?r{x, t)/dt)T 

удовлетворяет для некоторых неотрицательных функций gi(x), /г(а, А), 
£ = 1 , . . . , N и всех х^Зв, a^R\ h^R1 неравенству 

N 

(1.2) \"¥'(х,а+к)-^'(х,а)\^^8,(х)и(а,к), 
г = 1 

причем /г(a, h) — локально ограничена по a, h и 

(1.3) lim sup Д(а ,Л)=0 , i = l , . . . , t f 

для любого К>0. 
Заметим, что условие (А) вместе с условием 

ь. (x)dF<oo, / = 1 , . . ,ЭЛГ 

(которое в дальнейшем предполагается выполненным), гарантирует воз­
можность дифференцирования функции X(F) (t) no t под знаком интеграла. 
При этом 

а (Л = - | ^ ( F ) (0 Ь=<о = J V ОМо) ^ . 

§ 2. Граница снизу для риска оценок 

Опишем, следуя [2, 5 ] , в каком смысле будет пониматься оптималь­
ность оценок функционала t0=Q)(F), удовлетворяющего уравнению (1.1). 

Обозначим через L класс функций потерь /(*/), удовлетворяющих усло­
виям: 1(0) =0, l(z)>l(y) при 

М > М , ЧУ)=Ч~У) И J /(г/')ехр{-Яг/2}^<оо 
— 00 

для любого Х>0. Пусть еще Lp, p>О — совокупность функций из L, не­
прерывных в точке у=0 и таких, что \1{у) \<К(1 + \у\р), где К=К(1). 

Обозначим через A(F) составную матрицу размера (г+1)Х(г+1) 

ш- A(F) -a(F) 
aT(F) 0 I 

Предположим также, что в множестве 3F введена некоторая метрика 
p(G,F), G,FeST и положим Vt{F) = {G:p(G,F)<e, GeST}. 
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В [5] показано с использованием концепции непараметрического оце­
нивания, развитой в [6], что при естественных дополнительных условиях 
на множество ИГ и метрику р (в дальнейшем эти условия предполагаются 
выполненными) для любого распределения F££T и любой функции потерь 
ЫЬ справедливо неравенство 

(2.1) limliminf sup MGl(l/n(Tn'-0(G)))> 

Пп V У 1(F)1 

где 1(F) =det A(F)/det A(F). Здесь и ниже символ G у знака математиче­
ского ожидания или распределения вероятностей указывает, что Х4 имеет 
распределение G, а Тп' — произвольная оценка Ф(С), построенная по на­
блюдениям X i , . . . , Хп. 

В соответствии с (2.1) оценка Тп=Тп(Хи . . . , Хп) функционала Q)(F) 
называется (#~, р, I) -локально асимптотически минимаксной (см. [2,4]), 
если для любого распределения F££T 

(2.2) limlim sup Мс/(Ул(Гп ' -Ф(С))) = 
е->0 n->oo G£V (F) 

l2nJ V 11(F)' 

§ 3. Оптимальные процедуры 
Для того чтобы получить аналог процедуры метода накопления для за­

дачи, сформулированной в § 1, рассмотрим сначала частный случай, когда 
Хи . . . , Хп — независимые наблюдения, имеющие общее распределение 
F(x) с плотностью f(x—t0) по мере Лебега, где t0 — неизвестный одномер­
ный параметр, причем плотность f(x) имеет конечное информационное 
количество Фишера: 

I(S)^\(f(x)Ytl(x)dx. 
Если плотность f(x) известна, то для оценивания t0 может быть исполь­

зована процедура метода накопления, имеющая вид 

(3.1) Тп — Тпо - 2-1; 
/ \Xj—Tn0) 

ni(f) *r? f(xj-Tn0) ' 
где Тпо — некоторая состоятельная оценка параметра t0. Эта процедура при 
некоторых дополнительных условиях является асимптотически эффектив­
ной [7]. 

Пусть теперь плотность f(x) неизвестна, а известны лишь величины 

(3.2) oi0= )Si(x)f(x)dx, i = l , . . . , i 

для некоторых функций Si(x), . . . , Sr(x) таких, что J Si2(x)f{x)dx<^, 
i = l , . . . , г. Тогда задача оценивания t0 является частным случаем задачи, 
сформулированной в § 1, поскольку величина t0 удовлетворяет уравнение 

J W(x,t)dF(x)=0, 
где 
(3.3) W (х, t) = (S, (x-t) o i n , . , . , Sr (x-t) -Or„Y 
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В данном случае для определения t0 уже нельзя использовать процедуру 
(3.1), так как функция f (x)f~1(x) неизвестна. Однако вместо этой функ­
ции теперь естественно взять ее проекцию £Рг(х) в L2(f) на линейное под­
пространство, порожденное функциями Si(x)—oi0, i = l , . . . , г. Очевидно, 
£Рг{х)=Ът(S(x)— о0). Здесь вектор b=b(F) есть решение линейной си­
стемы 

(3.4) A(F)b=a(F), 

S(x) = (Si(x),..., Sr(x))T, G0=(GIO, . . . , Gr0)T, а матрица A(F) и вектор 
a(F) определены выше. Вместо же неизвестной величины / ( / ) в (3.1) 
естественно взять длину проекции £Рг(х) в L2(f), т.е. величину (A(F)b, ft). 

Таким образом, в качестве процедуры оценивания f0 в рассматривае­
мом частном случае, когда известны лишь величины (3.2), вместо (3.1) 
следовало бы использовать процедуру 

п 

(3.5) Тп=Тп0 L 5 2 атW (X,, TnQ), 

где 
(3.6) a=b/(A(F)b,b), 

а вектор W(x,t) задан равенством (3.3). Однако, к сожалению, процесс 
(3.5) нельзя рассматривать как оценку величины £0, поскольку вектор а, 
вообще говоря, неизвестен. 

Ниже будет показано, что по наблюдениям Хи . . . , Хп можно постро­
ить некоторую оценку ап вектора а. Подставляя эту оценку в (3.5) 
вместо а, приходим к процедуре 

п 

(3.7) Тп=Тп0- — ^ О Р ^ Л ) . 
3—1 

Кроме процедуры (3.7) будем рассматривать также и несколько более 
сложную процедуру 

(3.8) Тп=Тп0 - — £ ШктЧ (Х„ Тп0), 
3=i 

где Кп — некоторая положительная последовательность и [а] к=а%т<ку. 
Процедуры (3.7), (3.8) будут изучаться ниже в общем случае оценива­

ния функционала Ф ( ^ ) , определенного в § 1. 
Прежде всего необходимо описать оценки Тп0 и ап величины t0=(&(F) 

и вектора а соответственно. 
Введем следующее условие. 
У с л о в и е (В). Найдется такой постоянный вектор c£Rr, что функ­

ция y¥0(xJ t)=cTW (x,t) не убывает по t при фиксированном х£8£\ 
Условие (В), используемое также в [ 1 , 2 , 4 ] , обеспечивает необходи­

мые свойства вспомогательной оценки Тп0, которую мы построим с по­
мощью формул (см. также [3]) 

( 1 
ln+io = ln0 —— ——- [ т 0 ( л п + 1 , 1 по) Jь , -̂  io=^i^" 9 

(3.9) {i+n)Wn , 
Wn+1=Wn-^-+[X¥o'(X^Tno)]b" , WrwW, 

1 1+п 1+п 
где Wn=Wn, если Vn^Wn^M^» Wn=vni если Wn<vn и Wn=\in, если Wn> 
>|in, a bn=bnh-\ Vn=vrra, iin=\ilog* (l+n), &>0, p>0, v>0 , a > 0 , 
|ы>0, х > 0 . 
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Замечание 1. Величина Wn в (3.9) играет роль оценки величины 
aQ(F)=MF4rо (Xi, t0). Если же эта величина известна, то вместо (3.9) 
можно рассмотреть более простую процедуру 

(3.10) Tn+10=Tn0-——!-——[W0(Xn+i,Tn0))bn Tu=tt6Rl, 
(l+n)a0(f) 

где Ъп=Ьп<-\ b>0, 0<р<7 2 . 
Заметим, что, согласно (3.4), ( 3 . 6 ) , а = Д - ' ( Л а ( Л / ( а ( Л . A~'(^)a(F)) 

и, следовательно, a=a(F) является решением линейной системы г+1 
уравнений с г+1 неизвестными 

(A(F)a=ka(F), 
I aTa(F)=l. 

Отсюда находим, что 
(3.11) a=detA i(F)/detA(F), 
где &i(F) — матрица, получающаяся из &(F) заменой ее г-го столбца на 
столбец ( 0 , . . . 

Положим 

(3.12) сс„ = 

(3.13) Д„ = 

,0 ,1) т . 
п 

п » - 1 

п 

га1Г, 

1 п0/ , 

т о)УТ(Хн, Тпо) 

В соответствии с (3.11) в качестве оценки ап величины а возьмем оценку 
(3.14) an=det Ax-„/det dn, 
где 

f detAn, если detAn^O v 
1 1, 

An —a„ 
a»T 0 если det An=0, 

а Аг„ — матрица, получающаяся из Ап заменой ее г-ro столбца на столбеп 
( 0 , . . . , 0 , 1 ) т . 

Сформулируем еще следующее условие, накладывающее ограничение 
на метрику р и функцию W (x, t). 

У с л о в и е (С). Метрика р в ^ такова, что для любого распределения 
F^SF найдется окрестность U=U(F), для которой 

{СЛ) dv = mi ( c ,a (G))>0 , 

{С.2) найдутся такие б0>0, А0>0, что 

sup 
lnj<6o,GG£7 

\\4{h+®{G),t)\*dG<oo 

для некоторого А>А0, 
(С.З) найдутся такие р0>0, qQ>0, что 

sup 
GGU 

1[|^'(*,ф(С))1'+1л(*,ф(<?))|«]лг<с 
для некоторых р>р<>, q>qo, i = l , . . . ,N, 

(СА) К„ = sup | Ф ( С ) | < « , 
GSU 
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(Co) sup| |A(G)| |<~, 

(С, 6) e0 = infdetA(G)>0, 
GSU 

(СЛ) функционал 1(F) непрерывен в метрике р в ^ . 
Справедливы следующие утверждения. 
Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия (А), (В), (С), причем Л0=2, 

j?o=g0
=l. Тогда процедура (3.7), (3.9), (3.14) является (&', р, I)-локально 

.асимптотически минимаксной для любой функции потерь l£L0, если только 
постоянные р, а, к выбраны согласно неравенствам 
(3.15) а < р < ( Д - 2 ( 1 + а ) ) / 2 ( Д - 1 ) , 
(3.16) х<4(1-%) ( р - а ) / ( 1 - 2 ( р - а ) ) . 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия (А), (В), (С), причем А0= 
=Ре=(7о=2/?, где р>1. Пусть, кроме того, 
(3.17) |/<(а, h) \<d(a) (l+\h\m), i= l , ...,N, 
где m —некоторое положительное число, а функции С{(а) локально огра­
ничены. Тогда процедура (3.8), (3.9), (3.14) является (&~, р, I)-локально 
асимптотически минимаксной для любой функции потерь 2£L2~p, если по­
стоянные р, а, х выбраны согласно (3.15), (3.16) и Кп=0(1псп), п^°° 
для некоторого с>0, i£n->°°. 

Замечание 2. В ряде случаев может оказаться (см. § 4), что некоторые 
из элементов матрицы A(G) и вектора a(G) выражаются через известные 
величины Ою,..., Ого. Тогда, конечно, их нужно сразу использовать в про­
цедурах без предварительного оценивания по формулам (3.11), (3.12). 
При этом, очевидно, теоремы 1, 2 остаются в силе. 

Замечание 3. Как видно из доказательства теоремы 1, эта теорема оста­
ется справедливой, если в процедуре (3.7) вместо вспомогательной оценки 
Гпо, определяемой формулами (3.9), использовать любую "j/ft-состоятель-
ную равномерно по G^U(F) оценку. Аналогично теорема 2 остается в силе 
для любой вспомогательной оценки Тп0, удовлетворяющей соотношению 

sup Мс |Гп0-Ф(С)|*<оо 
GBU(F) 

для любых 5>0, F&3T. Если величина a0(F) известна, то этому соотноше-
лию удовлетворяет оценка, описанная в замечании 1. 

§ 4. Оптимальное оценивание среднего значения 
В качестве примера рассмотрим следующую задачу, изученную впер­

вые в [8]. 
Пусть Хи..., Хп — независимые наблюдения, имеющие общее распре­

деление F и неизвестное среднее значение t0=(b(F). Требуется по выбор­
ке Хи..., Хп оценить наилучшим образом £0, если распределение F неиз­
вестно, а известны лишь центральные моменты; 

(4.1) M,(Xi-to)'=°<o, «=2 г, Ц 
причем -:; 
(4.2) ШР(Х,-и)2г<^. 
В [8] было показано как, зная с 2 0 , . . . , аго, построить оценку Тп величи­
ны £0, которая при каждом фиксированном п имеет, вообще говоря, мень­
шую дисперсию, чем дисперсия оценки среднего арифметического. При 
^том оценка Тп являлась оптимальной в некотором специальном классе 
несмещенных эквивариантных оценок. 
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В [9] показано, что задача оценивания величины t0 при ограничениях 
(4.1) может быть сведена к задаче оценивания линейного функционала 
при условии, что известны значения г других линейных функционалов. 
Локально асимптотически минимаксная процедура, построенная в [9] 
и основанная на [/-статистиках, может быть использована для оптималь­
ного оценивания среднего t0. Установленные выше теоремы 1, 2 позволяют 
построить другой класс локально асимптотически минимаксных оценок Тп, 
несколько более простых в вычислительном отношении, чем процедуры 
из [9]. 

Обозначим через ЗГ множество распределений F, для которых выполне­
ны соотношения (4.1), (4.2). Тогда tQ=Q){F) можно рассматривать как 
функционал на ЗГ, удовлетворяющий системе г уравнений 

J ¥<0М)^=О, i=l,...,r, 
ГДе Ч Г г ( ^ , t) = (x—t)1—Ого, £ = 1 , . . . , Г, ПрИЧвМ 040 = 0 . 

Сразу заметим, что в данном случае выполнено условие (В) при с т = 
= (—1, 0 , . . . , 0) . При этом *¥0(t, x)=t—х и, значит, согласно замечанию 3 
в качестве Тп0 можно рассмотреть оценку, определяемую рекуррентно сле­
дующим образом: 

(4.3) 

1 
\-тп 

I Tn=tfiR\ Ъп=Ъп1>-\ 0 < £ < 7 2 . 

Введенное множество ЗГ является слишком широким. Ему, в частности, 
принадлежат распределения F, для которых величина MF(XV—t0)2r может 
принимать сколь угодно большие значения. Кроме того, в множестве ЗГ 
есть распределения F, для которых det A ( F ) = 0 . В связи с этим несколько 
сузим множество ЗГ, рассмотрев вместо него множество &~=&~(г, у) такое, 
что У^ЗГ, 
(4.4) s u p M ^ I ^ - O ^ I ^ + ^ o o 

и det A (F) =7̂ 0 при всех F 6 ^ , где ^ — некоторое положительное число. 
Введем в 3F метрику р, удовлетворяющую следующему условию. 
У с л о в и е (D). Метрика р в ЗГ такова, что 

l imp(F ,F f c )=0 
Л->0 

для любого семейства распределений Fh£@~ вида 

dFh 

dF (s) = (l+ft<Po(M)), 

где ф0(^, х) —ограниченная функция, F — произвольное распределение 
и з З Г 

Условие (D) не является слишком ограничительным. Ему, в частности, 
удовлетворяют метрика Хеллингера, метрика полной вариации, метрика 
пространства L4(—°°, °°). 

В рассматриваемом случае вектор a{F)=a известен и определяется 
следующим образом: а— (—1, 0, — З а 2 0 , . . . , —гог-ю)т. Что же касается 
матрицы A(F) , то в ней известны элементы, стоящие выше побочной 
диагонали. Таким образом (см. замечание 2), для построения оценок ап 
достаточно оценить лишь элементы Aij(F) матрицы A(F) , для которых 
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i + / > r . Более точно, положим 

An —ос 
(4.5) Ап = О 

где элементы An
ij матрицы Дп определены формулами 

(4.6) Л *• 1 у* )i+j-oi0Gj0, i+j>r. 
i = i 

Пусть an= (ani,. . . , а„г) — вектор, заданный с помощью формулы 
(3.14), где матрицы Ап, Ап определены в (4.5), (4.6). 

Рассмотрим процедуру 

(4.7) * п — J- ПО zLj ^«J агпХ\ап\<\ъ. nl \^j -* no) GiOJ. 

Справедливо следующее утверждение, вытекающее из теоремы 2 и за­
мечания 3 (см. § 5) : пусть метрика р удовлетворяет условию (D), причем 
в этой метрике непрерывны функционалы 

Ь ( F ) = \{x-®{F))kdF, F£&~ 

при любом k=2, 3, . . . , г. Тогда процедура (4.6), (4.7) является (ST, р, I)-
локалъно асимптотически минимаксной для любой функции потерь l£L2. 
В частности, 

l imlim sup М С ( У ^ ( Г П - Ф ( С ) ) 2 = / - 1 ( Л , F*9~. 
8_>0 ?i->oo Get/ „(-F) 

§ 5. Доказательство теорем 

Всюду ниже F — фиксированное распределение из ST и Sn(G) = 
= Г П 0 - Ф ( С ) . 

Л е м м а 1. Пусть выполнены условия (А), (В), (СА), (С.2) при А 0=2 
u (С.4). Тогда процесс Тп0, определенный формулами (3.9), удовлетворяв? 
для любого s > 0 свойству 

sup MG\yn8n(G)\s<oo, 
п>1, Gei/(F) 

ес/ш постоянные р, а, % выбраны согласно неравенствам (3.15), (3.16). 
Этому же свойству удовлетворяет и процесс (3.10), если 0<^><1/2. 

Доказательство полностью аналогично доказательству теоремы 3.1 из 
[3] и леммы 4.3 из [4] . 

Пусть F{G)(x), G&U — семейство функций переменной x^cfi, каждая из 
которых зависит от некоторого распределения G&U, где U — некоторое мно­
жество распределений на $6, ап — положительная неслучайная последова­
тельность, Xh — независимые случайные величины со значениями из $?, 
имеющими общее распределение G. 

Л е м м а 2. Пусть выполнены следующие условия: 

\ F(G)(x)dG 
a-G^1 iF(0)(i)l<ari 

1) — sup •0 При П->оо, 
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2) n sup \ dG \-+0 я /ж тг->оо, 
0 6 1 7 > > ( х > | > « й ' 

3) max ^ < С ̂ L , с = const. 

Тогда для любого е > 0 справедливо соотношение 
п 

s u p P G { — 2 j F < G , ( X f t ) | > e } + 0 n/и* /г+°°. 
Get/ ' e n s = , ' 

Доказательство полностью аналогично доказательству теоремы 6 из 
J10, с. 318]. 

Л е ^ м а 3. Пусть ап=п\ F(a)(x)=fG) {х)ц(0){х), где 

sup \[\PG){x)\»+\^G){x)\"]dG<°°, 
G£U 

причем J L I > V > 1 , a—1>1/|LI. Тогда справедливо заключение леммы 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим, что выполнены условия леммы 1. 

Пусть а—1>1/р,. Тогда 

rasup 
Geu 

+ rasup 
Geu 

^n sup 
G6tT 

dG 

J iG 
|/(G)(x)J>ne 

< ^ [ГС1"8^ + nl-v(«-8>] -> 0. 
|<p( G ) (x) |>n a - s 

Здесь и ниже (Л- — положительные постоянные, не зависящие от G. Кроме 

С dG 
\F(G)(x)\>na 

того, 
- ^ - r s u p l ^ F ( G ) ( .T)dG|< r e sup \ dG + 

1/^(*)|>«в 

+ - ? = Г ^ I Ф(<г)(«) I dG < Cs [и1"8*1 + ne"a+1] -> 0. 

Лемма доказана. 
Л е м м а 4. Пусть Хи & = 1 , . . . , п — последовательность независимых 

юдинаково распределенных случайных величин с нулевым математическим 
ожиданием, причем M|X1 | s<oo. Тогда 

М 
I 1 

5J*< Г iC/i1 ес/ш K s = ^ 2 , 

sup M \—__7 xXi 
1/п . Л 

; С, ес/ш 2 ^ s , 

где С — некоторая постоянная. 
Первое утверждение леммы установлено в [11], а второе — в [12] . 
Л е м м а 5. Пусть выполнены условия леммы 1 и условие (С.З) при 

/?в=<7о=1, сь процесс Тп0 определен формулами (3.9) или (3.10). Тогда для 
любого е > 0 справедливо равенство 

sup PG {| an-cto (G) | > e } =0 (n~6), n-+ oo 
Get /^ ) 

&яя некоторого S>0 . . .^ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем 8i<60 настолько малым, что * 
N 

<5.1) 2-f SuP M ^ » № ) sup /i(a,ft)<e/4. 

Такой выбор возможен в силу (1.3). С учетом (5.1) и условия (А) имеем 
п 

{5.2) Р0 {| an-a„ (G) \ >е} < Рс { | -^-]£ [ Т' (Х„ *.) -
Я п 

-мд ' (4* . ) ] | >е/2} + PG{XJ [ ^Ел [&№)-
г = 1 j= 

- M G ^ ( ^ ) ] | > C , } + P e { | 6 » ( G ) | > 8 l } . 
Теперь утверждение леммы вытекает из лемм 1, 2. 

Л е м м а 6. В условиях леммы 5 для любого е>0 
sup PG{\\An-A(G)\\>e}-+-0 при п-*оо. 

GeU(F) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть An
kl, Ahl(G) — произвольные элементы 

матриц Ап, A(G) соответственно. Тогда 
п 

Дп
ы-Д*' (G) = — £ , [ Цгк(Х„ Гп0) Y, (Xh Tn0) -

п 

+ (/п3+/„4+/п6) (У в б») \ *.=*„ (G), 

п 

п 

^4Smftf.)[4'/ft ,w !8,)- ,p/№,*,)]+ 
•MF, №, *.) [ 4Y №, о̂+е.бп) -4Y (х„ *,) ]}, 

n 

fn* - Л ^ t ̂ *' №> fo+e,6n) - v / (хл *,) ] x 
n j _ . 

x[4V(Xi,*o+e26„)-Ч'/Сад L 
n 

/„, = Л W №, *.) №,' (X„ f„+0A) - W (X„ f.) ]+ 

+v,' №, *.) [ v / (x,, fo+е.бп) - v / (x,, *,)]}. 
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Здесь величины 84, 62 заключены между 0 и 1. Не ограничивая общности, 
можно считать, что /?<2, q<2. Из леммы 3 при а=3/2, /<G>(#) = 
=y¥h(x, £0), <piG)(х)=Ч?1'(х, to), |Л=А, v=p вытекает соотношение 
(5.3) sup | /n i | -^0 при п-+оо. 

G£U(F) 

Кроме того, в силу (1.2) 
JV n 

(5.4) \и<2^^£\У(х^°)\§Лх>)Х 
г —1 j = l 

x[/ ,(M26»)+/,(*o,ei6n)] . 

Из леммы 3 при а=72 , fG)(x) = \W(x, t0)\, q>iG)(z)=gi(z), JLX=A, v=g, 
учитывая локальную ограниченность функций /*(а, h) и вытекающее из 
леммы 1 соотношение 

sup PG{|Sn |>l}-^0 при гс->оо? 

получаем, что 
(5.5) sup l^ l -^O при ^г-̂ оо. 

G&U(F) 

Применяя еще раз лемму 3 при а=2, /(G) (x)=y¥h' (х, £0), ф(е)(я) = 
= \РУ (я, £0), fA=v=p, приходим к соотношению 
(5.6) sup | /ггз | -^0 при п-+оо. 

G£U(F) 

Далее, 
N п 

11т | = £ Л l j ^ 2 № > /« ('о, в1б„) U (to, е2б„) , 

iV П 

Х[Л(*о,в1б„) + Л(*о,в2б„)]. 
Поэтому, как и выше, из леммы 3 находим, что 
(5.7) sup [|/п4| + |/П5|]-^0 при п^оо, 

GeU(F) 

Из (5.3) —(5.7) вытекает требуемое утверждение. 
Л е м м а 7. Пусть выполнены условия леммы 1 гг условие (С.З) тгрг* 

^о=^о=2, а процесс Тп0 определен формулами (3.9) и./ш (3.10). Тогда 

sup Ро{| |Д»-Д(£)| |>е}=0(и-в) , ^^°° 
G6U"(-F) 

для некоторого б>0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0<ji<|io=1/2min(A—2, ^—2, д—2). 

Тогда 
s u P M e { [ | T ( Z i t * 0 ) | | Ч " № Л ) | ] 1 + Й + 

G£U(F) 

+ \x¥'(Xj,t0)\
w»)+[gi(Xht0)r

i^}«x>. 

Положим 

1/=|Т(Х„*.(С))|^(Х,). 
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Имеем 

P a { | / » i V n 6 . | > e } < P e { - ^ 5 j b | 6 » l > e / 2 } < 

п 

< P » { | — Z t S i - М Ы | |6„ |>e/4}+P G { |6„ |>6 'Je 
п • 1 

1+Ц\ 1/(1+Ц) 
X < (Ma — L t ^ - М Ы ) 

X(M G | S n | ( 1 + ^)^ / ( 1 + ^+P G { |6 n | >Q=O(^- 6 0 , ?г-сх> 
для некоторого 64 в силу лемм 1 и 4. Точно также устанавливаем, что 

sup PG{[|/»2V^en| + |/nS+/„4+/»5| (Ubn)2]>e}=0(n-*>) 
G£U(F) 

для некоторого 62>0. Лемма доказана. 
Л е м м а 8. Пусть выполнены условия леммы 6 и условия (С.5), 

(С.6). Тогда для любых е>0, i=l, . . ., г 
(5.8) sup PG{|a,-n—^i(G) |>e}->0 яри г̂->оо. 

G£U(F) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как 
sup [||A(G)|| + |o(G)|]<oo, 

G£U(F) 
TO _ _ 

det An=det A (G) +^„, det Ain=det A*(G) +*fm, 
причем 
(5.9) ||'Yn||+llT«-ll<Ce[||A„(G)-A(G)||+|an-a(G)|] 
для любых GdU, г=1, . . . , r. 

Очевидно, 
(5.10) PG{|a n i- a i(G) |>e}ssPG{detS„=0} + 

+Рс{|а„ ;-аг-(С) | > 8 , deta„=JfcO}=Pe{|'Y»|^1/2eo} + 

+ M detA(G)(detA(G)+Tn) > 8 ' IT-1</««.|-

Поэтому (5.8) вытекает из (5.9), условия (С.5) и лемм 5, 6. 
Л е м м а 9. Пусть выполнены условия леммы 7 и условия (С.5), 

(С.6). Тогда 
sup Y0{\ain-ai{G)\>e)=0{n-i) 

GeU(F) 

для любого е>0 и некоторого б>0. 
Доказательство немедленно следует из (5.9), (5.10) и лемм 5, 7. 
Из леммы 9 вытекает 
Л е м м а 10. В условиях леммы 9 

sup MGI [ 
GE:U(F) 

для любого s>0, если Kn=0 (lnmn) для некоторого m>0, 7г->°°. 
Положим ^ = ^ ( С ) = а Г Т ( ^ , *0(G)), г ^ л ^ И ^ ' ^ W ) . 
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Л е м м а 11. Пусть выполнены условия (А), (В), (С) (за исключени­
ем, быть может, условия {СЛ)), причем А0=2, p0=q0=l. Тогда для про­
цедуры (3.7), (3.9) (или (3.10)), (3.14) справедливо равенство 

п 

U(Tn-t0(G)) = --±£uG)+Kn, 

где кп-+0 при п-+°° по Р0-вероятности равномерно по G^U(F). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G^U(f), a=a[G), t0=t0(G). Перепишем 

(3.7) в виде 
п 

Тя=Тп0 £ а г W (Xh Tn0) - / . , 
п , - » 

где 
п 

/« = — £ ( а „ - й ) г У ( 1 , Г „ „ ) . 
п , - . 

Отсюда 
п 

(5.11) Тп=Тп0—-Х,аЧ¥(Х,Л)+^Ч^Л)]6„-
п т , 

3=1 

—In=TnQ /«Д; 2-J 'Л*6™ 2-1 X>jdn-In. 

Здесь "Ф"(х, ^о+вбп) — вектор с координатами 4V(^, £о+0ьбп), причем 
0<8 к<1, 1 < А < г и ^ = а Г [ 1 Р ' № ^ о + в 6 п ) - Ч Г ' № ^ о ) ] -

Заметим, что MGr\j=aTa(G)=l. Поэтому, согласно (5.11), 
п п 

Т/2 . t П 
3 = 1 3=1 

4Еь 
3=1 

jit п 8п—У п 8п. 

Значит, для любого 8>0 
п 

(5.12) PG{| хя | >е} ̂ Ра{ | - ^ Z (^-Matii) V^Sn | >е/3 }+ 
i = i 

+ Р Д I — Ул^Упбп | > е / з } + Р с { | У и / » | > е / 3 } . 

Из леммы 2 при an=w, F{G) (x) =v)j-MGv}j вытекает, что 
n 

— 2и(Лг-м*ть)-*0 
ft • „ 
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по вероятности PG равномерно по G^U(F). С другой стороны, как это вы­
текает из леммы 1, величина Уп8п ограничена по вероятности также рав­
номерно по G&U(F), т. е. 

(5.13) lim sup PG{|Vrc6n|><?}=0. 

Следовательно, первое слагаемое в правой части неравенства (5.12) стре­
мится к нулю равномерно по G^U(F) при п-+°°. 

В силу условия (А) и равномерной по G^U(F) ограниченности a(G)r 
имеем при любом G^U(F) 

п г N п 

I 1 

п 

= Св[-

Y у п бп | < Св -i- £ , Xi 2-i Si №) U (h, в А) V и 6„ = 

г ЛГ n 

1V.VV, 

/2 
ft=l i = l j = l 

^ j ^_s ̂ J /«(*o, 6 A ) M0g, (Xt) + 
ft=i i = i i = i 

+ I J I J — H ^ i W - M ^ (X,) )/,(*„ ЭАбп)]утгбп. 
fe=l г = 1 i = l 

Как и выше, из лемм 1, 2, (1.3) и (5.13) находим, что и второе слагае­
мое в правой части (5.12) стремится к нулю по вероятности равномерна 
по G£U(F) при п-+°°. 

Наконец, пользуясь представлением 
п п 

UIn= (ап-ат) -4 Yi У №> Т«°) = («»-«)т-4-£ W (х>> *о) + 
In . , Уп . , 

+T,(^^o)6n+(T/№^o+e6n)-T,№^o))6j 
и проводя рассуждения, полностью аналогичные предыдущим с учетом 
леммы 9, найдем, что 

sup Рс{|Уй7п |>е/3}-*0 при гс-^оо. 
GeU(F) 

Лемма доказана. 
Для доказательства теоремы 1 достаточно заметить, что из леммы 11 

и свойства (С.7) вытекает для любого y£Rl соотношение 

(5.14) lim lim sup \VG{U(Tn-t0(G))<y}-
e-*0 n->-°o G£U , (F) 

1HF)_ L_r(F)«./Sdll. 0 

Отсюда следует (2.2) для любой функции №L0. 
Замечание 4. Теорема 1 остается справедливой, если процедуру (3.7) 

заменить на процедуру (3.8) и потребовать, чтобы Кп-+°° при ?г-^°°. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Выберем е>0, pt и р2 согласно 

неравенствам p2>Pi>p+£, /?2<min(A, p, q). Тогда из (3.8) имеем при 
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v=pj(p+e), n=piKpi—p-e) 

MG\Yn(Tn- t0) |»S«> < 2MG| Vn(Tn0 - t0) |«we) + 

+ 2MG 
%n ~7= / , ^ (X;, Гпо) 

|2 (p+8) 

Но при всех G£U(F), согласно лемме 10, 

J n 
Mc }/V 

3=1 ' 

£*(*„Г»о)| } <C7{MG|-i=^T(^l2'B0)| } . 

Как и выше, находим с помощью условия (А), что 
71 ft 

(5.15) MG \—_Yi V №. Г"о) I % C.f Mc| 4гЦ Y (Xh t„) 
2P, 

+ 

Уд . , 

2 P | 

+ 
7i 

+ MG\^^{^f(Xht0+Q8n)-W/(XjJ0)]8n\ Pl]. 
3=1 

Из леммы 4 имеем, принимая во внимание (С.2), 

I 1 V 
sup MG| —-./ , Y№,« 

2Pi 

<<*>. 

Далее, при v=p2/pi, \n=pd(рг—Pi) справедливы неравенства 

Ma uz. In 
4f'(Xht0)8r 

C9MG| — £ , № ' № , t0)-MGW'(Xh t0) ]ln6 
2Pl 

n\ + 
n • * 

+ CMo IУ«6n 123"<C9{ MGI —J], [ 4" (X,, *.) -
I 2p 2 Л 1/v __ 

- М 0 Т ' № Л ) ] | } {ilfe | Vra6„ |a"^} 1/(4-CeMe | У ге-б„ | 2pi 

Поэтому, согласно леммам 1, 4 и условию (С.З): 

sup M J - ^ X ^ ' ^ ' 
n>l,GGU'(i?) In . 

U)bn < o o 
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Кроме того, 

«J _ 
In 

Mo 14X [^'(^^o+eej-^'^^iej23" 
r N n 

1 Утг 

2Pi 

ft=l г = 1 j = i 

I i r i \-i - l2Pl 

^C10MG — 2j2 j^№)( l+ |6n | m ) r^6 n . 
1 n • * • * 

г = 1 э = 1 

Отсюда, как и выше, с учетом (С.З) получаем, что последнее слагаемое 
в правой части (5.15) ограничено по п равномерно относительно G^U(F) 
(при этом нужно также воспользоваться условием (3.17)). 

Итак, 
sup MG|f«(r„-g|2(?+E)<oo-

Из этого соотношения и справедливого (в силу замечания 5.1) равен­
ства (5.14) вытекает утверждение теоремы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я §4. Проверим, что выполне­
ны все условия теоремы 2 (с учетом замечания 3). 

Воспользовавшись конкретным видом функций Wi(x1 t), получаем 
|4V(*, a+h)-T¥i'(x, ^l^C^xl^+lal^+m*-2]^] 

при всех i = 2 , . . . , г и, следовательно, 

\Ч?(х, a+h)-4(x, a)\<Cl2[l+\x\r~2+\a\r-2+\h\r-2]\h\. 
Таким образом, условие (;1) выполнено при iV=3, gi(x)=l+\x\r~2, 
ft(a h)=h, g*(z)=l, /a(a, h) = \a\r-*\h\, g*(x)=l, /3(a, h) = \h\r-\ 

Как отмечалось в § 4, условие (В) также выполнено, причем 
W0(t,x)=t-x. 

Положим в условии (С) U(F)=£T. Тогда е^г=1, т. е. справедливо 
условие (СЛ). 

Из (4.4) и вида функций gi(x), i= l , 2, 3 вытекает справедливость и ус­
ловий (С.2), (С.З) при A=p0=q0=2. Условия же (СЛ), (С.5) являются 
следствием (4.4) при U(F)=8T, а условия (С.6), (С.1) вытекают_ из не­
прерывности функционалов \k{F) и неравенств detA(F)^0, detA(F)^=0 
при F^ST. (Неравенство detZ\(F)^0 следует из неравенства detA(F)¥=0, 
поскольку, как нетрудно проверить, (A(F)xr, xr) = (A(F)xr+i, xr+i) для 
ЛЮОЫХ <3?1, . . . , Хп Xr+ii ГДе Xr \X\_-) . . . , Х^)^ Xr-Jri===\Xi1 . . . , Хп Xr+i))» 
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