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В настоящей статье рассматриваются действительные функции, опре­
деленные на положительной полуоси. Пусть Зй —класс измеримых функ­
ций, % — класс функций, непрерывных справа, невозрастающих, интегри­
руемых на (0, 1) и стремящихся к нулю при х-^оо, 912 — класс непре­
рывных выпуклых функций, принадлежащих %. 

Для / из 9ii имеют смысл синус- и косинус-преобразования Фурье 
(см. (*), теорема 123): 

оо оо 

FB (х) = у\ \ f (*) s i n x t d t > Fo (х) = у\ \ f («)cos x t d t -
о о 

Функцией распределения неотрицательной функции h из 9W называ­
ется функция, определенная на (0, оо) при помощи равенства D(y; h) = 
— \х{х: h(x) > у}, где \л/'— линейная мера Лебега. 

Введем следующие обозначения: если / е Э14, то G (х) = — / j ; если 

j е %, то Н (х) = § 11 / + (t) J dt, где /+' — правая производная функ-
о 

ции /. Она существует в каждой точке, не убывает и непрерывна справа 
( 2 ) . Кроме того, /+' неположительна, так как / не возрастает. 

Интегральный класс Lw,o, где функция Ф непрерывна на [0, оо), не 
убывает, Ф(0) = 0 , Ф(2и) = 0(ф(и)), а 4 я неотрицательна и измерима, 
определяется как подкласс 9И, состоящий из функций h, для которых 

00 
J" х¥(х)Ф(\к(х)\)dx <; оо. Если W(x) = 1, то используется обозначе-
0 

ние Ьф. 
Основным результатом настоящей статьи является теорема об эквива­

лентности функций распределения преобразований Fa и G. 
Т е о р е м а 1. Существуют абсолютные положительные константы с4, 

сг и с 3 такие, что для всех f е % и у > О 
D(y; ctF.) < D(y; G), D(y; c,F8) ^ c3D(y; G). 

Теорема 1 есть следствие более общего утверждения. Таким утвержде­
нием является 

Т е о р е м а 2. Пусть dy = sup {х: G(x) > у}. Тогда 
а) (х: G(x) > у} с ( 0 , dy); б) {х: 7 Л ( « ) > у} с ( 0 , d y ); 

*) (dy, 2dy) cz {х: 2G(x) > у); г) р{я: 48F e(*) > у)J] (dy, Ыу) > Vmdy. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Равенство 

оо F t ( x ) = yr4$ * — Д 1 — ( 1 ) 
О 

можно получить при помощи формулы интегрирования по частям, приме­
ненной к правой ^асти (1). 
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Кроме того, известно ((*), стр. 25), что при 0 < а < Ъ < оо , х > 0 и-

/ ел 
ъ 2/ (а) (2> 

Докажем теперь два вспомогательных утверждения. 
Л е м м а 1. Пусть f е 914. Тогда Зля любого а > О 

sin atf Л <;3 sup G (z). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если a ^ x~\ то 

|$/<o sin xt dt [xa sup f (t)t^ supG(z). 

Если a ;> x~\ то, используя предыдущий случай и (2), получим 

|J/W sin xt dt 
x 1 a 
\ f(t)sinxtdt - f I \ f(t)sinxtdt\^3 sup G (z) 

Л е м м а 2. Пусть h^$R. 2?с/ш действительные числа а > О, {$ > 0 Г 

у > 1 , й > 0, у > 0 таковы, что при х ^ a I ^ *У >̂ иролее того,. 

то 

та 

4 - $ i M * ) i * * > p y , 
а 

I Х {х: ^ Н Г ^ 1 * <*) I > У } П ( * . Г « ) > - | - « • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим <$ — {х: 2(у — l)$~l\h(x) \ > у}г 

— дополнение Тогда, учитывая, что на С<£ | М Ж ) 1 ^ 

^ 2*"1 (у — l ) - 1 l P y , и условия леммы 2, получим 

it* 

а # П ( а . Ya) 

+ \ \ h (х) | dx < о г * в № » П (a, ra) + or* (Г - 1) «2" 1 (r - 1 ) " 1 -

= a"%pg П (a, ra) + 2 - % . (3> 

Из (3) следует заключение леммы 2. 
Продолжим доказательство теоремы 2. Ясно, что а) следует из опреде­

ления dy. Если dy = 0, то G(x) ^.у на (0, оо) и из леммы 1 предельным 

переходом при а - ^ о о получим, ч т о ^ 8 ( я ) < 3 j/^^supG ( z )<:3 
Если d y > 0, то из леммы 1 и (2) вытекает, что 

^ / ( / ) s i n # £ U £ 

(4> 
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Предположим теперь, что х ^ dy. Тогда из (4) следует, что F8 (х) ^ 
< : 7 sup G(z), и F8(x) ^7у согласно определению dy. Следовательно, 

zd у 
при х ^ dy 

F8(x)^7y, (5) 
и пункт б) теоремы 2 доказан. Далее, в) и г) травиальны, если dy=0. 

Если dy > 0, то при dy < х < 2dy 2G (х) = 2 1 / ( ± ) > 2 1 ^ ' ("^) = 

= ^ г/, так как / не возрастает, a G непрерывна слева. Отсюда сле­
дует справедливость в). 

Согласно (1) и теореме о перемене порядка интегрирования для любо­
го и > О 

4W 4U оо 

^ f , ( x ) e t e > | A - | - i Т " ! ( l - c o s a r f ) £ . [ - / ( « ) ] > 
u u u — 1 

Г оо 4u 

> - | - V / " 1 4 J ( l - c o s x f ) d x > 
u - 1 и 

> 4 - / ! ' ( т ) > 4 - ' ® - <6> 
Подставив в (6) вместо и dy, и умножив обе части полученного нера­

венства на dj,"1, мы заключаем, что 
4tdy 

JL.^ Fs(x)dx>±-G(dv), . (?) 

а так как G(dy) ^ у, то из (7) следует, что 

[ Fa(x)dx^l/Sy. (8) 

Если мы к (5) и (8) применим лемму 2 с h(x) =Fa(x), a — dm |J = Ve, 
у = 4, 6 = 7, то убедимся в справедливости пункта г). Теорема 2 дока­
зана. 

З а м е ч а н и е . В теореме 1 утверждается, что для / е % функции рас­
пределения F8nG имеют один и тот же порядок на (0, оо). Если рассмат­
ривать не функции распределения, а сами функции F8 и G, то подобное 
утверждение неверно. Точнее, используя рассуждения из ( ( 3 ) , теор. 8), 
можно построить функцию / ^ % такую, что 

limFs(x)/G(x) = 0. 

Приведем теперь формулировку теоремы, аналогичной теореме 1, для 
косинус-преобразования. Она доказывается методом, подобным применен­
ному при доказательстве теоремы 1. 

Т е о р е м а 3. Существуют абсолютные положительные константы с/, 
cj и Съ такие, что для всех f е % и у > О 

D (у; c[Fc) < D (у; Я ) , D (у; с^с) > съВ (у; Я) . 

Из теорем 1, 2 и 3 можно вывести теорему об интегрируемости преоб­
разований Fs и F c . 

Т е о р е м а 4. Пусть Ч^я) неотрицательна на (0, оо), интегрируема 

ма (О, г ) для каждого е>Ои ^%¥1(x)dx=0 (¥г (е) е ) . 
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Пусть 

ЧГ(х) = Гх{х) п Р и 0 < х < ^ ? м 1° при 0<х<19 

2 [ ) \0 n p u l < a ; < o o ; при 1^х<оо. 
Тогда если / е 3 1 х , mo i ^ e i ^ . o ^ G e Z ^ o ; если}&Я12, то Fc& 

Е1Ь\?Ь фФФ Н ЕЕ Ьцгь Ф для каждого i = 1, 2, 3. 
Теорема 4 обобщает йекоторые известные теоремы об интегрируемости 

Fan Fc. Например, теорему Боаса (см. ( 4 ) , § 9) для Fa, в которой Ф (и) = 

Относительно других теорем такого типа см. там же и в ( 4 ) . 
Из теоремы 1 следует, что справедлива 
Т е о р е м а 5. Если для некоторой функции f из % Fa е £ Ф , то 

оо V 

lim J Ф ( | (ж) — | / - | - J / ( * ) s i n a * £ t t 
do; = 0. 

Аналогичным вопросам для рядов с монотонно убывающими коэффи­
циентами посвящена наша заметка ( 5 ) . 
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