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О структуре спектра
несамосопряженного оператора Дирака

Исследуется спектральная задача для оператора Дирака с двухточеч-
ными краевыми условиями и произвольным комплекснозначным сумми-
руемым по норме L2 потенциалом V (x). Найдены необходимые и доста-
точные условия, которым должна удовлетворять целая функция, чтобы
являться характеристической функцией рассматриваемой краевой задачи.
В случае регулярности краевых условий устанавливаются необходимые и
достаточные условия на спектр указанного оператора.
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§ 1. Введение

Одним из важных классов обратных спектральных задач является зада-
ча о восстановлении системы дифференциальных уравнений по спектральным
данным. Наиболее исследованными являются задачи для операторов Дирака
и типа Дирака. В частности, для канонической системы Дирака на конечном
интервале

By′ + V y = λy, (1.1)

где y = col(y1(x), y2(x)),

B =

(
0 1
−1 0

)
, V (x) =

(
p(x) q(x)
q(x) −p(x)

)
,

указанные задачи хорошо изучены, когда оператор является самосопряжен-
ным. В случае краевых условий Дирихле или Неймана восстановление непре-
рывного потенциала по двум спектрам было осуществлено в [1]. Аналогичные
результаты для оператора Дирака с суммируемым потенциалом были уста-
новлены в [2]. Для неразделяющихся краевых условий, включая периодичес-
кие, антипериодические и квазипериодические, сформулированные выше зада-
чи были решены в [3], [4]. В несамосопряженном случае задача о восстанов-
лении потенциала V (x) по спектральным данным является значительно более
сложной, так как многие методы, успешно используемые для изучения само-
сопряженных операторов, неприменимы. Например, характеристика спектров
периодической (антипериодической) краевой задачи для оператора (1.1) дана
в [3] в терминах специальных конформных отображений, которые не существу-
ют для комплекснозначных потенциалов, а свойство перемежаемости собст-
венных значений соответствующих задач Дирихле и Неймана, которое часто
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используется для доказательства разрешимости основного уравнения, теряет
смысл в комплексном случае. Обратные задачи для несамосопряженных диф-
ференциальных систем первого порядка были рассмотрены в [5], [6]. Среди
недавних публикаций отметим [7].

В настоящей работе изучается система Дирака (1.1), где комплекснозначные
функции p, q принадлежат L2(0, π) (V ∈ L2(0, π)), с двухточечными краевыми
условиями

U1(y) = a11y1(0) + a12y2(0) + a13y1(π) + a14y2(π) = 0,

U2(y) = a21y1(0) + a22y2(0) + a23y1(π) + a24y2(π) = 0,
(1.2)

где коэффициенты aij являются произвольными комплексными числами, а
строки матрицы

A =

(
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

)
линейно независимы. Основной целью является изучение строения спектра
задачи на собственные значения для системы (1.1) с краевыми условиями ти-
па (1.2) и негладким комплекснозначным потенциалом V (x).

Обозначим через ∥f∥ = (|f1|2 + |f2|2)1/2 норму произвольного вектора f =
col(f1, f2) ∈ C2 и положим ⟨f ,g⟩ = f1g1 + f2g2, а через ∥W∥ = sup∥f∥=1 ∥W f∥
обозначим норму произвольной матрицы W размера 2 × 2. Обозначим че-
рез L2,2(a, b) пространство двумерных вектор-функций f(t) = col(f1(t), f2(t))

с нормой ∥f∥L2,2(a,b) =

(∫ b

a

∥f(t)∥ dt
)1/2

и через L2,2
2,2(a, b) пространство мат-

риц-функций W (t) размера 2× 2 с нормой ∥W∥L2,2
2,2(a,b)

=

(∫ b

a

∥W (t)∥ dt
)1/2

.

Оператор Ly = By′+V y будем рассматривать как линейный оператор в прост-
ранстве L2,2(0, π) с областью определения D(L) = {y ∈ W 1

1 [0, π] : Ly∈L2,2(0, π),
Uj(y) = 0, j = 1, 2}.

Обозначим через

E(x, λ) =

(
c1(x, λ) −s2(x, λ)
s1(x, λ) c2(x, λ)

)
(1.3)

матрицу фундаментальной системы решений уравнения (1.1) с краевыми усло-
виями E(0, λ) = I, где I – единичная матрица, и через E0(x, λ) фундамен-
тальную систему решений невозмущенного уравнения By′ = λy с краевыми
условиями E0(0, λ) = I. Очевидно,

E0(x, λ) =

(
cosλx − sinλx
sinλx cosλx

)
.

Хорошо известно, что элементы матрицы E(x, λ) связаны соотношением

c1(x, λ)c2(x, λ) + s1(x, λ)s2(x, λ) = 1, (1.4)

справедливым при любых x, λ.
Собственные значения задачи (1.1), (1.2) являются корнями характеристи-

ческого уравнения
∆(λ) = 0,
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где

∆(λ) =

∣∣∣∣U1(E
[1]( · , λ)) U1(E

[2]( · , λ))
U2(E

[1]( · , λ)) U2(E
[2]( · , λ))

∣∣∣∣,
E[k](x, λ) – k-й столбец матрицы (1.3).

Обозначим через Jij определитель, составленный из i-го и j-го столбцов
матрицы A. Обозначим J0 = J12 + J34, J1 = J14 − J23, J2 = J13 + J24.

Хорошо известно, что характеристическая функция ∆(λ) задачи (1.1), (1.2)
может быть приведена к виду

∆(λ) = J12 + J34 + J14c2(π, λ)− J23c1(π, λ)− J13s2(π, λ)− J24s1(π, λ)

= ∆0(λ) +

∫ π

0

r1(t)e
−iλt dt+

∫ π

0

r2(t)e
iλt dt, (1.5)

где функция

∆0(λ) = J0 + J1 cosπλ− J2 sinπλ = J0 +
J1 + iJ2

2
eiπλ +

J1 − iJ2
2

e−iπλ (1.6)

является характеристической функцией невозмущенной задачи

By′ = λy, U(y) = 0, (1.7)

а функции rj принадлежат L2(0, π), j = 1, 2.
Краевые условия (1.2) могут быть разделены на четыре основных типа.

Определение 1. Краевые условия (1.2) называются регулярными, если

J2
1 + J2

2 = (J14 + J32)
2 + (J13 + J24)

2 ̸= 0, (1.8)

и усиленно регулярными, если дополнительно выполняется неравенство

J2
0 ̸= J2

1 − J2
2 . (1.9)

Определение 2. Краевые условия (1.2) называются регулярными, но не
усиленно регулярными, если справедливо (1.8), но (1.9) не имеет места, т.e.

J2
0 = J2

1 − J2
2 .

Определение 3. Краевые условия (1.2) называются нерегулярными, если

J0 ̸= 0, J1 + iJ2 ̸= 0, J1 − iJ2 = 0;

J0 ̸= 0, J1 + iJ2 = 0, J1 − iJ2 ̸= 0.

Определение 4. Краевые условия (1.2) называются вырожденными, если

J1 = J2 = 0; J0 = 0, J1 + iJ2 ̸= 0, J1 − iJ2 = 0;

J0 = 0, J1 + iJ2 = 0, J1 − iJ2 ̸= 0.

Легко видеть, что краевые условия (1.2) являются вырожденными тогда и толь-
ко тогда, когда характеристическое уравнение ∆0(λ) = 0 не имеет корней или
∆0(λ) ≡ 0.
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Обозначим cj(λ) = cj(π, λ), sj(λ) = sj(π, λ), j = 1, 2. Обозначим также
через PWσ класс целых функций f(z) экспоненциального типа, не превосходя-
щего σ, таких, что ∥f∥L2(R) < ∞. Известно (см. [8]), что функции cj(λ), sj(λ)
допускают представление

cj(λ) = cosπλ+ gj(λ), sj(λ) = sinπλ+ hj(λ), (1.10)

где gj , hj ∈ PWπ, j = 1, 2.

Лемма (см. [3]). Целые функции u(λ) и v(λ) допускают представления

u(λ) = sinπλ+ h(λ), v(λ) = cosπλ+ g(λ), (1.11)

где h, g ∈ PWπ , тогда и только тогда, когда

u(λ) = −π(λ0 − λ)

∞∏
n=−∞, n̸=0

λn − λ

n
,

где λn = n+ ϵn , {ϵn} ∈ l2 ,

v(λ) =

∞∏
n=−∞

λn − λ

n− 1/2
,

где λn = n− 1/2 + κn , {κn} ∈ l2 .
Сходимость бесконечных произведений понимается в смысле главного зна-

чения.

§ 2. Характеристическая функция

В настоящей работе мы будем изучать задачу (1.1), (1.2) при выполнении
условий

J13 ̸= J24, J14 = 0, J13 ̸= 0, J24 ̸= 0. (2.1)

Соотношениям (2.1) удовлетворяет широкий класс краевых условий, например:
– условия, задаваемые матрицей

A =

(
a1 b1 c1 d1
0 b2 c2 0

)
,

где a1d1b2c2 ̸= 0, b2d1 ̸= −a1c2, в том числе усиленно регулярные, если

A =

(
1 1 1 1
0 1 2 0

)
;

• регулярные, но не усиленно регулярные, если

A =

(
1 1 1 +

√
2 1

0 1 2 0

)
;

• нерегулярные, если

A =

(
1 1 3− i 1
0 1 2 0

)
;
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• вырожденные, если

A =

1 1
1 + 3i

2
2

0 2 1 0

 .

Рассмотрим систему Дирака (1.1), (1.2), (2.1). Из (1.5), (1.6) следует, что
характеристическая функция ∆(λ) этой задачи может быть приведена к виду

∆(λ) = J0 − J23c1(λ)− J13s2(λ)− J24s1(λ) = ∆0(λ) + f(λ), (2.2)

где ∆0(λ) = J0 − (J13 + J24) sinπλ− J23 cosπλ, f ∈ PWπ. Справедливо и обрат-
ное утверждение.

Теорема 1. Для любой функции f ∈ PWπ существует потенциал V ∈
L2(0, π) такой, что для характеристической функции ∆(λ) задачи (1.1), (1.2),
(2.1) с потенциалом V (x) справедливо равенство (2.2).

Доказательство. Пусть f – произвольная функция из класса PWπ. Из
теоремы Пэли–Винера и [9; лемма 1.3.1] следует, что

lim
|λ|→∞

e−π|Imλ|f(λ) = 0. (2.3)

Пусть {λn}, n ∈ Z, – некоторая строго монотонно возрастающая последова-
тельность вещественных чисел, удовлетворяющая следующим условиям:

λn = n− 1

2
, если n > N0, и λn = −λ−n+1 для любого целого n,

которые назовем условиями (∗).
Обозначим

c(λ) =

∞∏
n=−∞

λn − λ

n− 1/2
.

Из приведенной выше леммы следует, что

c(λ) = cosπλ+ g(λ), (2.4)

где g ∈ PWπ. Из теоремы Пэли–Винера и [9; лемма 1.3.1] следует, что

lim
|λ|→∞

e−π|Imλ|g(λ) = 0,

следовательно,
|c(λ)| ⩾ c0e

π|Imλ| (2.5)

(c0 > 0) при |Imλ| ⩾ M , где M – некоторое достаточно большое число.
Дифференцируя (2.4), получаем

ċ(λ) = −π sinπλ+ ġ(λ). (2.6)

Так как функция ġ принадлежит PWπ, то согласно [3] имеем

ċ(λn) = −π sinπλn + τn,
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где
∞∑

n=−∞
|τn|2 < ∞.

Из последнего равенства и определения чисел λn следует, что

ċ(λn) = π(−1)n + ρn, (2.7)

где
∞∑

n=−∞
|ρn|2 < ∞.

Отсюда следует, что при всех достаточно больших по абсолютной величине
четных n имеет место неравенство ċ(λn) > 0. Легко видеть, что для всех n ∈ Z
справедливо неравенство ċ(λn)ċ(λn+1) < 0. Отсюда вытекает, что при всех n

(−1)nċ(λn) > 0. (2.8)

Заметим, что из (2.7) следует

1

ċ(λn)
=

(−1)n

π
+ σn, (2.9)

где
∞∑

n=−∞
|σn|2 < ∞.

Обозначим

α = −J13, β = −J24, γ = −J23, u+(λ) = (α+ β) sinπλ+ γ cosπλ+ f(λ).

Заметим, что
α ̸= 0, β ̸= 0, α ̸= β. (2.10)

Рассмотрим уравнение
αw2 − u+(λn)w + β = 0. (2.11)

Оно имеет корни

s±n =
u+(λn)±

√
u2
+(λn)− 4αβ

2α
.

Подставляя в последнее равенство выражение для u+(λn), находим

s±n =
1

2α

(
(α+ β) sinπλn + γ cosπλn + f(λn)

)
± 1

2α

(
((α+ β) sinπλn + γ cosπλn + f(λn))

2 − 4αβ
)1/2

=
1

2α

(
(α+ β) sinπλn + γ cosπλn + f(λn)

)
± 1

2α

(
(α− β)2 + 2(α+ β) sinπλn(γ cosπλn + f(λn))

+ (γ cosπλn + f(λn))
2 − (α+ β)2 cos2 πλn

)1/2
.
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Введем следующие обозначения:

F±(λ) =
1

2α

(
(α+ β) sinπλ+ γ cosπλ+ f(λ)

)
± 1

2α

(
((α+ β) sinπλ+ γ cosπλ+ f(λ))2 − 4αβ

)1/2
=

1

2α

(
(α+ β) sinπλ+ γ cosπλ+ f(λ)

)
± 1

2α

(
(α− β)2 + 2(α+ β) sinπλ(γ cosπλ+ f(λ))

+ (γ cosπλ+ f(λ))2 − (α+ β)2 cos2 πλ
)1/2

,

F±
0 (λ) =

1

2α

(
(α+ β) sinπλ+ γ cosπλ

)
± 1

2α

(
((α+ β) sinπλ+ γ cosπλ)2 − 4αβ

)1/2
=

1

2α

(
(α+ β) sinπλ+ γ cosπλ

)
± 1

2α

(
(α− β)2 + (α+ β)γ sinπλ cosπλ+ (γ2 − (α+ β)2) cos2 πλ

)1/2
.

Обозначим также через Γ(z, r) круг с центром в точке z радиуса r. Далее
рассмотрим ряд случаев.

1) Im(β/α) ̸= 0. Пусть прямая l0 проходит через точки −1 и β/α, а прямая l
проходит через начало координат и параллельна l0. Очевидно, существует
число ε0 такое, что круги Γ(−1, ε0) и Γ(β/α, ε0) лежат строго по одну сторону
от прямой l. Из (2.3) и (2.10) следует, что существует нечетное положитель-
ное Ñ такое, что

|F±(λ)− F±
0 (λ)| < ε0

2
(2.12)

для любого λ, если |λ| ⩾ Ñ − 1, λ = k − 1/2, k ∈ Z. Из (2.10) вытекает, что
существует 0 < δ0 < 1/4 такое, что

|F±
0 (λ)− F±

0 (λ+ z)| < ε0
2

(2.13)

при λ = ±(Ñ − 1/2), |z| < δ0. Определим последовательность {λn}, n ∈ Z,
следующим образом: λn = n− 1/2, если n ⩾ Ñ + 1, и пусть λn = Ñ − 1/2 + ϵn,
где 0 < ϵ1 < · · · < ϵÑ < δ, если n = 1, . . . , Ñ , λn = −λ−n+1. Очевидно, {λn}
удовлетворяет условиям (∗). Легко видеть, что если n ⩾ Ñ + 1 или n ⩽ −Ñ ,
то все числа s+n лежат внутри круга Γ(1, ε0), если n нечетно, а все числа s−n
лежат внутри круга Γ(−1, ε0), если n четно. Пусть sn = s+n , если n нечетно,
и sn = s−n , если n четно, следовательно, числа (−1)nsn лежат внутри круга
Γ(−1, ε0).

Пусть −Ñ + 1 ⩽ n ⩽ Ñ , тогда из (2.12), (2.13) следует, что∣∣∣∣F±(λn)− F±
0

(
Ñ − 1

2

)∣∣∣∣ < ε0.

Легко видеть, что в силу нечетности Ñ все числа s+n лежат внутри круга Γ(1, ε0),
а все числа s−n лежат внутри круга Γ(β/α, ε0). Положим sn = s+n , если n нечет-
но, тогда числа (−1)nsn лежат внутри круга Γ(−1, ε0). Пусть sn = s−n , если
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n четно, тогда числа (−1)nsn лежат внутри круга Γ(β/α, ε0), Таким образом,
все числа (−1)nsn, n ∈ Z, лежат строго по одну сторону от прямой l.

2) Im(β/α) = 0, Re(β/α) < 0. Очевидно, существует число ε0 такое, что
круги Γ(−1, ε0) и Γ(β/α, ε0) лежат строго левее мнимой оси. Рассуждая ана-
логично предыдущему случаю, получаем, то все числа (−1)nsn лежат строго
левее мнимой оси.

3) Im(β/α) = 0, Re(β/α) > 0. Обозначим α̃ = αα, β̃ = βα, γ̃ = γα, f̃(λ) =

αf(λ), тогда α̃ > 0, β̃ > 0.
Легко видеть, что

s±n =
1

2α̃

(
(α̃+ β̃) sinπλn + γ̃ cosπλn + f̃(λn)

)
± 1

2α̃

(
((α̃+ β̃) sinπλn + γ̃ cosπλn + f̃(λn))

2 − 4α̃β̃
)1/2

.

Обозначим

R± =
γ̃ ±

√
γ̃2 − 4α̃β̃

2α̃
.

Очевидно, R+R− > 0, следовательно, ImR+ ImR− < 0 или ImR+ = 0 =
ImR− = 0.

3.1) ImR+ ImR− < 0. В этом случае

γ̃2 − 4α̃β̃ ̸= 0. (2.14)

Пусть для определенности ImR+ > 0, тогда ImR− < 0. Из (2.14) следует,
что существует ε1 > 0 такое, что круги Γ(R+, ε1) и Γ(R−, ε1) лежат строго по
разные стороны от некоторой прямой l, проходящей через начало координат
и отличной от вещественной оси. Очевидно, что существует число ε2, где 0 <
ε2 < ε1, такое, что круг Γ(−1, ε2) не пересекается с l, следовательно, круг
Γ(−1, ε2) расположен строго по одну сторону от прямой l. Из (2.3) и (2.10)
вытекает, что существует нечетное положительное число N̂ такое, что

|F±(λ)− F±
0 (λ)| < ε1

2
(2.15)

для любого λ, если |λ| ⩾ N̂ − 1, λ = k − 1/2, k ∈ Z. В силу (2.14) существует
0 < δ1 < 1/4 такое, что

|F±
0 (λ− F±

0 (λ+ z)| < ε2
2
, (2.16)

если λ = ±(N̂ − 1), |z| < δ1.
Определим последовательность {λn}, n ∈ Z, следующим образом: λn =

n− 1/2, если n ⩾ Ñ +1, и пусть λn = N̂ − 1+ ϵn, где 0 < ϵ1 < · · · < ϵN̂ < δ1, ес-
ли n = 1, . . . , N̂ , λn = −λ−n+1. Очевидно, что {λn} удовлетворяет условиям (∗).
Легко видеть, что если n ⩾ Ñ + 1 или n ⩽ −Ñ , то все числа s+n лежат внутри
круга Γ(1, ε1), если n нечетно, а все числа s−n лежат внутри круга Γ(−1, ε1),
если n четно. Положим sn = s+n , если n нечетно, и sn = s−n , если n четно,
следовательно, числа (−1)nsn лежат внутри круга Γ(−1, ε1).

Пусть −Ñ + 1 ⩽ n ⩽ Ñ , тогда из (2.15), (2.16) следует, что

|F±(λn)− F±
0 (N̂ − 1)| < ε1.
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Тогда числа s+n принадлежат Γ(R+, ε1), а числа s−n принадлежат Γ(R−, ε1).
Предположим, например, что круг Γ(R−, ε1) лежит по одну сторону от прямой l
с кругом Γ(−1, ε0). Положим sn = s+n , если n нечетно, и sn = s−n , если n четно,
тогда все числа (−1)nsn, n ∈ Z, лежат строго по одну сторону от прямой l.

3.2) ImR+ = ImR− = 0. Очевидно, что существует число ε3 > 0 та-
кое, что круг Γ(−1, ε3) лежит строго ниже прямой l1 : y = −x, причем круг

Γ
(
i

√
β̃/α̃, ε3

)
лежит строго выше прямой l1, а круг Γ

(
−i

√
β̃/α̃, ε3

)
лежит

строго ниже l1. Очевидно, что γ̃/α̃ вещественно, следовательно, γ̃ вещественно.
Рассмотрим уравнение

(α̃+ β̃) sin t+ γ̃ cos t = 0.

Так как α̃ + β̃ ̸= 0, оно имеет корни tn = − arctg(γ̃/(α̃ + β̃)) + πn, где n ∈ Z.
Обозначим

h0 =
− arctg(γ̃/(α̃+ β̃))

π
.

Из (2.3) и (2.10) вытекает, что существует положительное N̂ такое, что

|F±(λ)− F±
0 (λ)| < ε3

2
(2.17)

для любого λ, если |λ| ⩾ Ñ − 1, λ = k − 1/2, k ∈ Z, или λn = λ̂ = tN̂−1/π, а
также существует δ3 > 0 такое, что

|F±
0 (λ)− F±

0 (λ+ z)| < ε3
2
, (2.18)

если λ = ±λ̂, |z| < δ.
Определим последовательность {λn}, n ∈ Z, следующим образом: λn =

n− 1/2 при n⩾ Ñ +1, а если 1⩽n⩽ N̂ , то λn = λ̂+ ϵn, где 0 < ϵ1 < · · · < ϵN̂ <
min(δ, 1/2 − h0), λn = −λ−n+1. Очевидно, {λn} удовлетворяет условиям (∗).
Легко видеть, что если n ⩾ Ñ + 1 или n ⩽ −Ñ , то все числа s+n лежат внутри
круга Γ(1, ε0), если n нечетно, а все числа s−n лежат внутри круга Γ(−1, ε0),
если n четно. Положим sn = s+n , если n нечетно, и sn = s−n , если n четно,
следовательно, числа (−1)nsn лежат внутри круга Γ(−1, ε0).

Пусть −Ñ+1 ⩽ n ⩽ Ñ , тогда s+n ∈ Γ(i
√
β/α, ε2), s−n ∈ Γ(−i

√
β/α, ε2). Пусть

sn = s+n , если n нечетно, и sn = s−n , если n четно. Тогда все числа (−1)nsn
лежат строго ниже прямой l.

Так как (см. [10]) {f(λn)} ∈ l2, то из определения чисел sn следует, что
всегда

sn = (−1)n+1 + ϑn, (2.19)
где {ϑn} ∈ l2. Из определения чисел sn и (2.8) также следует, что все числа
zn = sn/ċ(λn) во всех случаях лежат строго по одну сторону от некоторой
прямой, проходящей через начало координат, а из (2.9) и (2.19) вытекает, что

zn = − 1

π
+ ρn, (2.20)

где {ρn} ∈ l2. Пусть βn = sn − sinπλn, тогда из (2.19) следует, что {βn} ∈ l2.
Обозначим

h(λ) = c(λ)

∞∑
n=−∞

βn

ċ(λn)(λ− λn)
.



52 А.С. МАКИН

Согласно [11; теорема 28] функция h принадлежит PWπ и h(λn) = βn. Обозна-
чим s(λ) = sinπλ + h(λ), тогда s(λn) = sn ̸= 0, следовательно, функции s(λ)
и c(λ) не имеют общих корней.

Обозначим
Y0(x, λ) =

(
cosλx
sinλx

)
.

В [7] было установлено, что система векторов Y0(x, λn), n ∈ Z, полна в L2,2(0, π).
Обозначим

F (x, t) = −
∞∑

n=−∞

(
sn

ċ(λn)

(
Y0(x, λn)Y

T
0 (t, λn)

)
+

1

π
Y0

(
x, n− 1

2

)
Y T
0

(
t, n− 1

2

))
.

(2.21)
Из [12] и (2.20) следует, что

∥F (·, x)∥L2,2
2,2(0,π)

+ ∥F (x, ·)∥L2,2
2,2(0,π)

< C,

где C не зависит от x.
Докажем, что для каждого x ∈ [0, π] однородное уравнение

fT (t) +

∫ x

0

fT (s)F (s, t) ds = 0, (2.22)

где f(t) = col(f1(t), f2(t)), f ∈ L2,2(0, x), f(t) = 0 при x < t ⩽ π, имеет только
тривиальное решение. Умножая уравнение (2.22) на fT (t) и интегрируя полу-
ченное уравнение на отрезке [0, x], получаем

∥f∥2L2,2(0,x)
+

∫ x

0

〈∫ x

0

fT (s)F (s, t) ds, fT (t)

〉
dt = 0. (2.23)

Исходя из равенства (2.21), несложными вычислениями находим

fT (s)F (s, t)

= −
{ ∞∑

n=−∞

{
zn

[
f1(s) cosλns cosλnt+ f2(s) sinλns cosλnt,

f1(s) cosλns sinλnt+ f2(s) sinλns sinλnt
]

+
1

π

[
f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s cos

(
n− 1

2

)
t+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s cos

(
n− 1

2

)
t,

f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s sin

(
n− 1

2

)
t+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s sin

(
n− 1

2

)
t

]}}
= −

{ ∞∑
n=−∞

{
zn

[
f1(s) cosλns cosλnt+ f2(s) sinλns cosλnt

]
+

1

π

[
f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s cos

(
n− 1

2

)
t+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s cos

(
n− 1

2

)
t

]
,

zn
[
f1(s) cosλns sinλnt+ f2(s) sinλns sinλnt

]
+

1

π

[
f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s sin

(
n− 1

2

)
t+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s sin

(
n− 1

2

)
t

]}}
.

(2.24)

Подставляя правую часть (2.24) во второй член в левой части (2.23), преобразуя
повторные интегралы в произведения интегралов и используя вещественность
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всех чисел λn, получаем∫ x

0

〈∫ x

0

fT (s)F (s, t) ds, fT (t)

〉
dt

= −
{ ∞∑

n=−∞

∫ x

0

(∫ x

0

{
zn

[
f1(s) cosλns cosλnt+ f2(s) sinλns cosλnt

]
+

1

π

[
f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s cos

(
n− 1

2

)
t

+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s cos

(
n− 1

2

)
t

]}
ds

)
f1(t) dt

+

∞∑
n=−∞

∫ x

0

(∫ x

0

{
zn

[
f1(s) cosλns sinλnt+ f2(s) sinλns sinλnt

]
+

1

π

[
f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s sin

(
n− 1

2

)
t

+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s sin

(
n− 1

2

)
t

]}
ds

)
f2(t) dt

}
= −

{ ∞∑
n=−∞

(∫ x

0

zn
[
f1(s) cosλns+ f2(s) sinλns

]
ds

∫ x

0

cosλntf1(t) dt

+
1

π

∫ x

0

[
f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s

]
ds

)
×
∫ x

0

cos

(
n− 1

2

)
tf1(t) dt

+

∞∑
n=−∞

(∫ x

0

zn
[
f1(s) cosλns+ f2(s) sinλns

]
ds

∫ x

0

sinλntf2(t) dt

+
1

π

∫ x

0

[
f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s

]
ds

×
∫ x

0

sin

(
n− 1

2

)
tf2(t) dt

)}
= −

{ ∞∑
n=−∞

(∫ x

0

zn[f1(s) cosλns+ f2(s) sinλns] ds

∫ x

0

cosλntf1(t) dt

+

∫ x

0

zn
[
f1(s) cosλns+ f2(s) sinλns

]
ds

∫ x

0

sinλntf2(t) dt

)
+

1

π

∞∑
n=−∞

(∫ x

0

[
f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s

+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s

]
ds

∫ x

0

cos

(
n− 1

2

)
tf1(t) dt

+

∫ x

0

[
f1(s) cos

(
n− 1

2

)
s+ f2(s) sin

(
n− 1

2

)
s

]
ds

×
∫ x

0

sin

(
n− 1

2

)
tf2(t) dt

)}
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= −
{ ∞∑

n=−∞

(∫ x

0

zn[f1(t) cosλnt+ f2(t) sinλnt] dt

∫ x

0

cosλntf1(t) dt

+

∫ x

0

zn
[
f1(t) cosλnt+ f2(t) sinλnt

]
dt

∫ x

0

sinλntf2(t) dt

)
+

1

π

∞∑
n=−∞

(∫ x

0

[
f1(t) cos

(
n− 1

2

)
t

+ f2(t) sin

(
n− 1

2

)
t

]
dt

∫ x

0

cos

(
n− 1

2

)
tf1(t) dt

+

∫ x

0

[
f1(t) cosnt+ f2(t) sin

(
n− 1

2

)
t

]
dt

∫ x

0

sin

(
n− 1

2

)
tf2(t) dt

)}
= −

{ ∞∑
n=−∞

zn

∫ x

0

[f1(t) cosλnt+ f2(t) sinλnt] dt

×
∫ x

0

[
f1(t) cosλnt+ f2(t) sinλnt

]
dt

+

∞∑
n=−∞

1

π

∫ x

0

[
f1(t) cos

(
n− 1

2

)
t+ f2(t) sin

(
n− 1

2

)
t

]
dt

×
∫ x

0

[
f1(t) cos

(
n− 1

2

)
t+ f2(t) sin

(
n− 1

2

)
t

]
dt

}
= −

∞∑
n=−∞

zn

∣∣∣∣∫ x

0

⟨f(t), Y0(t, λn)⟩ dt
∣∣∣∣2 − ∞∑

n=−∞

1

π

∣∣∣∣∫ x

0

〈
f(t), Y0

(
t,

(
n− 1

2

))〉
dt

∣∣∣∣2.
Из равенства Парсеваля вытекает, что

∥f∥2L2,2(0,x)
=

∞∑
n=−∞

1

π

∣∣∣∣∫ x

0

〈
f(t), Y0

(
t,

(
n− 1

2

))〉
dt

∣∣∣∣2,
следовательно,

∞∑
n=−∞

zn

∣∣∣∣∫ x

0

⟨f(t), Y0(t, λn)⟩ dt
∣∣∣∣2 = 0. (2.25)

Так как для любого n все числа zn расположены строго по одну сторону от неко-
торой прямой, проходящей через начало координат, то из (2.25) вытекает, что∫ x

0

⟨f(t), Y0(t, λn)⟩ dt = 0. Отсюда и из полноты системы векторов {Y0(t, λn)}

в L2,2(0, π) следует, что f(t) ≡ 0.
Отсюда получаем (см. [8]), что функции c(λ) и −s(λ) являются элементами

первой строки матрицы монодромии

Ũ(π, λ) =

(
c̃1(π, λ) −s̃2(π, λ)
s̃1(π, λ) c̃2(π, λ)

)
задачи (1.1), (1.2), (2.1) с некоторым потенциалом Ṽ ∈ L2(0, π), т.е.

c(λ) = c̃1(π, λ), s(λ) = s̃2(π, λ). (2.26)
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Из (2.2) находим, что соответствующий характеристический определитель есть

∆̃(λ) = J0 + γc̃1(λ) + αs̃2(λ) + βs̃1(λ) = J0 + (α+ β) sinπλ+ γ cosπλ+ f̃(λ),

где f̃ ∈ PWπ. Из (1.4), (2.11) и (2.26) вытекает, что

∆̃(λn) = J0 + αs̃2(π, λn) + βs̃1(π, λn) = J0 +
β

s̃2(π, λn)
+ αs̃2(π, λn)

= J0 +
β

s(λn)
+ αs(λn) = J0 + u+(λn) = U(λn).

Отсюда следует, что функция

Φ(λ) =
U(λ)− ∆̃(λ)

c(λ)
=

f(λ)− f̃(λ)

c(λ)

является целой функцией на всей комплексной плоскости. Так как

|f(λ)− f̃(λ)| < c1e
π|Imλ|, (2.27)

то из (2.5) вытекает, что |Φ(λ)| ⩽ c2, если |Imλ| ⩾ M . Обозначим через H объе-
динение вертикальных отрезков {z : |Re z| = n, |Imλ| ⩽ M}, где |n| = N0 +1,
N0 + 2, . . . . Так как функция c(λ) является функцией типа синуса (см. [13]),
то |c(λ)| > δ > 0, если λ ∈ H. Из последнего неравенства, (2.27) и принципа
максимума модуля аналитической функции находим, что |Φ(λ)| < c3 в полосе
|Imλ| ⩽ M , следовательно, функция Φ(λ) ограниченна во всей комплексной
плоскости и в силу теоремы Лиувилля является постоянной. Пусть |Imλ| = M .
Тогда из (2.3) следует, что lim|λ|→∞(f(λ)− f̃(λ)) = 0, следовательно, Φ(λ) ≡ 0,
значит, U(λ) ≡ ∆̃(λ).

Теорема 1 доказана.

§ 3. Спектр

Дополнительно к соотношениям (2.1) предположим, что краевые усло-
вия (1.2) регулярны, стало быть, согласно (1.8)

|J1 + iJ2| |J1 − iJ2| ≠ 0.

Теорема 2. Для того чтобы множество Λ являлось спектром операто-
ра Дирака (1.1), (1.2), (2.1) с комплекснозначным потенциалом V ∈ L2(0, π),
необходимо и достаточно, чтобы оно состояло из двух последовательностей
собственных значений λn,j , удовлетворяющих условию

λn,j = 2n+
ln zj
iπ

+ εn,j , (3.1)

где zj являются корнями уравнения

(J1 + iJ2)z
2 + 2J0z + (J1 − iJ2) = 0,

а значения ветви логарифма фиксируются в полосе Imλ ∈ (−π, π], {εn,j} ∈ l2 ,
j = 1, 2, n ∈ Z.
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Доказательство. Необходимость доказана в [14].
Достаточность. Пусть две последовательности λn,j удовлетворяют усло-

вию (3.1). Очевидно, существует постоянная M такая, что

sup |εn,j | < M,
∑

j=1,2, n∈Z
|εn,j |2 < M. (3.2)

Из [14] следует, что собственные значения задачи (1.1), (1.2), (2.1) с нулевым
потенциалом V (x) определяются формулами

λ0
n,j = 2n+

ln zj
iπ

,

j = 1, 2, n ∈ Z. Обозначим tj = ln zj/(iπ). По теореме Адамара характеристи-
ческая функция ∆0(λ) невозмущенной задачи (1.7), (2.1) имеет вид

∆0(λ) = J0 − (J13 + J24) sinπλ− J23 cosπλ = cλm
∏

(n,j)∈T1

λ0
n,j − λ

λ0
n,j

,

где c ̸= 0, а T1 – множество пар (n, j) таких, что λ0
n,j ̸= 0. Очевидно,

|∆0(λ)| < c1e
π|Imλ|. (3.3)

Пусть T0 – множество пар (n, j) таких, что λ0
n,j = 0, m – число элементов

множества T0. Из [14] следует, что 0 ⩽ m ⩽ 2. Обозначим также T = T0 ∪ T1,

∆(λ) = c
∏

(n,j)∈T0

(λ− λn,j)
∏

(n,j)∈T1

λn,j − λ

λ0
n,j

.

Пусть f(λ) = ∆(λ)−∆0(λ). Исследование свойств функции f(λ) основывается
на следующих утверждениях.

Предложение 1. Функция f(λ) является целой функцией экспоненциаль-
ного типа, не превышающего π .

Доказательство. Обозначим Γ объединение кругов Γ(2n+ tj , 1/4), n ∈ Z.
Если λ /∈ Γ, то

f(λ) = −∆0(λ)

(
1− ∆(λ)

∆0

)
= −∆0(λ)(1− ϕ(λ)), (3.4)

где

ϕ(λ) =
∏

(n,j)∈T0

(
1− λn,j

λ

) ∏
(n,j)∈T1

(
1 +

εn,j
λ0
n,j − λ

)
=

∏
(n,j)∈T

(
1 +

εn,j
2n+ tj − λ

)
.

Оценим функцию ϕ(λ). Обозначим αn,j(λ) = εn,j/(2n+ tj − λ). Из (3.2) следу-
ет, что ∑

(n,j)∈T

|αn,j(λ) ⩽
∑

(n,j)∈T

|εn,j |2 + |2n+ tj − λ|−2

2
< c3. (3.5)



СПЕКТР ОПЕРАТОРА ДИРАКА 57

Легко видеть, что для всех |n| > n0, где n0 – достаточно большое число,
справедливо неравенство

|αn,j(λ)| <
1

4
(3.6)

для любого λ /∈ Γ. Если |n| ⩽ n0, то неравенство (3.6) имеет место для всех дос-
таточно больших |λ|, следовательно, указанное неравенство справедливо для
всех |λ| ⩾ C0. Из (3.5), (3.6) и элементарного неравенства

|ln(1 + z)| ⩽ 2|z|, (3.7)

справедливого при |z| ⩽ 1/4, следует, что∑
T

|ln(1 + αn,j | ⩽ c4.

Здесь и в дальнейшем мы выбираем ту ветвь ln(1 + z), которая обращается
в нуль при z = 0. Согласно [15; гл. V, § 1, п. 72] перепишем последнее соотно-
шение в виде

|ϕ(λ)| ⩽
∏
T

|1 + αn,j(λ)| ⩽ ec4 . (3.8)

Из (3.3), (3.4), (3.8) следует, что

|f(λ)| < c5e
π|Imλ| (3.9)

вне области Γ′ = Γ ∪ {|λ| < C0}.
Обозначим

D =
⋃

(n,j)∈T

[
2n+Re tj −

1

4
, 2n+Re tj +

1

4

]
, D0 = (0, 2) \D.

Легко видеть, что множество D0 является объединением конечного числа ин-
тервалов, сумма длин которых не менее 1. Пусть x0 – середина одного из этих
интервалов. Тогда все точки x0 +2k, k ∈ Z, лежат вне множества D. В частнос-
ти, неравенство (3.9) справедливо, если λ принадлежит прямым Imλ = ±Ĉ0,
где Ĉ0 = C0 + |t1| + |t2| + 1, и вертикальным отрезкам с вершинами в точках
(x0 + 2k,−Ĉ0), (x0 + 2k, Ĉ0), где |2k − 1| > C0, k ∈ Z. Согласно принципу
максимума неравенство (3.9) имеет место на всей комплексной плоскости, сле-
довательно, функция f(λ) является целой функцией экспоненциального типа,
не превышающего π.

Предложение 1 доказано.

Предложение 2. Функция f принадлежит классу PWπ .

Обозначим
W (λ) = lnϕ(λ) =

∑
(n,j)∈T

ln(1 + αn,j(λ)),

тогда
f(λ) = −∆0(λ)

(
1− eW (λ)

)
. (3.10)
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Оценим функцию W (λ), если λ /∈ Γ′. Из (3.2), (3.6), (3.7) следует, что

|W (λ)| ⩽
∑

(n,j)∈T

|ln(1 + αn,j(λ))|

⩽
2M

|λ|
+

∞∑
n=−∞

(
|εn, 1|2 + |εn,2|2

10M
+

10M

|2n− λ|2

)

⩽
2M

|λ|
+

1

10
+ 20M

∞∑
n=0

1

n2 + |Imλ|2

⩽
2M

|λ|
+

1

10
+ 20M

(
2

|Imλ|2
+

∫ ∞

1

dx

x2 + |Imλ|2

)
⩽

2M

|Imλ|
+

1

10
+ 20M

(
2

|Imλ|2
+

π

2|Imλ|

)
.

Из последнего неравенства вытекает, что

|W (λ)| < 1

4
, (3.11)

если |Imλ| ⩾ M1 = 10(π + 2 + 22M) + Ĉ0. Из элементарного неравенства

|z|
2

⩽ |1− ez| ⩽ 2|z|,

справедливого при |z| ⩽ 1/4, получаем неравенство |1 − eW (λ)| ⩽ 2|W (λ)|. Из
последнего неравенства и (3.3), (3.10) находим, что

|f(λ)| ⩽ c6|W (λ)| (3.12)

для λ ∈ l, где l – прямая Imλ = M1. Докажем, что∫
l

|W (λ)|2 dλ < ∞. (3.13)

Из элементарного неравенства |ln(1 + z)− z| ⩽ |z|2, справедливого при |z| ⩽
1/2, получаем

ln(1 + z)− z = r(z),

где |r(z)| ⩽ |z|2, следовательно,

W (λ) = S1(λ) + S2(λ),

где

S1(λ) =

∞∑
n=−∞

(αn,1(λ) + αn,2(λ)), |S2(λ)| ⩽
∞∑

n=−∞
(|αn,1(λ)|2 + |αn,2(λ)|2).

Очевидно,
|W (λ)| ⩽ |S1(λ)|+ |S2(λ)|. (3.14)
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Положим
Im =

∫
l

|Sm(λ)|2 dλ

(m = 1, 2). Вначале рассмотрим интеграл I1. Из [16] вытекает, что

I1 =

∫
l

∣∣∣∣ ∞∑
n=−∞

(
εn,1

2n+ t1 − λ
+

εn,2
2n+ t2 − λ

)∣∣∣∣2 dλ
⩽ 2

(∫
l

∣∣∣∣ ∞∑
n=−∞

εn,1
2n+ t1 − λ

∣∣∣∣2 dλ+

∫
l

∣∣∣∣ ∞∑
n=−∞

εn,2
2n+ t2 − λ

∣∣∣∣2 dλ)

= 2

(∫
l1

∣∣∣∣ ∞∑
n=−∞

εn,1
2n− λ

∣∣∣∣2 dλ+

∫
l2

∣∣∣∣ ∞∑
n=−∞

εn,2
2n− λ

∣∣∣∣2 dλ) < ∞, (3.15)

где lj являются прямыми Imλ = M1 − tj , j = 1, 2.
Легко видеть, что

|S2(λ)| ⩽
∞∑

n=−∞

|εn,1|2

|2n+ t1 − λ|2
+

∞∑
n=−∞

|εn,2|2

|2n+ t2 − λ|2
⩽ c7,

следовательно,

I2 ⩽ c7

∫
l

( ∞∑
n=−∞

|εn,1|2

|2n+ t1 − λ|2
+

∞∑
n=−∞

|εn,2|2

|2n+ t2 − λ|2

)
dλ

⩽ c8

∞∑
n=−∞

(|εn,1|2 + |εn,2|2)
∫
l̃

dλ

|2n− λ|2
⩽ c9

∞∑
n=−∞

(|εn,1|2 + |εn,2|2) ⩽ c10,

(3.16)

где l̃ = l1 ∪ l2. Из (3.14)–(3.16) вытекает (3.13). Из (3.12), (3.13) и [12; гл. 3,
п. 3.2.2] следует, что ∫

R

|f(λ)|2 dλ < ∞.

Предложение 2 доказано.
Таким образом, функция ∆(λ) удовлетворяет всем условиям теоремы 1 и,

стало быть, существует потенциал V ∈ L2(0, π) такой, что спектр соответству-
ющей задачи(1.1), (1.2), (2.1) определяется формулой (3.1).

Теорема 2 доказана.

Благодарность. Автор выражает глубокую благодарность рецензенту за
ценные замечания.

Список литературы

[1] М. Г. Гасымов, Т.Т. Джабиев, “Решение обратной задачи по двум спектрам для
уравнения Дирака на конечном отрезке”, Докл. АН Азерб. ССР, 22:7 (1966), 3–7.

[2] S. Albeverio, R. Hryniv, Y. Mykytyuk, “Inverse spectral problems for Dirac operators
with summable potentials”, Russ. J. Math. Phys., 12:4 (2005), 406–423.

[3] Т.В. Мисюра, “Характеристика спектров периодической и антипериодической
краевых задач, порождаемых операцией Дирака. II”, Теория функций, функ-
циональный анализ и их приложения, 31, Изд-во Харьк. ун-та, Харьков, 1979,
102–109.

https://zbmath.org/?q=an:0156.09702
https://zbmath.org/?q=an:0156.09702
https://zbmath.org/?q=an:1189.34025
https://zbmath.org/?q=an:1189.34025
https://zbmath.org/?q=an:0473.34010
https://zbmath.org/?q=an:0473.34010
https://zbmath.org/?q=an:0473.34010
https://zbmath.org/?q=an:0473.34010


60 А.С. МАКИН

[4] И.М. Набиев, “Решение обратной квазипериодической задачи для системы Ди-
рака”, Матем. заметки, 89:6 (2011), 885–893; англ. пер.: I.M. Nabiev, “Solution
of the inverse quasiperiodic problem for the Dirac system”, Math. Notes, 89:6 (2011),
845–852.

[5] В.A. Юрко, “Обратная спектральная задача для сингулярных несамосопряжен-
ных дифференциальных систем”, Матем. сб., 195:12 (2004), 123–156; англ. пер.:
V.A. Yurko, “An inverse spectral problem for singular non-self-adjoint differential
systems”, Sb. Math., 195:12 (2004), 1823–1854.

[6] V. Yurko, “Inverse spectral problems for differential systems on a finite interval”,
Results Math., 48:3-4 (2005), 371–386.

[7] А.С. Макин, “О спектре двухточечных краевых задач для оператора Дирака”,
Дифференц. уравнения, 57:8 (2021), 1023–1031; англ. пер.: A. S. Makin, “On the
spectrum of two-point boundary value problems for the Dirac operator”, Differ. Equ.,
57:8 (2021), 993–1002.

[8] V. Tkachenko, “Non-self-adjoint periodic Dirac operators”, Operator theory, system
theory and related topics (Beer-Sheva/Rehovot, 1997), Oper. Theory Adv. Appl., 123,
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