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ОЦЕНКИ ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА, 
ПРИНАДЛЕЖАЩИХ Lp НА ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ОСИ 

А. М. С е д л е ц к и й 

оо 

Пусть /»€(0, оо), а е ( 0 , оо), | | / ( * + Ш р = ( [ I / ( * + *») lp«te)1 /P5 Wl есть, 
— ОО 

класс целых функций / (z) экспоненциального типа <о~, для которых || / (х) \\р < оо, 
z = x-\-iy. Для / £ И^ имеют* место следующие ([1], стр. 102) неравенства: 1) || / (x-\-iy) | | s <; 

J l_ 
<\щ\* p | | / | | p e x p ( o | y | ) , Kp<s (см. [2]); 2) | / (z) \P <Apy~i || / \\p sh (pay), 
P (z [1? °°) (см* И ) . Эти оценки не являются асимптотическими. В настоящей работе ис­
следуется поведение || / (x-{-iy) \\s и \ f (z)\ соответственно при \у\-^ оо и | z | -*- оо. 

Т е о р е м а 1. Если f^Wp, то 1) для Vs £ (р, оо) при \ у | -> оо | | / ( # + *#) |U = 
IL_ J- - J_ 

= o ( | * / | s p exp(a |z / | ) ) ; 2) при \z\-+oo \f (z)\ = o{(\y\ + l) p e x p ( a | y | ) } /июкеь 
мерно относительно arg z. 

Т е о р е м а 2. Пусть ф (г) определена на (0, оо) и ф (г) | О я/ж г f оо. Тогда 
J 1_ 

1) для Vs £ [р, OO)3F £ Wp такая, что \\ F (x ± irk) \\s > ф (rk) rfe
s p exp (ork) для неко­

торой {rk} f оо; 2) JF £ Wp такая, что \ F ( + irk) | > ф (rk) r^i/p exp (orfe) для некоторой 
{rk} t oo. 

Впредь HP обозначает класс функций, голоморфных в полуплоскости Im z = у > О 
и таких, что sup || / ( # + **/) ||р < оо. 

J 1_ 
Л е м м а 1. £с/ш / £ # Р , то 1) ири #-> оо | | / (x-\-iy) \\s = o (ys p),P<s<oo; 

2) при | z |"-> oo | / (#-(-**/) \v = o (у-*) равномерно в V полуплоскости вида Im z ;> б > 0. 

Если р = 2, то по теореме Пэли —Винера / (z) = I exp (Ш) g (t) dt, где g £ L2 (0, оо), 

g = 0 на (— оо, 0). Для V e > 0 3a£(0, оо) так, что || £ |lL2 (a, оо) < 8 5 3 —многочлен Р 
такой, что \\g-P \\що а) ^ 8* Записав 

а а оо 

f (z)= f eiz<{g(f) — P(t)}dt+ \ ei**P(t)dt+ \ e***g(t)dt, 
0 0 a 

во втором интеграле проинтегрируем по частям, а к остальным применим неравенство 
Шварца. Получим | / (z) | < 2 е (2z/)~1/2-f-0 (I z I-1), что дает утверждение 2) леммы. 
При рф2 запишем f — EB, где i? — произведение Бляшке, Е £ Нр и не имеет корней. 
К функции Ер^ £ Н2 достаточно применить только что доказанное. 

Теперь рассмотрим || / (х + iy) | | s = f I \ f (x+iy) \р \ f (x + iy) \s~p dx\ *, s > p. 

Простая оценка дает || / (x+ iy) \\s < Ц / (x + г?/) ||£/8 sup | / (ж + iy) | s . Так как / £ Я р , 
X 

то первый сомножитель ограничен при у too; если ко второму применить утвержде­
ние 2), то полностью получим лемму. 

Л е м м а 2. Если f (z) £ Wp, то 1) f {z+ih)£Wp Vfc £ ( — 00,00); 2) f (z) exp {ioz)£Hp
r 00 

Л е м м а 3. f {*2+ Ла}-г<И < с | Л Ji-аг, г > 1 / 2 . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. 1) следует из лемм 1, 2. При доказатель­
стве 2) достаточно считать, что у !>0 . Пусть / (w) £ VPa, w~u-\-iv. По лемме 2 
/ (w—i)£W% и eiow f {w — i)£Hv. К функции eiawf {w — i) надо применить лемму 1 
с 6 = 1, а затем положить w — i — z. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2, 2) При р£ [2, оо) ищем F в виде F (z) = 
= \ ехр ( — izt) / {t) dt, где supp / s [— a, a]. Построим {rk} f оо так, чтобы 1) cp (rk) < 

<&-*, 2) * f e= — r ^ 1 > 2 - 1 ^ _ i , 3) * i > — о. Пусть./ f e = [*fe, 2-^ fe]. Ясно, что все / f t c i 
J C ( — CT, 0) и Ikf)In=z0 при /с ф п. При £ < 0 определим g {t) = f (£ + a) = 0 вне |J / f t . 
если t£ Ih, то положим g (£) = / (*4-а) = г ^ ф (rfe), g-1 + p - 1 = l . Пусть /(*) = / ( — £) 

Легко видеть, что f £ Lq ( — о, а), по теореме Хаусдорфа — Юнга F £ Wp. Теперь 
0 - а 0 

-2а -2а - а 

Ясно, что \G(irk)\ = 0 ( e x p ( — arft)), а | # ( i r f t ) | = j ехр (rkt) g(t)dt> j > 

> Cr^1/pcp (rfe). Поэтому для rh>N ехр ( — arfe) | F (irft) | > Мг^1 / Рф (rft). В силу чет­
ности / полученное неравенство верно и для | F ( — <rft) |. Итак, для р£[2 , оо) F пост­
роена. Если р < 2 , то 3 —целое п так, что пр^>2. По доказанному 3F £ W^Jn так, что 

a 
— rk 

\F ( ± ir^) |>> ф1^71 (r^) r^i/pne ' . В качестве искомой функции можно взять Fn. 
1) Если р6[1»°°)» а F— только что построенная функция, то функция 

eia(z+ih)p ^z _j_ щ g ^ p и^ следовательно, представима интегралом Пуассона: 

exp(ia (x-\-2ih)) F (x + 2th) = пг*Н [ {(* —ж^ + Л ^ е х р ^ а (t + ifc)) F (t + ifc) <**• Л > 0. 

Применим к интегралу неравенство Гёльдера и лемму 3: 

e-2oh | F (Х + 2Щ | < c-h"i/8e"ah || F (* + &) | | s , x £ ( — оо, оо). 

Положим # = 0, /i = 2~1rfe. Тогда 

(1) || F (*+ *гА/2) П. > С! (rft/2)1/e ехр (-or fe/2J | F (lrfc) | > 
> e « ( r f e / 2 ) 1 / 8 - 1 / P 9 ( r f e ) e n / 2 . 

Ясно, что можно ограничиться рассмотрением медленно убывающей ф(г), т. е. такой, 
для которой условие q>(rk) :> c3y(rk/2) не будет [противоречить условиям 1), 2) при построе­
нии {rfe}. Значит, с учетом четности F (1) дает требуемое. 

Пусть р <. 1, р < 5. Для некоторого натурального п рп :> 1; 3 F £ ^ м так, что 
It F(:r ± irft) | | s n >• r f t

1 / s n~1 / p n ф 1 / п (rfe) exp (arfe//i). В качестве искомой функции теперь 
можно взять F n . 
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