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ГЛАДКИХ СИГНАЛОВ 

Голубев Г. К. 

Решается задача асимптотически минимаксной фильтрации гладко­
го сигнала на фоне белого гауссовского шума при неполной априорной 
информации о классе оцениваемых сигналов. 

Пусть на отрезке [0,1] наблюдается случайный процесс X(t), имею­
щий стохастический дифференциал 
(1) dX(t)=S(t)dt+Edw(t), X(0)=0, 
где w(-) —стандартный винеровский процесс, a S(t) —неизвестная функ­
ция, которую нужно оценить по наблюдениям X(t). 

Задачу оценивания будем рассматривать в минимаксной постановке. 
При этом предположим, что полезный сигнал S(-) принадлежит некоторо­
му множеству 2 в пространстве L2

P(0,1). Это пространство состоит из 
функций, имеющих [}—1 абсолютно непрерывную производную и норму 

В ] 

j=o о 
здесь и далее символом g{3)(-) обозначается /-я производная функ­
ции #(•) 

Риск оценки S(t,X{-)) сигнала S(t) определяется следующим об­
разом: 

Въ (3, 2) = sup Ms С Ъ (t) [S (t, X (.)) - S (t)f dt, 
о 

где Мв(-) —усреднение по мере в С(0,1), порожденной процессом X(t) 
из (1) при фиксированной функции S(t), b(t), Щ0,1] —неотрицательная 
кусочно-непрерывная функция. 

Далее будем изучать величину асимптотически минимаксного риска 
гъ (2) = Йгп inf Rb (3, 2) e-*P/(23+i). 

8^0 s 

По существу, первые результаты о гь(2) были получены в [1]. Там, 
в частности, было показано, что если множество 2 ограничено и содержит 
некоторый шар из L2

P(0,1), то 0<гь(2)<оо. Точное значение величины 
г6(2) в случае, когда 2 представляет собой шар из периодических функций 
в Z/2

P(0,1) и b(t) =const, было впервые найдено в [2]. 
Опишем множества 2, которые будут рассматриваться в данной рабо­

те. Обозначим через Г / график в [0,1]ХЯ* функции 
t 

ig(t)^[g«)(u)]*du, geL^ (0,1), «6 [0,1]. 
о 
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Пусть Ор (Г/) — сферическая окрестность радиуса р множества Г / в 
{0,l]XRl: 

О, (Г/ ) = {(*, х) б [0,1] х R1: inf [(*— /i)2 + (х - xxf] < p*}. 

Положим 
0 - 1 1 

Сб,Р (S) = {/ б L£ (0,1): iy» е Op (IV), 2 ] J [/°> (")J2 rf" < «} • 
3=0 0 

Будем говорить, что 2 имеет массивное ядро в L2
P(0,1), если 

1 

sup \[S^{u)fdu<ioQ 

и для любой функции ££2 найдутся числа р, 6>0 такие, что ^pOSJcS. 
Одна из задач, решаемых в настоящей работе,—вычисление величины 

г&(2) для множеств 2, имеющих массивные ядра в L2
P(0,1). Далее будет 

показано, что в задаче фильтрации полезного сигнала S(t) по наблюдени­
ям X(t) из (1) существуют оценки, удовлетворяющие более жестким тре­
бованиям оптимальности, чем обычная асимптотическая минимаксность. 

Будем говорить, что последовательность оценок S£*(t, X(-)) (е-^0) 
является адаптивной асимптотически минимаксной, если для любого мно­
жества 2, имеющего массивное ядро в L2

P(0,1), и любой непрерывной 
функции b(t)^0 выполнено соотношение 

Н т Д ь ( £ Л 2 ) = /-ь(2). 

Введение адаптивных асимптотически минимаксных последовательно­
стей оценок связано с тем, что обычно никогда не известны с достаточной 
степенью точности ни параметрическое множество 2, ни вес b(t) в функ­
ции потерь. Оказывается, что если параметрическое множество 2 выпукло 
и имеет массивное ядро в L/(0 ,1) , то в качестве асимптотически мини­
максных оценок можно использовать линейные оценки. В то же время в 
классе линейных оценок нет ни одной последовательности адаптивных 
асимптотически минимаксных оценок. 

Одним из основных результатов работы является 
Т е о р е м а 1. Если параметрическое множество 2 имеет массивное 

ядро в L2
P(0,1),то 

1 

(2) гъ (2) = с (Р) sup [ Ъ (t) I 5<Р> (*) |а/сар+х) м, 
s = s oJ 

г5ес(Р)=2р[р+1]-1[(Р+1)(2р+1)/2р(2я)2р]1/(2р+1). 
К сожалению, адаптивные асимптотически минимаксные оценки име­

ют довольно сложный вид. Для их описания продолжим список дополни­
тельных обозначений и результатов. 

Преобразование Фурье функции f(t)£L2(—°°, °°) будем обозначать 
-}-оо 

/ ( © ) = { e*4<»tf(t)dt. 
—оо 

Введем на функциях К(ы)£Ь2{—°°, °°) следующий функционал: 

£(£(©)) = ess sup 12ло> j-зЭ 11 — ^ (to) |2 + \ \К ((a)\*d<x>. 
(£> «^ 

— оо 

Далее ради сокращения записи все константы, значения которых для 
нас несущественны, будут обозначаться через С. 
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Конструкция оценок, изучаемых в настоящей работе, существенным 
образом будет опираться на следующий довольно простой факт. 

Л е м м а 1. Существует последовательность функций Kn*(t) с носите­
лями соответственно на отрезках [—тг, ft] такая, что 
(3) lim L (Кп* И ) = inf L (К (со)) = с (|3), 

П—оо £ 
-1-е» 

(4) jj (1 + | * '|P+i)2 [Кд* (0 + tK*n
{1) (t)f dt < Сл*+1. 

—оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетрудно проверить [3], что inf L (К (со)) дости-
% 

хается на функции 
,?.W={'-I»KI». и<ш-

[0, |(о|>сос, 
где 

о)с=[ (р+1) (20+1) {2$)-1{2п)-*Упг*+1). 
Для некоторого числа Кп>0 построим бесконечно дифференцируемую 

функцию ККп(ы), удовлетворяющую условиям 
КХп((»)=КХп(-(*), ^ ( ю ) < ^ ( о ) < 1 , 
suppKu(co)c=[-2coc, 2сос], 

4-00 4*00 

^ |£>.n(G))|MG><jj |£*(ю)|* <*» + *,„, ££(0) = 0, /=1,2,... 
— оо —оо 

t" . -
По последовательности функций К% (t) = \ £~2ЯШ^Й\ (со) d(D построим 

п j п 
— ОО 

новую последовательность функций /£„(£) такую, что 
Kn(t)=Kn(-t), Kn(t)=KM, *e[-*/2, n/2], #„(*)=(>, 1*|>л, 
П 71 

jj Kn(t)dt = l, J tjKn(t)dt=,0, / = 1ч-р\ 
—n — n 

оо 

J (1 4- #+1)2 ( | Kn (t)\ + t\ K™ (t) |)2 dt < 
' 2 - 0 

oo 
< С jj (1 + | * P+1)2 (| Яxn (*) | + t\ KM (t) I)* dt. 

n/2—0 

n/2 

Заметим, во-первых, что L(X^((o))^L(X*(o)))+^n и справедливы сле­
дующие неравенства: 

+оо 

—оо n / 2 

ess sup | 2яи |-3» 11 — Kn (©) |2 < ess sup 12ясо |~2P 11 - Kx (со) |2 + 
О) (О П 

4-00 — n / 2 

+ С<7„[$ HPM^WI^ ' + Cg^f 5 \KK(t)\dt]\ 
— oo —oo 

Отсюда ясно, что, подбирая соответствующим образом последователь­
ности Кп и qn, можно получить (3). Неравенство (4) непосредственно вы-
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текает из следующих соотношении: 
71/2 

Шп \ (l + \t^)\K*^(t) — Kiri)(t)\2dt = 01 / = 0 , 1 , 
П^°° Л/2 
\K*{t)+tK*^{t)\<C[\t\+C]-\ 

Построение последовательности адаптивных асимптотически мини-
максных оценок начнем с восстановления сигнала на краях отрезка [0,1].. 
Положим 

1 

$фе'#о[фв>-*)]<иг(и). *е[о,Де], 
(5) S6*(t): 

J фе'^О [ф8' (t - И)] d Z (и), Гб [1 - Д£, 1], 

где К0(t)— бесконечно дифференцируемая функция с носителем на отрез­
ке [0, 1] и такая, что L(£„ ( © ) ) « » , а ф/=[Д Е е 2 ] - 1 / ( 2 р + 1 ) . 

Построим предварительную оценку Se(t) по следующей формуле: 
1 

(6) 5£ (t) = ^ реКо [ре (t - U)] dX (и), t е [Де/2, 1 - Д £ / 2 ] . 
о 

При ££[Де, 1—Ае] определим следующий функционал: 

(7) * ( < ) = - £ - l [SM(uWdu-(^+\ 
* - Д Е / 2 

X \ 12JCG> |а^ | ^ о (со) | а A» |i/iap+i); 

здесь и далее фе—е~ 

I фе [Де"1Леф81]-1/(2Р+1) при ОСТаЛЬНЫХ t, ~"~ 

где А8'=Ае+2тг8фе~1, а целочисленная переменная / пробегает значения 
от 1 до [Ае']-1 . 

При ££[А8, 1—Ag] последовательность адаптивных асимптотически ми­
нимаксных оценок определяется следующим образом: 

1 

(8) SE* (t) =^qs (t) Kls [ge (t) (t - u)] SE (u) du, 
0 

где Kn8 *(•)— последовательность ядер, удовлетворяющая лемме 1. 
Т е о р е м а 2. Пусть параметрическое множество 2 имеет массивное 

ядро в 1/2
р(0,1) и пусть выполнены следующие условия: 

l im Д8 = lim he — lim щ1 — lira ^еф^Дг1 = lim р^ фе^Дё1 -~ 
е - о 8—0 е—0 s—0 £—Э 

— lira htnTJi [Д-у8
3+1е4]1/(4р+2) = 0. 

£—0 

Тогда последовательность оценок SE*(t), определенная согласно (5) — 
(8), является адаптивной асимптотически минимаксной, т. е. 
(9) ШпД ь (5 е * ,2 ) = г ь(2). 

8—0 

Нижняя граница для величины гь(Е) легко находится с помощью на-
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ведения гауссовского распределения на параметрическом множестве 2 
([2,3]) . 

Л е м м а 2. Для любой функции S^E такой, что для некоторых б, р>0„ 
(?б,Р(*5)с=3, справедливо неравенство 

1 

(10) гъ (2) > с (Р) \ Ъ (t) 1S<3> (t) |з/(аР+1) Л . 
о 

Далее часто будем использовать следующий простой факт. 
Л е м м а 3. Для любой функции S, принадлежащей ограниченному в 

L2
P(0,1) множеству F, и любого числа ^>0 найдется функция S-fi 

&L2( — °°, °°) такая, что 

S,(t)=S(t), Ща,Ъ]<=[0,1], 
-f-oo Ь 

—оо а 

Для доказательства достаточно продолжить функцию S(t) с отрезка 
[a, fr] с помощью двух полиномов pa(t) и Pb(t) степени 2[J—1 таких, что 

р?(а) = 5<<>(а), р < ? ( а - Г ) = 0, 
pP(b) = SV(b), pil)(b + T)r=0, Z = 0-=-p — 1 , 
Г ^ у " 1 max |5«>(а)|2 + |5«>(Ь)|2. 

Вые отрезка [а—Т, Ъ+Т] нужно положить £т(£)=0. 
Л е м м а 4. Положим 

i+A8/2 х 

ро (t) = Г J L J Г J pf+l^0(P) [Ре (т - М)] 5 (u) duTdxl1 / (2P+1 ) . 

1 

Если suj) \[SW(u)]2du<^oo, то при ££[Де, 1—Л8] выполнено пера-

венство 
(И) sup Ms [pe (t) - ро (О]4 < С [Дё2р|р+1е4]1/(2Э+1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что 
* + Д8/2 1 

Г р (* Г Г* Rj.1 —№\ (12) • Ms [Рв(*)-Рв (*)]*< (МГ-^- {j ["{jPe^f 
^ L 8 f - A e / 2 L 0 

-f оо • Л:';. 

X [р8(т-^)]^(ц)12г2т- (-^-)2 +1 ^ |2лсо|2Р х 
J \ фе ' J 

—оо 

х !1оИ|^со1 2р+ 1Ч(м[^Т 2
рГ \кТ х 

1 

X [ft, (Т - И)] dw (U) $ $+1К™ [ре (Т - р)] S (p) d p ] ' йт}2/(ЗР+1) . 
о 

Для того чтобы оценить первое слагаемое в правой части (12), вос­
пользуемся следующим тождеством: 

Mg1V-Mg1
2Mb2-2(M|1b)2, 

где |3", / = 1 , 2 — гауссовские случайные величины с нулевым средним. 
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Поэтому 
*+Ae/2 i 

<13) М Г JL- J [ [ J pg+^W [Pe (p - и)] dw {и) 

1 

- М [ J рР+1Я<р) fре (р - и)] da, (и)]2] </р 

2е* 
Де2 

t - ДЕ/2 <+Д 8 /2 + 0 о 

J \ [ \ Р ! Р + 2 * Г [р.(я - s)] к™ [Рв(Р - *)] <fe]2 х 
t—A8/2i~A8/2 —оо 

-J-oo -f-oo 

Xdqdv^ 2в4Д^р?+1 J [ ^ tff (p - *) # f (О Л ] 2 dp. 
OG OO 

Для оценки второго слагаемого в (15) потребуется следующий доволь­
но простой факт. Пусть ядро линейного оператора Ат имеет вид 

1 

ат (t, т) = \ Oi(t — и)а2 (и — т) du, 

где функции аА(-) лежат в L2(—°°, °°) и имеют носители на [—г7 г]. 
Тогда при любом Т 

|| Л г || < (ess sup | ax (со) |21 а2'(ю) |2 + 
I 0) 

+ 8r jj Г J |ai(* —и)||сг2(и)|<й*]1л} , / '. 
—оо —оо 

Используя это неравенство, получаем 
1 1 Н-Л 8 /2 

[ т " Г S [S ̂ (3) (p) S ре3+1/г°р [ре (" ~',)] Ко [ре (" ~р)] х 
8 0 0 *—Ag/2 

X d« dp]2 <fo < С [е/Ле]2 {ess sup | К о (рё1 <ю) |4 12яо |* + 
-{-оо -{-оо 

+ Рё1 J [ J р Г | *о№) [ре (* - и)] Ко [реи] |2 d« ] \й} < Ср? [е/Дв]» 
ОО ОО 

Отсюда и из (12), (13) получаем (14). Лемма доказана. Введем следую­
щую функцию: 

_ f Фв [he + ро'О'ЬеЪ * 6 [ / V - Д е / 2 , / V + Д е / 2 ] , 

I фе [ ф е А е И ё 1 ] 1 ^ 2 ^ П Р И ОСТаЛЬНЫХ *, 

где целочисленная переменная / пробегает значения от 1 до [Де']"1. По­
ложим далее 

S8* (t) = J ge (0 Я*£ [gB (0 (* - и)] 5 e (^) d^. 
о 

l 

Л е м м a 5. Если sup \ [£<&> (u)]2 du < оо гг 

1 im AE"= 1 im «вфё1^1 = 1 im nl+'h [Дё2р*Р+V]i/№«> Аё1 = 0, 
8—0 
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то 
1 - А е 

(14) IknsupM s [ b(t)[SE*l(t)~sE*(t)YdtyT = 0. 
8—0 -S62 J 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим сначала следующую величину: 

(15) jj ||*|*m[:i:#(;rf)-0ff(yO]2<W=$ I* 2 ^ X 

-f-oo 

X 

X Г С [Я (У*) + vtKW[(vt)] dvYdt^\y — x\ jj 

V 

С [Я (У*) + vtKV (vt)f dvdt < 
X 

-f-oo у 
^ I у _ a; I ^ U r № ) + ^ ( 1 ) (О]2 dt I J г г з ^ dy 

— OO X 

Пусть теперь ядро К{ •) удовлетворяет условиям 
-j-oo -f-oo 

£ K{t)dt = i, { tlK(t)dt = 0, г = 1 -=-Э— 1-
— О О — 0 0 

Используя неравенство (15) и неравенство Коши — Буняковского, на­
ходим 
(16) | К (х-1®) — К (гГУ) |21 2яа> |-аЗ = | 2яа> \~^ х 

+ ° ° 2 
у ГС ^ i t t < ( x i f ( ^ ; ) _ ^ ( ^ ) ) ^ l = 

— оо 
+0О Р - 1 

= 12ясо |-2Р ГС (1 + \t |P+1)_1 (e2Iti<0t - j £ (2пШу/)\) X 
—со j = 0 

х (1 +1 * |р+1) (*# (**) - у к (yt)) dtV< |'2ж» |-2^ J [ i :+ г; р+1]~2 х 
—оо 

0 - 1 +со 

X e2jri©* _ У (2тю*)//! f dt{ [l + \t P+1J2 
X 

j = o 

X [*# (xt) — у К (yt)]2 dt^C\y — x\2 [min (y, x)]~W+V x 

x ^ [i + UP+1]2[^W + ^ ^ ( 0 ] 2 ^ . 
— OO 

Положим 
DB (t;u) = g8 (0 #*g [9e (0 (tf- u)] - g& (t) K*e [ge (t) (t - u)]. 

Обозначив через SQ(t) продолжение функции S(t) с отрезка [О, 1] 
на R1 такое, что 

£ { j [SP(t)]*dt^ClliS\\f, 
j = 0 —оо 

имеем (см. (16)) 
! - A 8 ^ 1 1 

(17) М jj [ jj Ле (t, и) J реАГо [ре (^ - у)] 5 (у) dv dujdtyf < 
До О О 

63 



< M jj | S0 (со) |21 £„ (рё1») |21 t* e foe1 (t) 0)] - 1*8 [ft1 (0 со] |2 dco < 
— 00 

< CM [Pe (t) - p0 (t)f n?+%^+3) < Cnf+X2f-S [Ae2pf+Vp/(4B«). 
Рассмотрим гауссовский случайный процесс 

i 
Z 8 (5) = ]/"ф8 \ <?Z*g [s (t — Г/)] ^8 (и) dll, S > Л8 

О 

где 
i 

£е (и) = \ ре^О [ре (и — и)] dw (v). 

Используя неравенства (15), находим, что при su 52>й8 

М [Ze (si) - Ze (s2)f < СI si - 5.12 Аё1^+1 . 
Поэтому, воспользовавшись результатами [4], имеем 

М sup [Z8 (he + *) - Z8 (he + s2)]2 < Chfnf^x* In4 x. 
|Si-s2 |<x 

Следовательно, применяя лемму 4, приходим к оценке 
1 ~ Л 8 1 1 

М \ l\De(t1u)\p£Ko[pe(u — v)]dw(u)duYdt(ps1<: 
д8 о о 

< max М [Z8 [ро (/Де') + Ле] - ^е [Ре (/Де') + he]]2 < 
з 

оо 

< max | - СК?т$*1 J z2 In* z dP {| p0 (/Де') - Ре (/Де') | > z}} < 
J 0 

00 

< Ch^nT1 max J z [In4 z + | In3 z |] P {| p0 (/Де')-Ре (/As') I > 2} dz< 
3 0 
x 00 

< Ch^nf*1 Я z [In4 z + I In3 z |] dz + \' z'3 [In* z + I In3 z |] dz X 
0 X 

X max M [p0 (/As') — Рг (/Де')]41 < Cli^nf*1 In4 ж X 
i 

X Г*2 + ^2(Ae2pf+1£4)1/(23+1)]-
Выбрав #=[Д8~2р8

4р+1е4]1/(8р+4), получим, что правая часть этого нера­
венства не превосходит 

Ch^nf+1 [ A e V ^ e T ^ » In [Де^Ре*^J"1. 
Отсюда и из (17) непосредственно получаем (14). 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Заметим, что если /?(t) — полином 

степени р—1, то функционал ge(t) не меняет своего значения для почти 
всех t при замене S(-) на S(-)+p(-) и 

1 

5 W + р О - 5 g* (О #»e [ft (0 (* - «)] (S (и) + р (u)) du = 
о 

1 

= S (t) - jj ft (t) К1г [ft (*) (* - и)] S (и) du 
О 

для почти всех ЩАе, 1—Ае]. Поэтому при вычислении квадратичного 
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риска se*(t) можно без ограничения общности считать, что параметриче­
ское множество 2 ограничено в 1/2р(0, 1). 

Обозначим через S^(t) такое продолжение функции S(t) с отрезка 
[ ( / - 7 2 ) Л Л ( / + 7 2 ) Л Л н а й \ ч т о 

(i-V2)A£ ' 

Существование такого продолжения гарантируется леммой 2. 
Воспользовавшись равенством Парсеваля, находим 

jA£ '+A£/2 

• S 
jA £ ' -A £ /2 

^ " 8 i — В ' " -Г°° 

(18) Ms J l^ (0 - *е* (О]2 dtyf < J 15iv (со) |211 - £*g fee1 ( A ' H 

+<» 
X f о [рё'со] I2 dwqf + ДЁф1Р82 J I £*8 [coge1 (/Дв')112 X 

— oo 

X I Ко [рг'со] |2 d© < jj 1SjY (©) |21 2mo |aP d© [p0 (/Д,')]^ X 
-уреФе 

X ess sup I 2я© \-^ \i—Kte (со) £o [peVpo (/'As') <*>] [2 + A£po (/A/) X 
0) 

oo oo 

X 5 \KflsH\2fKo[pe\po(j^')a>]\2d& + C jj |5jY(o>)|»da>< 

~°° l/"Peie 

< ess sup [ 2roo |-«P 11 - Z*e (со) |2 С | SiY (p) |212лр |2P x 
0) «i 

- V РеФв 

X dp (1 + о (1)) [ J - J | SjY (X) |21 2nX |* | £ 0 ( p ^ ) |2 dX]-23/(23+i) + 

—oo 

jA£4-A£/2 

+ С (P;4e)p + A8 f -д- J [5«Ю (u)f du\im+1) X 

+oo 

x J |Z*e(a>)|2o;o> + o(AE)<(l + (;T)L(Z*8(u)))x 
—oo 

;A84-Ae/2 

X Де' {-£- J [5»> (и)]2 JM}1/UP+1) + О (Де). 

Заметим далее, что справедливо следующее неравенство 

(Ае = U [/Де' - Де/2, /Д.' + Ае/2], Ж = [Де']"1 - 2) : 

Ms \ [S (t) — s8* (t)]* dt(ff < С less sup 12лсо |~2Р х 

X I 1 - K*„e [ (n ;4Ar V ( 8 3 + 1 ) ©J I2 + e V / (1 - mes Аг) X 

X jj |1:г[0)фё1(«81феДеГ1/(2р+1)]|2^} = о(1). в -*0 . 
— OO 
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Поэтому отсюда и из (18) находим 
l - A g 

(19) Ms jj b(t)[S(t)-se*(t))^tyf^L(KZe(co))x 

[ A g ' ] - 1 ( i + V 2 ) A e ' 

X j £ b (/Д/) be' \-^r J [SW (M)]2 ^ 1 1 / ( 2 P + 1 ) + о (V) . 
j=i L 8 ( i - V i ) A e ' 

Положим 

2Y = U 0 (5, Y). 2 (5, Y) = {/: Г,В С tfY (Гй
р)>. 

Тогда ясно, что 2с=2т и при Д£ '<^ найдется функция f^^ такая, что 
0 '+Vi)A e ' 

I /(Р) (и) I2 = -^т 5 IS^ (v) |» <fo, и 6 [(/ ~ V2) Де', (7 + 72) Де']. 

Заметим далее, что для любой функции /£2Т найдется функция 5/^2 
такая, что 

(20) [ {\/»)(и)|«/(аР+1) — 15}р)(И)|«/W+«}du<cy(b — a). 
а 

Действительно, пусть r/£(?T(lV). Тогда, интегрируя по частям, найдем 
b 00 

К {| /(P) (U) |2/(2P+1) — | £(Р) (U) р/(2Р+1)} dM < С Ж-2р/(2Р+1) Х 
а 0 

X I mes U б [а, Ь]: J [/№) (и)]2 du > а:} — 
а 

— mes {* б [а, Ь]: ^ [S^ (и)]2 du > } I dx < су (6 - • а). 
а 

Таким образом, из (19), (20) и леммы 1 находим 
- А 8 1 

[ Ъ (t) [S (t) - sG* (t)]* dtyf < sup сф)\ъ (t) I /<P> (t) |a/(aP+D Л < 
1—Ap 

< sup с (p) \* 6 (01 /№) (/) !«/(*+« Л + CY-

Отсюда, из леммы 5 и следующей оценки среднеквадратичного риска 
на краях отрезка [0, 1] 

А £ 1 

M s ( 5 + j ) [5 (0 -5 в *(0] а Лф| 3 <(?Д? / ( я В + 1 ) 

о 1 - Д 8 

непосредственно следует равенство (9). Теорема 2, а вместе с ней и теоре­
ма 1 доказаны (см. (10)). 

В качестве иллюстрации полученных результатов рассмотрим простой 
пример. Пусть 2 состоит из функций ££L2

P(0,1), для которых выполнено 
неравенство 

1 р - 1 1 

$ а (*) [#М (t)f dt + £ J [5«> (*)]2 Л < 1, 
о j=o о 

где а(£) — непрерывная на [0, 1] функция такая, что mma(t)>0. 

ее 



Проверка условий теоремы 1 здесь не вызывает затруднений. Поэтому 
в данном случае 

г, (2) = с(р)sup [b(t)\ 5<P) (0 |а/<*Р+1>Л = 

1 

= с (Р) К [6 (̂ )]CaP+D/(2P) [a (f)]-i/(2P) dtYV /(2f+l) 
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