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УДК 518:517.91/.94 

О МЕТОДАХ ТИПА А Д А М С А НАИВЫСШЕЙ СТЕПЕНИ' 

л. д. ГОРВЖТВ 

(Москва) % 

Излагается способ неопределенных коэффициентов, позволяющий по­
строить частично устойчивые методы типа Адамса предельно высокой сте­
пени, которые дают возможность максимально экономить память маши­
ны. Показывается, что разностные уравнения с соответствующими началь­
ными условиями, определяющие такие методы, можно разрешить с п о ­
м о щ ь ю горизонтальных последовательных приближений; при этом приво­
дятся условия разрешимости. На четырехточечном шаблоне построен ча­
стично устойчивый метод типа Адамса шестой степени, реализующий упо­
мянутые условия разрешимости. 

1. Пусть для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

(1) = У), 

где х — независимая переменная, у = {y{i\ . . . , y{N)} — искомая вектор-функция, 
f(x, у) = (х7 г / ) , . . . , / ( i Y ) (х , у)} — непрерывная по совокупности своих аргументов 
вектор-функция, заданная в параллелепипеде П = [\х — а\ ^ А, \\у — b\\i ^ В] 
(здесь и далее || 411 —первая норма по Д. К. Фаддееву) , ищется решение у{х), отве­
чающее начальным условиям 

(2) . у (а) = Ъ. 

Как известно [ х ] , в этих условиях существует по крайней мере одно решение 
у (х) задачи (1) , (2 ) , определенное на отрезке \х — а\ ^ Я , где Н = min (А, В / М), 
М = max | | /(х , у) Hi, (х, у) е П. 

2. Приближенное решение задачи (1 ) , (2) будем строить с помощью разностного 
уравнения вида 

т П 

(3) ОпУк+г = h JT̂  $ifk+i, fh = / ( S f t , Ук), 

г = 0 i=0 

рассматриваемого на равномерной сетке узлов xk = а + kh, к = 0, ± 1 , . . . , с неко­
торыми начальными условиями 

(4) yQ = Ь, 

где та, п — заданные натуральные числа ( Т >> 0, п ^ 0); а*, рг — пока не определен­
ные коэффициенты, УЪ — вектор-функция целочисленного аргумента /с, обозначающая 
решение задачи (3 ) , ( 4 ) . 

Неопределенные коэффициенты а*, рг формулы (3) и начальные условия (4) бу­
дем выбирать при следующих предположениях: 

1) уравнение (3) является максимальной аппроксимацией уравнения (1) , т. е. 
в тождестве 

т т 
X^'aiy(xk+i)= h JP$jf(xk+hy(xk+i))+ Q(hr(p(h)), 

fesQ г = 0 

где у (х) — произвольное решение задачи (1 ) , (2) и (p(h) — функция типа модуля не­
прерывности, натуральное число г должно выбираться возможно большим; 
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2) задача (3) , (4) разрешима; это означает существование таких чисел х > а и 
h0 > 0, что каждому значению h, 0 < /г ^ /г0, сопоставляется определенное решение 

задачи (3) ; (4 ) , А = . . . , 1, 2 , . . . , Nh = [(ж - а) / h]; 
3) задача (3) , (4) сходится, т. е. каждая последовательность решений yh(hv), 

у = 1, 2 , . . . , задачи (3 ) , (4 ) , h = hv, соответствующая последовательности шагов 
hx, v = 1, 2 , . . . , сходящейся к нулю, компактна в C0

N [а, х], причем если такая по­
следовательность сходится в Сох [а, х], то существует решение у (х) задачи (1) , (2 ) , 
для которого \\у (хк) — yh(hv) || ->- 0 при v -> + ° ° равномерно относительно допусти­
мых значений к. 

3. Если вектор-функция / в параллелепипеде П имеет непрерывные производные 
вплоть до порядка (г —• 1) включительно, то необходимые и достаточные условия 
аппроксимации уравнения (1) уравнением (3) с порядком 0(hrcp(h)), h -*- 0, запи­
сываются в виде 

<5) V at = 0, > X * = v X4 р,**- 1 , v = 1, 2, 

г=0 г=0 1=0 

Условия аппроксимации ( 5 ) , получающиеся при г == 1, будем называть мини­
мальными [ 2 > 3 ] . 

4. Вопрос об условиях разрешимости задачи ( о ) , (4) в общем виде пока не ре­
шен, так как его решение существенно зависит от количества начальных условий 
(4) . В связи с этим для рассматриваемого вида уравнения (3) возможно по крайней 

мере цва различных подхода [ 3 ] . Один из них, а именно тот, при котором не пред­
полагается устойчивость по Ляпунову разностного оператора 2™oO&i2/fc-it и будет рас­
смотрен ниже. 

5. Пусть в уравнении (3) коэффициенты щ ? fn выбираются так, чтобы оно 
•аппроксимировало уравнение (1) с максимальным порядком при условии, что 

531—1 

<6) V | А * ! < | А И , ' 

i=0, гфэ 
где 

А,- = Go + .« . + оч­

ной пимает одно из значений 0 , 1 , . , . , т — 1. 
Имел Б виду первое из условий (5) , перепишем уравнение (3) в виде 

i=0 г'=0 

Разделив последнее на — A j , получим 

т— 1 п 

г*=0, j г=0 

где 

= Aj / Aj , р?* = —р г . /А* 
Начальные условия (4) будем выбирать в виде 

(8) Уи, к = —/ + 1 , . . . , —1, уо = Ь, 
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где у к — такие TV-мерные векторы, что график вектор-функции (8) принадлежит па-
• раллелепипеду П и 

(9) &kyk = 0(h), Л - * 0 , k = -j, - / + ! , . . . , - 1 . 

Задачу (3 ) , (8) будем решать методом горизонтальных последовательных при­
ближений. Нулевое приближение выберем в виде определенных векторов N изме­
рений, 

(10) г/1, к = 1, 2 , . . . , Nh + v, v = max (те, и ) , 

и так, чтобы график вектор-функции (10) принадлежал параллелепипеду Н ж 

(11) . Am = 0(h), /г->0, /с = 0, 1,..., TV̂  + v — 1. 

Последующие приближения будем строить по формулам 

4 к = к = - / + 1,..., 0; 

m - l а ' 

(12) ' ' Ah

 Syk = — + h Р*7ь-ж. & = 0 , 1 , . . . , Л я - 1, 

г = 0 , t^fej г=0 

= ^ к > 2¥А, 5 = ' 0 , 1 , / f t = /(sA, yk). 

6. Покажем, что при соответствующем выборе чисел Ж > А и /г 0 >* 0 горизон­
тальные последовательные приближения (12) определяются для всякого неотрица­
тельного целого s. 

Действительно, при s = 0 из (12) получается оценка 

п 

(13) IIA.^IIi < h (^C+Y^l J = Р, 
i=Q 

где С —константа , определяемая равенствами (9) и (11) ж 

/ % = [ А У | < 1 , 

затем при 5 = 1 — оценка 

I I A X H I ^ (А,+ 1)Р, 

и, наконец, методом индукции получим 

(14) НлДУх < ( X е - 1 + V - 2 + . . . + i)P-

После этого, суммируя (12) по к и переходя к первой норме, с учетом (13) ж (14) 
получим оценку 

п 

\\'ук - 6!li «5 + Х - 1 + ... + i)P<kh(^kC+Y^i\M^ ( i - Я ) - ' . 

1 5 Ж В М Ж М Ф 5 Ш 2 
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Из последней вытекает, что если числа х > а и Xq >• 0 удовлетворяют системе не­
равенств 

(15) (х — а) I у |Р»*|ЛП ( 1 - Х ) - 1 < Я , 

х •— а ^ Н% //го ^ Я, До ^ ж — а, 

то горизонтальные последовательные приближения (10) будут определены при вся­
ком неотрицателвном целом s. 

7. Покажем, что при соответствующем выборе числа х > а горизонтальные по­
следовательные приближения (12) сходятся к решению задачи (3 ) , (8 ) . 

С этой целью перейдем в (12) к разностям по s. В результате получим 

m—l п 
g i 

(16) AsAkyh = — X Ai*AsAk yh-j+i + Л у pi* Fk-j+iAk

Syh_j+u 

1 = 0 , гфз г = 0 

S - 1 

где Fk обозначает квадратную матрицу TV-го порядка; ее элементы определяются 
S - l S—1 S—1 

следующим образом: РЫ) = 0, если A s|/0") = 0, в противном случае FiU'J) является 
соответствующей частной разделенной разностью для функции /(*). Для упрощения 
записи положим 

S S 

Vh = Asyh; 
тогда уравнение (16) перепишется в виде 

m—1 n ^ 

(17) А А 4 = — ^ Ai*Aft + /г ^JPi*^ft_j+i V- j+г, s = 1, 2 , . . - . . 

г = 0 , j г'=0 
S 

Далее, построим оценку для \\vh\\i в предположении, что вектор-функция / удов­
летворяет условию Липшица по у с константой L. 

Из (12) при s = 0 имеем 

да—I п 
о U N1 о ХГО"! о 

(18) Akuk = — Ч Ai e A A y A - j+i + h % Р * 7 ( * А - Ж , Ук-j+i). 
i=0 i=Q 

Отсюда получается оценка 

(19) IIAAHI < h I (1 + K)C + У1 \fr'\M 
I £=А 

= hR, 

где 

Q = msLx(M,NL), Д = ( 1 + Я)С + V> J | P F | 0 „ 

1 = 0 

Суммируя (18) по к с нулевыми начальными значениями и переходя к первой нор­
ме, найдем, что 

(20) < hkR ^ (х — a)R. 
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При 5 = 1 из (17) получим 

т— 1 п 

(21) А к ^ = — ^ A/Ak^ft-j+x + /г у fii*Fh-j+ivh-j+i. 

г = 0 , г'^=; г'=0 \ 

Отсюда с учетом соотношений (19) и (20) имеем 
1 

IIA^ftlli < hR(X + x — a)R. 

Суммируя (21) по к с нулевыми начальными значениями и переходя к первой норме, 
убедимся, что 

1 

Ik/tlli ^ (х- — a)R(X + х — a)R. 

На 5-м шаге описываемого процесса найдем 

(22) WAkkWi ^ hR(X + x — a)sRs, 

(23) ^ (x — a)R~(X + x — a)sRs. 

Выбирая х > а так, чтобы выполнялись условия (15) и условие 

(24) 1= (X + x - a ) R < l , 

из (23) получим оценку 

IIkill ^ (x-a)Rts. 

Из этой оценки вытекает, что горизонтальные последовательные приближения (12) 
сходятся к некоторой вект ор-фу нкции yh, к = 1, 2 , . . . , Nn. Переходя в (12) к преде­
лу при 5 - > + о о , убедимся, что эта вектор-функция составляет решение задачи 
(3) , ( 8 ) . 

8. Сказанное в пп. 6 и 7 доказывает разрешимость задачи (3) , (4 ) , причем усло­
вия разрешимости сводятся к неравенствам (6 ) , (15) и (24) , если, конечно, вектор-
функция / удовлетворяет условию Липшица по у. 

Так как система неравенств (15) и (24) относительно х > а ж h0 >> 0 разрешима, 
то вопрос о существовании метода типа Адамса вида (3) , (8) с указанными выше 
условиями разрешимости сводится к построению формул вида (3) , для которых 
выполняется условие (6 ) . . ь 

- 9. Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений (5) при т = п = 3 
и г = 6 и решим ее относительно кх*, Рг, i = 0, 1, 2, 3, считая а 0 параметром. В ре­
зультате этого при а 0 = — И уравнение (3) приобретает вид 

(25) ~l\.yh - 27yk+i + 27yk+2 + 11ук+3 = h(3fh + 2 7 / / i + 1 + 27Д+2 + 3 / / г + 3 ) . 

Для этой формулы условие (6) выполняется, ибо, в соответствии с (7) , 

Ао = —11, A t = —38, А 2 = —11. 

Таким образом, уравнение (25) с начальными условиями (8) при / = 1 раз­
решимо (см. пп. 5, 7 ) . 

Отметим, что разностный оператор, стоящий слева в (25), неустойчив по Ляпу­
нову, ибо для его характер и ст ич е ских чисел Хг-, г = 1, 2, 3, выполняются оценки 

= 1 3 / ц < |Я, 2 | < 4 / ц , 3 4 / и < Хг < 3 5 / и . 

Из них в то же время вытекает частичная устойчивость по Ляпунову названного 
оператора. 

15* 
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10. Перейдем к анализу условий сходимости. Обозначим через 5. 0 <С h ^ &о, 
семейство решений задачи (3), (8) и через У И (х) — соответствующее семейство ку­
сочно-линейных континуальных заполнений сеточных функций уи(Щ, причем 

Ahyk-i(h) 
(26) yh

f ix) = - — , ^ - i < х < **, /с = 1, 2 , . . . , iV n — 1. 
/ h 

Верны следующие предложения, 
Т е о р е м а 1. Если задача (3 ) , (8) сходится, то выполняются условия 

(27) Р ш = 0, ' - V Ai = V pi 0. 

г=0 г=0 г=0 

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично приведенному в [ 4 ] . 
Т е о р е м а 2. Если задача (3 ) , (8) разрешима и каждая последовательность 

УЬ.(]ГУ) ее решений при h = отвечающая последовательности шагов hv, v = 
-•- i1 2, . . , , сходящейся к нулю, компактна в C0

N [а, х] и выполняются условия (27) , 
то эта задача сходится. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь первым из условий (27) , преобразуем. тож­
дество (3) с учетом (26) к виду 

го—i п 

i = 0 " г=0 
где 

[03 
yh(x) = y f t (u), arfc ^ ж < я А + 1 , & = 0, 1, . . . ? NH — i, 

и проинтегрируем полученное от а до х; тогда 

Перейдем в последнем тождестве к пределу при h = hv 0, v + оо, вдоль последо­
вательности шагов hx, v = 1, 2, . . . , для которых последовательность соответствую­
щих решений yk(hv) задачи (3) , (8) сходится в C0

N [а, х] к некоторой функции у (х). 
В результате этого получится равенство 

да—i п х 

~7jLj
 А<м*)-ч =^ftJ/a»(E))dg, 

г=0 1=0 а 

из которого в силу второго из условий (27) имеем 
£5 

y(Z)-b~ij f(T у 

а 

что и требовалось доказать. 
11. Докажем теорему, связывающую условия аппроксимации со сходимостью. 
Т е о р е м а 3. Если в (3) при заданных тип коэффициенты щ, р; выбраны так„ 

что выполняются по крайней мере минимальные условия аппроксимации и условие 
(б), то задача (3 ) , (8) сходится. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим прежде всего, что в условиях теоремы задача 
( 3 ) , (8) разрешима (см. пп. 5—7). 

Далее покажем, что всякая последовательность 

(28) yk(hv), v = 1, 2, . . . , 
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решений задачи (3) , (8) при h = hVl отвечающая последовательности шагов hVl 

v = 1, 2, . . . , сходящейся к нулю, компактна в C0

N [а, х]. Действительно, последова­
тельность yhv{x), a х ^ х, v = 1, 2 , . . . , кусочно-линейных заполнений дискретных 
вектор-функций (28) равномерно ограничена. Перейдем в (14) к пределу при 
s -> + о о ; в результате этого с учетом (13) получится оценка 

I I A / # * W l l i < * ( 1 - Я , ) - 1 , 

из которой вытекает, что последовательность yhv(x), а ^ х ^ х, v == 1. 2 , . . . , равно­
степенно сглаживается р ] . Тем самым доказано, что последовательность (28) компакт­
на в CQ

N [а, х]. 
Наконец, покажем, что минимальные условия аппроксимации совпадают с необ­

ходимыми условиями сходимости (27) . В самом деле, первое условие (5) просто со­
впадает с первым условием (27) . Второе же из условий (5) имеет вид 

m п 

Оно также совпадает со вторым условием (27), ибо • 

а4 = - ^ 

Тем самым теорема доказана (см. теорему 2 ) . • 
Из последней теоремы вытекает, в частности, что задача (25), (8) при / = 1 

сходится. • ,> 
12. В заключение подчеркнем, что способом неопределенных коэффициентов, из­

ложенным в настоящей статье, можно построить методы типа Адамса вида (3 ) , (8) 
и при других значениях тип. 
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