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В настоящей работе продолжаются исследования общ­
ности -интеграла Кросса (см. [1]—]3]). Показано, что 
любая Р2-интегрируемая функция Н -интегрируема при 
4 > 3 и значения интегралов совпадают. 

Приведем необходимые обозначения и определения. 
Пусть дана 2я-периодическая суммируемая функция 

F (х) ~ + \ (апсо$пх -f bnsinnx). 

Назовем верхним и нижним ft-ми чезаровскими произ­
водными числами функции F (х) в точке х выражения 

HkD2F(x) = li^^[ak
n(F,x)] 

ffkD^F(x) = Um-^[ok
n(F,x)] 

соответственно, где ок (F, х) — чезаровские средние по­
рядка А: ряда Фурье F (х). Если функция Ф (х) представи-
ма в виде Ф (х) = F (х) + Сх2, где F (х) — рассмотрен­
ная выше функция, то полагаем 
НкП2Ф (х) = 2С + HkD2F (x), НкВ2Ф (х) = 1С + 

+ HkD2F (x). 
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Суммируемую 2я-периодическую функцию F (х) будем 
называть //^-непрерывной в точке х, если lim On (F, х) — 

П->ос 
= F (х). 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть / (х) определена на 
[О, 2я] и далее продолжена периодически. Число М и 
функция М (х), определенная во всех точках, образуют 
верхнюю //^-аппроксимативную пару {М, М (х)} для 
/ (х), если 

1) F (х) = М (х) — Мх2/(4п) является 2зт-периодиче-
ской функцией; 

2) функция F (х) суммируема на отрезке [0, 2я] и 
//^-непрерывна при всех х; 

3) функция F (х) асимптотически непрерывна и обла­
дает свойством Л*: на любом совершенном множестве 
Р d [0, 2я] найдется непустая его порция 6Р, на которой 
F (х) полунепрерывна сверху; 

4) М ( -2я ) = М (2я) = 0; 
5) Н*№М (х) > / (х), HkD2M (х) > - оо всюду, 

кроме, быть может, точек счетного множества Е; 
1 d2 

6) lim — -у-?ок (F. х) = 0 в точках множества Е. 
Число т и функция т (х) образуют нижнюю ^ - а п ­

проксимативную пару {т, т (х)} для функции / (х), если 
{—иг, —т (х)} — верхняя аппроксимативная пара для 
- / (*). 

О п р е д е л е н и е 2. Функция / (х) Я -интегри­
руема, если inf М = sup т = I, где грани берутся по 
множествам соответствующих //^-аппроксимативных пар. 
В этом случае полагаем (// ) \ / (х) Ах = 1. Функцию 
Ф (х) = sup М (х) = inf m (х) будем называть ^ - п р и ­
митивной для / (х). 

Приведем ряд определений, связанных с /^-интегра­
лом Джеймса (см. [4]). 

Вторую разность функции F (х) в точке х будем обо­
значать Д2/7 (х; К) (А2/7 (х; К) = F (х + К) - 2F (х) + 
+ F(x- К)). 

Функцию F (х) называют гладкой в точке х% если 

lim-i-A2F(z;u) = 0. 
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Под производными числами Шварца D2F (х) и D_ F (х) 
понимают пределы выражения т% A2F (х; К) (h —*• 0). 

О п р е д е л е н и е 3. Пусть / (х) определена на 
[а, Ъ\. Непрерывная функция Щ (х) (то (х)) называется 
Р2-мажорантой (Р2-минорантой) для / (х) на [а, Ь], если 

1) М(а) = М (Ь) =0 (то (а) - то (Ь) = 0); 
2) D*M (х) > / (х) (В2 то (а;)< / (х)), х е (а, Ъ); 
3) D*M (х) > - оо (52то (я?) < оо), х е (а, Ь). 
Функция / (о;) называется Р2-интегрируемой на [а, Ь], 

если для всякого г ^> 0 найдутся Р2-мажоранта AT (я) и 
Р-миноранта то (х) такие, что т (х) — М (х) < 8. В ка­
честве значения Р2-примитивной в точке х принимается 
F (х) = inf то (#) = sup ЛГ (#), где грани берутся по мно­
жествам минорант и мажорант соответственно. 

Заметим, что не теряя общности Р2-интеграла, можно 
ограничиться рассмотрением всюду конечных функций 
/ (х) (см. [5]). 

Для получения с помощью Р2-интеграла числа, обоб­
щающего значение определенного интеграла на отрезке, 
естественно ввести некоторое его сужение, первый опре­
деленный Р2-интеграл (см. [6]). 

О п р е д е л е н и е 4. Пусть определенная на [а, Ъ] 
функция / (х) после периодического продолжения Р2-ин-
тегрируема на [2а — 6, Ъ\ и F (а) — значение ее /^-при­
митивной в точке а. Тогда функцию / (х) назовем Р2-ин-
тегрируемой на [а, Ъ] и значение Р2-интеграла определим 
равенством / = —2па/(Ь — а). 

ЛЕММА 1. При х е [0, я], п > 0, 
[Kl (x)]" sin х - [Kl (x)Y (2 - cos x) > 0, 

где Кп (х) — ядро метода суммирования (С, а). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения метода 

(С, а) имеем 

2Г=о « г " = (1 - г ) — S ^ i V " . (1) 

Применяя формулу к ряду -~—\- \ cosnx и дифферен-
цируя, получаем для а = 3 

У,°° 4£ {{Kl (x)]ff sin я - [Kl (x)Y (2 - cos x)} rn = 
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= (1—г) 4 \ [—я2 cos яя sin х-\- п$тпх(2 — со$х)]гп= 

= ( 1 - г ) - * [ 8 т * ^ Р ( г , * ) - ( 2 - с о 8 > ) ^ - Р ( г , * ) ] , 

где Р (г, х) — ядро Пуассона. Отсюда 

Z 'Al {[K3
n (x)}" sin х — [Kl (x))f (2 — cos x)} rn = 

n=0 

= 8Г Sill X [ Y[i _ r)2 (1 __ 2 r COS X + Г2) J • 

{ 4rsin 2# 1 — r2 , 1 — coszl 

(1 — r2)2 2 (1 — 2r cos ж + r2) + 1 — r2 J * 
Достаточно показать, что последнее выражение имеет 
положительные коэффициенты в разложении в ряд по сте­
пеням г. Имеем 
1 — cos х , 4r sin2 я Г 1 — г2 1 

1 —г2 + (1 — г2)2 L 2(1 — 2rcosx + r2) J — 

= (1— cos^)V°° r2n + 4rsin2^[V°° (л + 1)гап1. 

при этом сп неотрицательны, 

с2к = 4 sin2 х l2ii=i0 {k — i) cos (2i + 1) a;J + 1 — cos x = 
= 1 —cos(2&+l)z , 

c2fc+1 = 4 sin2 я — i |- \ (k + 1 — i) cos 2i# = 

= 1 — cos 2 (А+1)я . 
Используя (1) для а = 1, получим 

2 ( l - r ) 2 ( l - 2 r c o s * + r2) — 2jn=o Г ' 

причем ядро Фейера неотрицательно. Отсюда вытекает 
утверждение леммы. 

ЛЕММА 2. Пусть f (х) (= L (О, л), lim / (ж) = 0. Тогда 

П5Г Г / (х) [К3
п (х)}" их < lim J L Г [/ (А) - / (*)] d*. (2) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Приведем некоторые нера­
венства для производных ядра К\ (х): 

* * ( * ) : 
(п + 2)2 sin2 - у х — sin2 -^"2— х 

&4^sin4-?ra; 

Отсюда получаем 
г к* ,„ху _ 1 Г п + 2 (" + 2) sin д: — sin (м + 2) а: 

— 2 

sin 4 ж/2 

1 п + 2 ~\ 
(^ + 2)2sin2"2-a; — s i n 2 — g — я ' 

Следовательно, 
te-g" sin4 

i*zi*) < — т при — < # < J T . 
^ nx3 r n ^ ^ 

В [7, стр. 94—95] показано, что 

^п3 при 0<;#<^зт, d2 дгз / ч 

da: К3
п{х) 

'•&*%(*) 

<^п2 при О ^ ж ^ я , 

<—т- при —• < ^ < з т . 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Заметим, что в условиях леммы 

l Ж ^ C ^ / ( Л ) - / ( 0 ] d * = i H • ^ Г [ / ( Л ) - / ( * ) ] c o s * d * f 
Л_0 ^ Л Jo h->o *n Jo 
следовательно, неравенство (2) достаточно доказать с пра­
вой частью, равной 

Ит 4 Д * l / (A)- / (*) l cos *d*. 
Л->0 ^ Л *>0 

Пусть 
Иш i Г f/ W- f (*)1cos'd* < А 

Докажем, что тогда 

h^-±rVf(x)lKs
n(x)]''dx^A, 

п-»оо J l J 0 

откуда будет вытекать утверждение леммы, 

(7) 

(8) 
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Используя (7), возьмем б, 0 < б < п так, чтобы 

i j j W ) - / ( ' ) ] c o s * d * < Л при 0 < А < 6 . 

Из (6) получим 

Ш±[Я1{х)[К1{х)]''ах.^Ш-±-[61{х)[К3
п(х)]''йх. (9) 

П->оо п V 0 П-+оо Л «^0 

Заметим, что 

- М f(x)[K3
n(;x)]"dx = 

Л Jo 

= — \ / (#п —: г sin х Ах А \ / (х)—: cos х dx. 
Я J 0

; ч ' [ Sin Ж J ' Я J f l
M ' a i r -'о 

Второе слагаемое интегрируем по частям 

"H>> s inx 
cos x dx = 

1 I4W1' Г S ac iO 

/ (w) cos и du \ — 
о lo 

~^Uo/(U)C°SMdn"^^~J **' 
Из (З) следует, что проинтегрированный член есть о (1). 
Отсюда 

±^f(x)[K3
n{x)]"dx = 

= 4-$Л^?"} [/(*)sin*-$*^cosudujd*+o(i)= 
1 С6 [^(*)Г sin *-[*»(*)] '(2-сов*) 

sin2* 

•{-grl I / И — /(w)]cosudu|da: + 

, 1 Г% [*»(*)]'(*-«»*) / < • * , . . . . . . 1 . , 

+ o(l)^=/i + / , + o(l). 
Из (З) и (5) вытекает, что 

/ г —» 0 при п -> оо. (10) 
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Используя неравенства (3)—(6) и свойства ядра К\ (х) 
нетрудно получить, что 

Ь ^ [Kl(x)]''smx-[Kl(x)]'(2-cosx) д_ __ 3 

(11) 

lim ± С х* *"" ™ — ~ Гъ
п х~" х" ~~~' йх = 4-. 

П-+оо Л Jo S i n * * 2 

Из (11), леммы 1 и выбора б следует 

jx < 4 А± Г [К»™'«лX-[K}(X)V (2 - C°SХ)*Ч* = А. 

Отсюда и из (9) и (10) вытекает (8). Лемма доказана. 
Следующая теорема для средних Абеля — Пуассона, 

доказанная в [8], непосредственно вытекает из леммы 2. 
ТЕОРЕМА 1. Для суммируемой на [0, 2я], ^-периоди­

ческой функции F (#), удовлетворяющей в точке х условию 
„ , ч .. I (х + t) + / (х — t) 
F (х) = lim —-—!—'—it— — , имеет место неравенство 

t~*o z 

lim-^s- [k [№ {x; h) - b*F (z, t)] dt < 
< lim -jg- [o3

n (F, x)] < Й п Г - ^ [a3
n (*\ x)] < 

< I t o - i - Г [ № ( x ; h) — b?F (x\ 01 dt. 

Следуя [6] и используя теорему 1, получим теорему. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть f (x) — функция, ^-интегрируе­

мая на [0, 2я]. Тогда f (х) Н*-интегрируема при к > 3 
и значения интегралов совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как / (х) /^-интегрируе­
ма на [0, 2я], она после периодического продолжения 
Р2-интегрируема на [—2я, 2я] и, следовательно, /^-ин­
тегрируема на отрезках [0, 2я] и [—2я, 0] с /^-примитив­
ными Фг (х) и Фх (ж + 2я). По теореме 2 [9] /^-примитив­
ной / (х) на [—2я, 2я] является функция 

( Фг(х) +а(\х \ — 2п) при Ж Е [0, 2я], 
Ф ^ L 0>i (а: + 2я) + а (| ж | - 2я) при ж е 1-2я, 0] 
при некотором а. 

Поскольку / (ж) Р2-интегрируема на [0, 2я], по лемме 2 
[10] для е ^> 0 найдутся /*2-мажоранта я|) (х) и Р2-мино-
ранта ф (х) для / (х) такие, что для выпуклой функции 
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Ti (x) = ^ (#) — Ф (х) выполнены неравенства 
| тх (ж) | < е при х е [0, 2л], | т; (0) | < в, | %'х (2я) | < е . 
Функция 

^ 1 (х) + - | - К (2я) - т; (0) + е] (| ж | - 2 я ) + 

+ - 1 * Ф 2 — 4я2), ж е [ 0 , 2 я ] , 

t i (х + 2я) + 4 " [т; (2я) — < ф ) + е](| х | — 2я)+ 

+ -1-е (ж2 — 4я2), ж е [ — 2 я , 0 1 , 

* ( * ) = 

выпукла на [•—2я, 2я], т (2л) = т (—2я) = 0, [ т (х) | <С 
< 55е при х е= [—2я, 2я]. 

Проверим, что функция М (х) = Ф (я) + 4т (х) и чи­
сло М — М (0) образуют верхнюю .Н*-аппроксиматив-
ную пару {Af, М (х)} для / (ж) при к > 3. 

1) Используя 2я-периодичность функции | о: | — х2/(2п) 
на [—2я, 2я], нетрудно убедиться, что F (х) = М (х) — 
— Mx2/(in) имеет период 2я. 

2) и 3) вытекают из непрерывности функции F (х). 
4) М (2я) = Ф (2я) + 4т (2я) = 0 = М (—2я). 
5) Учитывая, что пределы неопределенности (С, а + й)-

средних (а ^> — 1 , /г ]> 0) ряда заключены между преде­
лами неопределенности (С, а)-средних того же ряда (см. 
[10, стр. 132]), используя теорему 1 и оценку (6), получим 
при достаточно малом б ^> 0, к ;> 3 

HkD2M(x)^H3D*M{x)= l i m - M 6 М(*+*)[Я£(*)Г<1*> 
— П->оо Я J—б 

l im - 4 т ^ l A W (*;л) — д 2 ^ (* ;*)1 d * П Р И * S (0, 2л) , 

Z>2 (Ф + t) {х) = Z)2 (Oi + тх) (z) + s > / (x) > _ 
> Л2 (Фх — tx) (Ж) — 8 = £>2 (Ф — T) (*). 

Следовательно, существует б ^> 0 такое, что при 
0 < * < б 
t2f (х) + А\ (х; t) > Д2Ф (х; t) = 

= А2ФХ (z; t) > t2f (x) - Д2тх (х\ t). 
Отсюда, воспользовавшись для выпуклой функции т (х) 

> 
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неравенством \ [Д2т (х; h) — 2А2т (х; t)] dt > О (см. [9, лем­
ма 1]), получим при 0 < h < б 

-JL $* [Д*М (х; К) - Д2М {х; t)} dt > 

> ш £ ^2/ <*) - A2ti (*; Л ) + 4 Л 2 т * (*; f e) - t2'f <*) -
- Д2тх (x; t) - 4Д2Тх (ж; i)\ dt = JL J* [h* - t*] f (x) dt + 

+ А Г [3A2tx (а; /г) - 5Д2тх (х; t)] dt > / ( * ) . 

Следовательно, при x ЕЕ (0, 2JI) HkD2M ( # ) > / ( # ) > — oo. 
Аналогичное неравенство имеет место и для ж £Е (—2я, 0). 
При ж = 0 из гладкости функции Ф (х) получаем, что 
Нк1РМ (0) > Н31РМ (0) > 

> l i m § p ^ { e ( f e - 0 + [o(fc)+o(0]}d^ = o o > / ( a : ) > - o o . 

То есть 5) выполнено. 
6) Проверять не нужно, так как Е пусто. Аналогично 

доказывается, что функция т (х) = Ф (х) — 4т (х) и чис­
ло т = —т (0)/я образуют при к ^ 3 нижнюю //^-аппрок­
симативную пару {т, т (х)}. При этом 0 <С М — 2а = 
= 2а — га < 16е. Из произвольности е ^> 0 получаем, 
что число 2а = —Ф (0)/я является //^-интегралом функ­
ции / (х). 

Отметим, что одновременно доказано, что //^-примитив­
ная / (х) на [—2я, 2я] при к ;> 3 совпадают. Теорема до­
казана. 

Московский государственный Поступило 
университет им. М. В. Ломоносова 15.1.1979 
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