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Для двумерного уравнения Шрёдингера мы восстанавливаем потенциал v G И ^ , Х ( М 2 ) , 
N 3 i V > 3 , e > 0 ( i V раз гладкий потенциал), по амплитуде рассеяния / при фиксированной 
энергии Е с точностью до 0(E~^N~2^2) в равномерной норме при Е -> + о о . 

ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим уравнение Шрёдингера в размерности d > 2 

-Aii> + v(x)ii> = Eii>, xemd, £ > о , (i) 

где 

v{x) = ф), v G И ^ Д ( К * ) для некоторого е > 0, n G N, N > d - 2, (2) 

где 

We

N^{Rd) = {и I А£дпи G Ьг(Ша) при |n| < AT}, (3) 

d 

(A€u)(x) = (1 + | * | 2 ) £ / 2 и ( я ) , n G (N U 0 ) d , |n| = £ n h 

Рассмотрим амплитуду рассеяния / ( f c , / ) , где fc,/ G M d , к2 = l2 = E, для этого уравнения. 
По поводу определений амплитуды рассеяния см., например, [3, 10]. Для нахождения f по v 
можно использовать, в частности, уравнение (1.9) и формулу (1.14). 

В настоящей статье мы рассматриваем обратную задачу рассеяния, состоящую в восста­
новлении v по f. 

Предположим сначала, что ||г;|| <С 1. Тогда / ( f c , / ) ~ v(k — / ) , где 
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В этом случае обратная задача рассеяния при фиксированной энергии Е > 0 (так же как и 

задача восстановления v по / , данной на энергетическом интервале ]0, Е]) сводится к восста­

новлению v(x), x G M d , по v(p), данному п р и р G |р| < 2л/Ё. Эта линеаризованная обратная 

задача рассеяния может быть решена по формуле 

v{x) = г>а Р Рг(ж, E) + verr(x, Е), 

где 

^а Р Р г (ж , Е)= j e~ipxv(p) dp, verr(x, E)= J e-ipxv(p) dp. 

\р\<2у/Ш \р\>2у/Ё 

Если v G W£

N^(Rd), N Э N > d, e > 0, то \v(p)\ < C!(N,d)\\v\\WNAm(l + \p\)~N и 

|verr(^^)l < C2(N,d)\\v\\WN,i{Rd)E-(N-dV2 при p G R*, x G R d , E > 1, где Ci(JV,d), 

C2(N,d) — некоторые положительные константы, |М|у^лм(м<*) = т а х | п | < ^ | | ô n v | | ^ i ( ^ d ) . 

В [14] нам удалось дать приближенные решения нелинеаризованной обратной задачи рас­
сеяния при фиксированной энергии Е в размерности d — 2 при v G W / ^ M 2 ) , N Э N > 3, e > 0, 
с такой же скоростью убывания остатков при Е —> + о о , как и в линеаризованном случае. 

В настоящей статье (теоремы 2.1, 2.2) мы упрощаем процедуры приближенного восста­
новления из [14] и уточняем оценки для остатков. 

В теореме 2.1 мы даем, в частности, процедуру (линейные уравнения и формулы) для 

восстановления потенциала v G И ^ М , 1 ( М 2 ) , N Э M > 3, е > 0, по амплитуде рассеяния / при 

фиксированной энергии Е с точностью до 0 ( £ ; ~ ( м ~ 2 ) / 2 ) в равномерной норме при E —ï + о о . 

В теореме 2.2 мы даем, в частности, алгоритм, строящий "полином" Px.E.mi^fi')) степени m 
относительно (p G L2(Sl x S1) такой, что 

V(X) - i t f ^ p ( / ( . ,£) ) = 0 ( £ - ( M - 2 ) / 2 ) + 0 ( £ * - m / 2 ) 

TT 

в равномерной норме при Е —> + о о , S > 0, где v — потенциал, v G И ^ М , 1 ( М 2 ) , N Э M > 3, е > 0, 
f{-,E) — амплитуда рассеяния при фиксированной энергии Е, 6 может быть зафиксировано 
сколь угодно малым. (Рх,Е,т не зависит от v.) 

Мы не воспроизводим во введении процедуру теоремы 2.1, алгоритм теоремы 2.2 и деталь­
ные оценки для остатков, данные в этих теоремах. Однако мы хотим отметить, что процеду­
ра теоремы 2.1 содержит меньше интегральных уравнений, чем соответствующая процедура 
из [14], алгоритм теоремы 2.2 проще, чем соответствующий алгоритм из [14], оценки для 
остатков из теорем 2.1, 2.2 являются более точными, чем соответствующие оценки из [14]. 

В последующей статье, используя следствие 1.1, уравнения (1.32), (1.34), мы собираемся 
дать приближенное решение нелинеаризованной обратной задачи рассеяния при фиксирован­
ной энергии в размерности d = 3 при v G W ^ ' ^ I R 3 ) , N Э А/" > 4, £ > 0, с такой же скоростью 
убывания остатка при Е —> -foo, как и в линеаризованном случае. 

Мы используем результаты современной теории многомерной обратной задачи рассеяния 
(см. [3, 8-10, 12, 13]). При этом методы теории многомерной обратной задачи рассеяния при 
фиксированной энергии (восходящие к [4-7]) являются для нас наиболее существенными. 
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1. Д А Н Н Ы Е Р А С С Е Я Н И Я 

Рассмотрим 

с а м ^ = { и i ц и | | а М < 0 0 y f а е ]о, 1], М е М , (1.1) 

где 

\\и\\а,м = | |AMn |U, (1.2) 

H U = sup (\w{p)\ + \^\-a\w{p + i)-w{p)\), (1-3) 
P,teud, |Ç|<i 

( A M u ) ( p ) = (1 + | p | 2 ) M / 2 « ( p ) . (1.4) 

Рассмотрим также Ма,м> определенное как замыкание CQ°(K ) (пространство бесконечно 
гладких функций с компактным носителем) в || • \\а,м-

Пусть 

v(p) = (27r)- d f jpxv(x) dx. (1.5) 

Если v удовлетворяет (2), то 

v e ^ Q L M ( K d ) , a e ] 0 , l ] , M 9 M > d - 2 , (1.6) 

где a = min( l , e ) , M = N. 
Для уравнения (1) при условии (1.6) мы рассматриваем функции Фаддеева (см. [3, 10]) 

ф.у(х, к) = elkxß^(x, к), ft7(fc, I) = Щ(к, к - I), 

ф(х, к) = eikxß(x, к), h(k, I) = Н(к, к - I); 
(1.7) 

( L 8 ) 

£2 + 2(к + гОТ)е 

при х,к,1,р G K d , 7 6 = { m I m G E d , \m\ = 1 } ; 

Я ( М = « ( Р ) " - / ^ ^ 1 « (1.11) 

при x,peRd, fc^eC^R^, Imfc = Im/. 
При этом 

/x 7(#,fc) = ß(x,k+ i0>y), Щ(к,р) = #(fc + i07 ,p) , (1.12) 

где fceRd, 7 G Функции 

t/> +(z, fc) = eikxti+{x, к), / /+ (z , k) = fc), (1.13) 

f{k,l) = Hkm{k,k-l), (1.14) 
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где fc,/ G Rd, являются функциями из классической теории рассеяния, при этом / ( f c , / ) , 
fc, / G Rd, fc2 = / 2 , называется амплитудой рассеяния. 

При фиксированных 7 G fc G M d мы рассматриваем (1.9) как уравнение для 
# 7 ( f c , •) G Ca,M(Rd). При фиксированном 7 G 5 d _ 1 множество всех fc G M d , где (1.9) не яв­
ляется однозначно разрешимым, мы обозначаем как £R e , 7 . При фиксированном fc G C d \ I R d мы 
рассматриваем (1.11) как уравнение для #(fc , •) G Ca'M(Rd). Множество всех к G C * \ R d , где 
(1.11) не является однозначно разрешимым, мы обозначаем как £ . 

Рассмотрим операторы Ay(fc), А(к) из (1.9), (1.11): 

при 7 G 5 d _ 1 , fc G M d , 

(1.15) 

при fcGC*\Rd. 

Через Cj , J5j будем обозначать положительные константы. Мы будем предполагать, что ве­
щественные степени положительных чисел обозначают положительные числа. 

Предложение 1.1. При условии (1.6) справедливы следующие оценки: 

\\AMA7(k)A-Mu\\a < ( l /2 ) |* | -*c i (a ,M,<т ) | | г> | | а , м |М|а (1.16) 

при 7 G S d - \ к G Rd, к2 > 1; 

| | A M ^ ( * ) A - M t t | | e < | R e f c | - , T c i ( a , M > a ) | | t > | U , M | | « | | e (1.17) 

при к G С^\^, Ш Э к2 > 1, где и G С " ' 0 ^ ) , 0 < а < 1, M > d-2, 0 < а < m i n ( l , M - d + 2 ) . 

Мы пишем 1/2 в (1.16) для удобства доказательства (1.17). 

Доказательство предложения 1.1. Оценка (1.16) эквивалентна следующей оценке: 

| | A f А7(к)АьМи\\а < ( l / 2 ) | * | - f f

C l ( a , M , < 7 ) | | i ) | | e , M | | t i | | e , (1-18) 

где 

&(к>№ = / m 2 - 7 2 l l ^ - k ) d m > { A k U ) { l ) = ( 1 + '* - / | 2 ) 1 / 2 U ( ° - ( 1 Л 9 ) 

RD 

В этом можно убедиться с помощью замены переменных и следующих равенств: ||wfc|| a = 
= ||гй|| а - | | го | | а , где Wk{m) = w(m — к), w(m) = w(—m). 

Имеется формула (см. [10, §2.3]) 

Ä1(k) = Ä+{k)+Ä1(k), (1.20) 

где 

А+(к) = Акт(к), (1.21) 

(Äy(k)u)(l) = -2т j v(m - l)6(m2 - к2)в{-у{т - k))u{m) dm. (1.22) 

ud 

(Аг(к)и)(р) = J 

RD 

(А(к)и)(р) = J 

t>(p + Q t t ( - 0 
£2 + 2(к + i0y)( 

e+2kt dt. 
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При предположениях, сформулированных для (1.16), справедливы следующие оценки: 

\\А? Ä+(k)A^Mu\\a < \k\^ci{a,M,a)\MaM\\n\\a, (1.23) 

| | A f Ä7(k)A^Mu\\a < Щ-^а.М.а^Ц^мЫ^ (1.24) 

Оценка (1.23) следует из теоремы 1.1 из [12] для d = 2 и теоремы 2.1 из [11] для d — 3. 
(Отметим, что теорема 2.1 из [11] и теорема 1.1 из [12] являются развитием соответствующих 
результатов из [1].) 

Оценку (1.24) можно получить, используя приведенную выше формулу (1.22) и лемму 1.2 
из [12] для d = 2 и лемму 2.2 из [11] для d = 3. Оценки (1.18), (1.16) следуют из (1.20), 
(1.23), (1.24). 

Для доказательства (1.17) рассмотрим 

d"1 keRd, 

(1.25) 

f2 + 2fcf 

где 
U(-,p) eCa>r(Rd), 0 < a < l , r>d-2, p G R d , d > 2. (1.26) 

Лемма 1.1, Пусть выполнены предположения (1.25), (1.26). Пусть 7 G Sd~l, к± G 
ук± = 0. Пусть fcj_ ф 0, если d — 2. Тогда функция w(sj+к_L,P) относительно s при фиксиро­
ванных 7, &JL, р является ограниченной голоморфной функцией в С+ = {s G С | I m 5 > 0 } , до-
пускающей непрерывное продолжение в С+ = { 5 G С | I m 5 > 0 } ; при этод« w((s+i0)7+fcj_,p) = 
= w7(sj -f fc±,p) гсргг s G M. 

Лемма 1.1 по существу хорошо известна (см. [10, гл. II]). Соответствующие результаты 
восходят к [2]. 

Имеется следующее элементарное (см. [10]) 

Утверждение 1.1. Пусть к G C^IR0*, тогда к — s'y + к± при 7 = Imfc/|Imfc|, 
fc_L = Re к — (7 Re fc)7, Im s' = | Im fc|, Re 5 = 7 Re к. 

При предположениях (1.25), (1.26) справедливы следующие формулы: 

|w(fc,p)| < sup |и; 7 (*7 + fcj_,p)|, 

\£\-ß\w(k,p + ()- w(k,p)\ < sup |f r ' V - y ^ + fe-L>P + О - w 7( 57 + &ЬР)1 

при * € С \ Н * , 7 = Imfc/|Imfc|, fc_L = Re - (7 Re fc)7 ^ 0, f G M d \ 0 , 0 < /3 < 1. 
Формулы (1.27) следуют из утверждения 1.1, леммы 1.1 и принципа максимума для голо­

морфных функций. 
Из формул (1.25) с 

ЩЬР) = а + Р 2 ) М ' Ч Р + 0 ( 1 + е г м / 2 и ы \ 

(1.27), (1.3), (1.16) мы получаем (1.17). При этом, используя (1.27) при fc G R Э к2 > 1, 
мы учитываем соотношения fc_L = Re fc, \sj + k±\ > | Re fc| > 1 при s G IK. 

Доказательство предложения 1.1 закончено. 
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(2.1a) 

(2.16) 
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Пусть 

E(r) = (1 - r) _ 1 r. (1.28) 

Следствие 1.1. Пусть выполнено условие (1.6). Тогда 

\f(k,l) - v(k - Ol < Е ( г ) | | « | | в 1 м ( 1 + I* - l ? r M / \ (1.29а) 

| # 7 ( f c , p ) - v(p)\ < E ( r ) | |Ô | | a > M ( l +р2ГМ/2 (1.296) 

при г = \k\-aci{a,M,a)\\v\\aM < 1, fc,/,peRrf, 7 G fc2 > 1, 

|Я(*,р) - т)(р)| < S(r)| |t)| | e >M(l + / ) - M / 2 (1.29B) 

npu r = | R e f c | - f f c i ( a , M , o r ) | | v | | a ) A f < 1, keCd\Rd, pGW1, R Э P > 1. В частности, 

\f(k, 01 < 2 | |й | | а ,м(1 + |A - / | 2 ) - м / 2 , М ^ , (1.30a) 

| я 7 ( М | < 2 | | t ) | U , M ( H - P 2 ) - M / 2 , Кр G к", 7 e (1.ЗО6) 

| tf(fc,p) | < 2 | | г ) | | а , м ( 1 + Р 2 ) - М / 2 , Л е С ^ К * , p G R d , (1.30в) 

при к2 > Ei = m a x ( l , ( 2 c i ( d , M , < T ) | | û | | a ; A f ) 2 / ' r ) , где 0 < а < 1, M > d - 2, 0 < < т < 
< m i n ( l , M - d + 2) . 

Имеются уравнения (см. [3, 8, 10]): 

•фу(х,к) = ф+(х,к) + 2я-г ^ h1(k,m)0((m - k)i)8(m2 - fc2)V>+(х,т) dm, (1.31) 

ft7(fc, 0 = /(*, 0 + 2ттг У h7{k, т)в{{т - к)-у)6(т2 - fc2)/(m, I) dm (1.32) 

при 7 G 5 d - 1 , fc e l r f \ 4 e ) 7 , x,leRd, 

Л-ц(х, к) = -2тг J ^ x H ( k , -Oß(x, к + + 2Ц) dt, (1.33) 
3 R<* 

^Н(к,р) = -2тг У* (fc, - £ ) # (fc + £,р + + Щ) dt (1.34) 
R<* 

при fc G C d \ ( M d U £), х,р G Ша, где 0 — функция Хевисайда, S — функция Дирака. 

2. О Б Р А Т Н О Е Р А С С Е Я Н И Е ПРИ Ф И К С И Р О В А Н Н О Й Э Н Е Р Г И И 
В Р А З М Е Р Н О С Т И Д В А 

В размерности d = 2 мы будем использовать следующую лемму. 

Лемма 2 . 1 . При условии (1.6) для d = 2 справедливы оценки 

\ßy(x,k) - 1| + \дХ1Цу(х,к)\ + |<%.2/i7(a;,fc)| < | / гГ°с 2 (а ,М,<т)\Щ а ,м , 

fc £ t 2 , 7 6 S 1 1 , 

|/*(ar,Ä) - 1| + |а ж 1м(ж,/г)| + \дХ2ц{х,к)\ < \ Rek\-ac2(a,M,o-)\\v\\Q,M, 

к G C 2 \ R 2 , 

при к2 > Ei(a,M,a, \\у\\а,м), где 0 < а < 1, M > 1, 0 < а < m i n ( l , M - 1). 
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Далее в этом разделе мы всегда предполагаем, что условие (1.6), d = 2, M > 1, является 
выполненным. 

Пусть 

fc± = |* r 1 ( -*2 ,* i ) , (2-2) 

h±{k,l) = h±k±(k,l), (2.3а) 

ß±(x,k) =pé£J_(x,k)1 ф±(х,к) = гр±к±(х,к), (2.36) 

где fc 6 К 2 . Отметим, что р+(х, к) ф (х+(х, fc), ф+{х,к) Ф ip+(x, fc), как правило. 
Пусть 

b(k) = H(k,2Rek), (2.4) 

где fc G С ? \ Е 2 , fc2 € R + . 
Введем обозначения 

z = xi+ix2, z = xi-ix2, dz = ^(дХ1 - idX2), дц = ^{dXl + idX2), ^ 

X = E - ^ i h + гк2), X' = £ - 1 / 2 ( / i + il2), 

где fc,/€C?, a r G R 2 , fc2 = Z2 = £ G R + . 
В новых обозначениях 

fc! = ( 1 / 2 ) £ 7 1 / 2 ( л + л - 1 ) ) к 2 = ( г / 2 ) ^ / 2 ( Л - 1 _ А ) ) 

exp(ifcx) = e x p [ ( i / 2 ) # 1 / 2 ( A z + Л - 1 * ) ] . 
(2.6) 

Уравнение Шрёдингера (1) принимает вид 

-Адгд2ф + v(z)il> = Еф, zeC (2.7) 

(в этой статье обозначение и = u(z) не значит, что dzu(z) = 0) . 

Функции / из (1.14), h± из (2.3а), / /+ , ф+ из (1.13), /х±, ф± из (2.36), //, чр из (1.7), 6 из (2.4) 
принимают вид 

f = f(X,X',E), h± = h±(\,\',E), 

М + = ß+(z,X,E), ф+=-ф+(г,Х,Е), (2.8) 

М ± = / * ± ( * Л Я ) | ф± = ф±(г,Х,Е), 

где A, A' G Т = {£ | £ G С, |£| = 1 } , г € С, £7 G R+ , 

fi = (i(z,\fE), ф = ф(г,Х,Е), Ь = Ъ(Х,Е), (2.9) 

где АеС\Т, z G C , £G!+. 
Для любого Е > Ei (где i?i является тем же, что и в следствии 1.1) функция fj,(z,X,E) 

имеет следующие свойства (см. [9, 13], учитывая предложение 1.1, следствие 1.1, лемму 2.1): 

p(z,X,E) непрерывна по A G С\Г; (2.10) 

ф,Х(1т0),Е) = p±(z,X,E) при A G T ; (2.11) 

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 1999, т. 225 20* 



3 0 8 НОВИКОВ 

»±(z,\,E)=ß

+(z,\,E) + 7Ti j h±(X,X",z,E)e (±i ^ - Çj^j ß

+(z,\",E)\dX"\ (2.12) 

т 

при А € Т, где 

h±(X,X',z,E) = ехр 

ЭХ 
l/i(z,Л, Е) = г(Л,z,Я)/* (г, - i , 

Л±(А,Л',£7); (2.13) 

(2.14) 

при Л € С \ Г , где 

г(Л, z, i?) = ехр _i^i/2 (xz + Z- + Az + £)] S sgn(AÂ - l)b(X,E); (2.15) 

(2.16) 
/x(z, A, E) = 1 + A~ 1p-i(z,E) + o ( A _ 1 ) , A -»• oo, 

v{z) = 2iE1/2dzß-i(z,E). 

Амплитуда рассеяния f(X,X',E) и функции h±(X, Х',Е) связаны следующим уравнением: 

h±(X,X',E) - тгг I Н±(\,\",Е)в (±i - у ) ) / ( A " , A ' , £ ) | d A " | = f(\,\',E). (2.17) 

Отметим, что (2.12) является частным случаем (1.31), (2.14) — частным случаем (1.33), 
(2.17) — частным случаем (1.32). 

Из (1.30), (2.3а), (2.4), (2.6), (2.8), (2.9) следует 

при А, А' 6 T, Е > Еи 

при А € С, Е > Ei. 
Из (2.1) следует 

| / ( А , А', Е)\ < 2 |Н| а ,м(1 + ЩХ - А ' | 2 Г М / 2 , 

|А±(А, А', Е) < 2 |HU, M (1 + Е\Х - Х'\2ум'2 

\Ь{Х,Е)\ < 2 р | | а , м ( 1 + Е{\\\ + l A p 1 ) 2 ) - ^ 2 

\n{z,X,E) -\\ + \dzii{z,X,E)\<l 
при z, А € С, Е>Е2 = max{Ei(a,M,cr, | |г>|| а,м), ( c 2 ( a , M , e 7 ) | | v | | a , M ) 2 / < T } . 

Справедлива следующая формула: 

v{z) = 2iEl'2dz J r(t,z,E)fi [z, - J , E } dUdÇj + jp-(z,t,E)i£ \dÇ\ 

\D- T 

(2.18a) 

(2.186) 

(2.18в) 

(2.19) 

(2.20) 

при z G С, E > Ei, где £д = Refr fr = Im fr Z>_ = { £ | £ e С, |£| > 1 } . 
Формула (2.20) следует из (2.10), (2.11), (2.14), (2.16) и формулы Коши-Грина 

» ( A , = - I / ( a | U ( « ) f ^ + ^ / » ( f ) ^ , A e D . (2.21) 

D S dD 
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Справедлива следующая оценка: 

309 

v(z) - ^£ 1 / 2 ( j dzti
+{z,X,E)iX\dX\+ni j j h-(\,t,z,E)6 

\T T T 

: [dz^{z^E) - l-Ell2 Q - i ) /x +(z,£,£)) \dt\i\\d\\ 

-î I T - T I I X 
t A, 

<с3\Иа,мЕ-(М-2)/2 (2.22) 

при z G С, E> E2, M > 3. 
Оценка (2.22) следует из (2.20), (2.12) и оценки 

2Œl'2dz j r(t, z, E)ft (z, - i , E} d£R dti < cz\\v\\a,ME-(M-2)l2 (2.23) 

при z € С, E > E2, M > 3. 
Оценка (2.23) следует из (2.15), (2.18в), (2.19) и оценки 

/ 
D-

m + \tr)d(Rdti 

l e m + t f a e i + i f l - w " 2 

< const • Е~м/2, M > 3, E > 1. 

Справедливы следующие формулы: 

/z+(z, Л, E) + j В(Х, A', z, E)n+{z, A', E) \d\'\ = 1 + ф , А, Е), 
т 

dzß+(z,\,E) + j B(X,X',z,E)dzfi+(z,X',E) \d\'\ = 
т 

= д2ф,Х,Е)- J(dzB(\,\'yz,E))[i+(z,\',E)\d\'\ 
т 

при A € T, z € С, E>Ei, где 

B(X,X',z,E) = \ j/>_(£, A', z , S ) 0 (-i ( 1 - | ) ) ^ 
T 

- 5 / M e . v , . , ^ ( * ( ^ - f ) ) - e _ A ( 1 + 0 ) , 

* - A ( l - 0 ) 

dzB(X,X>,z,E) = \ j - \ E ^ Q - I ) M f r Y , z , * ) * (-i ( i - f ) ) - de 

(2.24) 

(2.25a) 

(2.256) 

(2.26a) 

A(l - 0) 

dt 
A(l + 0) ' 

<p(z, X,E) = ~ j r(t, z, Е)ц (z, - i , E) 
с 

dJR dÇj 

£ - A ' 

(2.266) 

(2.27) 
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(2.36) 
Mz,;E)\\LP{T) < (2ir)1^c6\\v\\atME-M/2, 

\\дМ*,;Е)\\ьр{Т) < ( 2 » r ) 1 / p c e | | t ; | | e , M ^ - ( M - 1 ) / 2 

при z е с, Л е т , Е>Е2, м > з, р > 1. 
Оценки (2.35) следуют из (2.27), (2.15), (2.18в), (2.19) и следующей оценки: 

при À e т , м > з, > i. 
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Вывод (2.25) состоит в следующем. Рассмотрим операторы С±, действующие в 1^(Т), 
1 < р < оо: 

Т 

Имеется тождество 

С+и-С-и = и. (2.29) 

Имеются оценки 

I | C ± « H L P ( T ) < C4(p)ll«lliP(T). 1|С±^1ЬР(Г) < <%(P)II«IIL«(T)I К p < оо. (2.30) 

Рассмотрим 

X{zt\1E) = n(z,\tE)-<p(z,\,E), Л € С , (2.31а) 

X±(z,\,E) = x{z,KlTO),E)=n±(z,\,E)-tp(zi\,E), Л € Г. (2.316) 

Функция х(-г, A, i?) имеет свойства 

^ X ( z , \,Е)=0 при Л € С\Т, x(z, \,Е)-И при А ^ оо. (2.32) 
ол 

Как следствие 

С + х - = 1, С _ Х + = 0, С + х - - С - Х + = 1- (2.33) 

Из (2.33), (2.316), (2.29) следует 

С+ц- - С_м+ = 1 + <р. (2.34) 

Формулы (2.25) следуют из (2.34), (2.28), (2.12). 
Справедливы следующие оценки: 

\<p(z,\,E)\ < с 6 | | г > | | а , м ^ - М / 2 , \дгф,\Е)\ < св\Иа,мЕ-(м-1У2, (2.35) 

в частности, 
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(P±(\E)u)(Xf) = -TriIи(Х")в (±< ( А _ ^ / (Л" , А', Я ) \d\"\, (2.38) 
т 

(Q±(s ,£ ) t t ) (A) - Tri I h±(\,\',z,E)6 (±i - y ) ) |dA , | , (2.39) 
T 

- C+Q_(z,£;) - C-Q+(z,E), (2.40a) 

CB(z,J5)ti)(A) = У* ß (A , A', E)u(Xf) \d\f\. (2.406) 

T 

Справедливы следующие оценки: 

| | Р ± ( Л , £ H | L ° ° ( T ) < C 7 | | t > | | e , M ^ - 1 / 2 | | « | | L < » ( r ) , (2.41) 

\\Q±(z, E ) u \ \ L o o ( T ) < ^-^ЧЧамЕ-^-^Нщт), (2.42a) 

\\dzQ±(z,E)u\\Loo{T) < 4 p - 1 ) / j , | | t * | | a ) M ^ - ( p - 1 ) / 2 p | | « ! l L P ( T ) , (2-426) 

\\B(z,E)u\\LP{T) < съ(р)\Щ\аМЕ-и-1)12Ци\\ЬР(т), (2.43a) 

\\dzB{z,E)u\\LP{T) < с8ШЧа,мЕ-{р-1)/2рЫщту (2.436) 

c 8 ( p ) = 2c 5 (p)4 p - 1 ) / p , (2.44) 

при M > 3, E > Ei, 1 < p < оо. 

Оценки (2.41)-(2.43) следуют из (2.38)-(2.40), (2.18а), (2.186), (2.30) и оценок 

2тг У(1 + Я |А - Л ' | 2 Г М / 2 IdA'l < с 7 £ Г 1 / 2 , (2.45а) 
т 

2тг j ^ / 2 | А - А'|(1 + Е\Х - Л ' | 2 ) - м / 2 IdA'l < c 7 £ ~ 1 / 2 , (2.456) 

г 

2тг / ( 1 + Я |А - А ' | 2 Г м / 2 | и ( А ' ) | IdA'l < c)lqE-ll^\\u\\LP{T), (2.45в) 

т 

2тг У ^ 2 | А - А ' | (1 + Я | Л - А ' | 2 ) - М / 2 | « ( А ' ) | |dA'| < с^Е^^Ци^^ (2.45г) 

т 

при M > 3, Я > 1, 1 < р < о о , 1/р+1/<? = 1. 

Пусть II • ||^р(Г) обозначает норму оператора, действующего в L P ( T ) . 

Пусть 

сд(р) = т а х ( с 7 , с 8 ( р ) ) , (2.46) 

# 3 = Е3(а, М, а,р, р | | а ,м) = max {E2((X, M, а, \\Ц 
a,M ) , ( 2 с 9 Ы | | й | | а , м ) 2 ^ - 1 ) } , (2.47) 

где 0 < а < 1, M > 3, 0 < а < 1, 1 < j? < оо. 

Для того чтобы исследовать (2.17), (2.25), рассмотрим теперь операторы Р±(А, E), Q(z, Е), 
B(z,E), действующие в LP(T), 1 < р: 
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где 
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Имеются оценки 

\\Р±(Х,Е)\\0^(Т) < Su S1 = с-гЦЦ^мЕ-1/2, (2.48) 

\\B(z,E)\\fp{T) < 62, \\dzB(z,E)\\fp{T) < 62, 62 = c 8 ( p ) | | * | | Q ) M ^ - ( p - 1 ) / ( 2 p ) , 
(2.49) 

62<6, 6 = c9(p)\\v\\a,ME-ü>-1VW (2.50a) 

при M > 3, E > E\, 1 < p < 00; если при этом 62 < 1, то 

\(I + B(z, E))-1 - /||°Р

р(т) < S2/(l - ô2); (2.51) 

если при этом E > £3, т о 

S < 1/2. (2.506) 

Эти оценки следуют из (2.41), (2.43), (2.46), (2.47). 
Рассмотрим теперь функции ß+(z, А, Е), dzß+(z,\,E), непрерывные по А € Г , такие, что 

ß+(z, \,Е) + jВ{\, А', z, E)ß+(z, А',Е) \dM\ = 1, (2.52а) 

т 

dzß+(z,\,E)+ f B(\,\',z,E)dzß+(z,\',E)\d\'\ = - f(dzB(X,X',z,E))ß+{z,\',E) \d\'\. 
т т (2.526) 

Из (2.25), (2.36), (2.49)-(2.51), (2.52) следует 

b+(z,;E) - ß+(z,-,E)\\LP{T) < {2ir)l/pcl()\\v\\a,ME-Ml2, (2.53a) 

\\dzn+(z,-,E) -dzß+(z,-,E)\\LP(T) < (2п)1^с10\НаМЕ-^м-1У2 (2.536) 

при z e С , M > 3, E > E3, 1 < p < 00. 

Из (2.22), (2.53), (2.42) следует 

v{z) = vappT(z, E) + veTr(z, E), (2.54a) 

vappi(z,E) = ^E1'2 I J dzß
+(z,\,E)i\\d\\+7rij Jh-(\,£,z,E) x 

\T TT 

i A ) ) (W+M'E) - \ E X I 2 (X - lJß+(^^E)) №\i\\d\\j , (2.546) 

\vm(z,E)\ < cu(p)\\v\\aME-(M-2V2, (2.54B) 

где z e C , # > E3(a,M,a,p, | | V | | Q , M ) , 0 < a < 1, M > 3, 0 < < т < 1 , 1 < p < оо. 

Теорема 2.1. При условии (1.6), при d = 2, M > 3 амплитуда рассеяния f при фикси­
рованной энергии Е определяет потенциал v конструктивно и устойчиво с точностью до 

в равномерной норме при Е —>> + о о через (2.17), (2.13), (2.26), (2.52), (2.54). 

Теорема 2.1 следует из (2.54), (2.52), (2.26), (2.13), (2.48)-(2.51), (2.40), (2.39), (2.30). 
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Замечание 2.1. Для приближенного потенциала ^аррг(^, Е), построенного в теореме 2.1, 
амплитуда рассеяния при фиксированной энергии Е > Е% совпадает с амплитудой рассеяния / 
при фиксированной энергии Е для исходного потенциала v(z). 

Наша следующая цель — предложить явную реализацию процедуры восстановления из 
теоремы 2.1. 

Под п-м приближением к решению интегрального уравнения ( / + К)ф = фо мы понимаем 

Пусть h±^n обозначает n-е приближение к решению h± уравнения (2.17). 
Справедливы следующие формулы: 

h±,n(X,X',E)^Y,hi£)(X,\',E), 
3=0 

hg\\,.tE) = {-P±(\,E))if(\,;E), 

h(£)(X,X',E) = f(X,X',E), 

h(£(X, \',E) = J...J/(A, Ъ,Е)... nid ( ± i (I - f) ) / ( à , Ù+i,E). 

(2.55) 

(2.56) 

T T 

i 
(2.57) 

• • - Н И . 
Эти формулы следуют из определений. 

Рассмотрим 

h±,n(X,X',z,E) = ехр 

/ i 2 } ( A , A ' , 2 , £ ) = е х р 

/ ( A , A', z, Е) = ехр 

- \ E ^ (Xz+^- X'Z - £)] h±,N(X,X',E), 

\ Е Х ' 2 () 
2 - \X'Z+ZX-X'~Z-I' 

f(X,X',E). 

(2.58a) 

(2.586) 

(2.58в) 

Рассмотрим операторы Q±tU(z,E), Q^)(z,E), Bn(z,E), B^\z,E), действующие в 1?(Т), 
1 <p: 

(Q±,n{z,E)u)(X) = nij h±,n(X,X',z,E)6 (±i (A _ i ) ) „ ( V ) \dX'\, 
T 

Q±A*>E) = YtQ{i\z,E), 
3=0 

(Q{i\z,E)u)(X) =nij h{£(X,X',z,E)e (±i (A _ A)) u ( V ) l d X ' \ , 

T 

Bn(z,E) = C+Q-,n(z,E) - C-Q+,n{z,E), 

Bn(z,E) = Y,B(j)(z,E), 
3=0 

BU\Z,E) = C+Q{l\z,E) - C-Q{i\z,E). 

(2.59a) 

(2.596) 

(2.60) 

(2.61a) 

(2.616) 
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(2.62) 
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Справедливы следующие оценки: 

IIUQ^C^ti l lboofr 

\\dzQ±,n(z,E)u\\ 

L°° (T 
\\(Q±(z,E) - Q±,n(z,E))u\\Loo(T 

\\(dzQ±(z,E) - dzQ±,n(z,E))u\\Loo{T 

\\B^(z,E)\\Z(T 

\\dzB^(z,E)\\?p{T 

\\Bn(z,E)\\?p(T 

\\dzBn(z,E)\\fp{T 

\\B(z,E)-Bn(z,E)\\fp{T 

\\dzB(z,E)-dzBn(z,E)\\fp{T 

где ^i , 62 определены в (2.48), (2.49), 

| | Q ^ ( ^ ^ I U O O ( T ) < ^ I ^ I | « | U P ( T ) , 

<U + l)Siâi\\u\\ 

(2.63а) 

(2.636) 

(2.64а) 

- / 1 - ( п + 2)ДГ* <*i( l - f f + 1 ) \ 
- 6 1 { + (1 - ог)* ) W l p ^ > ( 2 - 6 4 б ) 

- ( r h u M l p ^ 

< s2s{, 

(2.65a) 

(2.656) 

(2.66a) 

1 - й 

(n- | 

(2.666) 

(2.67a) 

l - ( n + 2 ) ^ + 1 M l - f f + M 
< f c | r - , + ( 1 - ^ ) 2 ) 

^ x xn+1 ( n + 2 , 

„(P-l ) /P 

при г е С , M > 3, Е>ЕЪ 1 < p < 00. 
Оценки (2.66)-(2.68) следуют из (2.61), (2.62), (2.40a), (2.63)-(2.65), (2.30). 
Для доказательства (2.63)-(2.65) мы используем формулы 

h(£\x,X',z,E) = J...J/(A,ti,z,E)...тв (±i (| ~ f ) ) / ( f t , f t + i . • • • 

(2.676) 

(2.68а) 

(2.686) 

(2.69) 

т т 
3 

...жгв L i (j-.-jj) Шз>Л'>*.E) I • • • 

Q±,oo{z,E) = Q±{z,E), 
П 1 - 00 

00 

i=n-f i 

|e| < 1, 

de \ 1 — e 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72a) 

kl < 1. 
(2.726) 
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(2.76) 

(2.77) 
\\fi+(z,;E) - ß+'n(z,;E)\\LP(T) < c12ô2S^\ 

\\dzp,+ (z,;E)-dzß+'n(z,;E)\\LHT) < (n + 3 ) C l 2 W + 1 

при z € C , M > 3, E > E4, 1 < p < 00. 

Оценки (2.77) следуют из (2.74) и следующих формул: 

ß+(z, -, Е) + Bn(z, E)ß+(z, ;Е) = 1 + (Bn(z, E) - B(z, E))ß+(z, -, E), 

dzß+(z,-,E)+Bn(z,E)dzß+(z,;E) = -(dzBn(z,E))ß+(z,-,E) + (2-78) 

+ (dzBn(z, E) - dzB(z, E))ß+(z, -, E) + (Bn(z, E) - B(z, E))dzß+(z, -, E); 

\\ß+(z,-,E)\\LP{T) < eis, \\dzß+(z,;E)\\LP{T) < c13S2 (2.79) 

при z € C , M > 3, E > E4, 1 < p < 00. 

В свою очередь (2.78) эквивалентно (2.52); (2.79) следует из (2.52), (2.51), (2.49). 
Пусть 

m m 

A+'»(s, -, Я) = £ ( - Я п ( * , Е)У 1, - , E) = dz £ ( - S n ( * , E)Y1. (2.80) 
j=o j=o 

Отметим, что (Am n>^Am' n) является m-м приближением к решению ( £ + , 7 \ #*А + ' П ) систе­
мы (2.76). 
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Оценки (2.63) следуют из (2.60), (2.70), (2.58в), (2.18а), (2.45). Оценки (2.64), (2.65) следуют 
из (2.596), (2.71) и (2.63), (2.72). 

Пусть 

£ 4 ( a , M , a , p , H | Q , M ) = m a X { ^ (2.73) 

где 0 < а < 1, M > 3, 0 < <т < 1, 1 < р < оо. Имеются оценки 

\\Bn(z,E)\\fp(T)<(S/2)62, (2.74a) 

||(J + Bn(z, E))'1 - I\\°£(T) < 3<S2, (2.746) 

\\B(z,E) - Bn(z,E)\\fp(T) < ( 3 / 2 ) ^ + 1 , (2.74B) 

\\d2Bn(z,E)\\fp{T)< ( 9 / 4 ) ^ , (2.74т) 

\\dzB(z, E) - dzBn(z, E)\\Z(T) < (3/2)(n + 3 ) « + 1 , (2.74д) 

6 < 1/3, (2.75) 

где 5 определено в (2.50), при z € С, M > 3, E > Е4, 1 < p < 00. 
Оценки (2.74) следуют из (2.67), (2.68), (2.72a), (2.75). 
Рассмотрим теперь функции ß+'n(z,\, Е), dzß+'n(z,X,E), непрерывные по Л € Т, такие, 

что 
ß+'n(z,;E) +Bn(z,E)ß+>n(z,;E) = 1, 

dzß+>n(z, ;Е) + Bn(z, E)dzß+'n(z,-,E) = -(dzBn(z, E))ß+'n(z,-,E). 

Справедливы следующие оценки: 
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Справедливы следующие оценки: 

\\ß+>n(z,;E)-ß+"(z,.,E)\\LP(T) < (2п)1/г> • 2 ( 3 < * 2 / 2 ) m + 1 , 

\\dgfi+'»{z,-, Е) - dzß%n(z, -, E)\\LP(T) < (27T)VP . 3 ( m + 2 ) ( 3 < * 2 / 2 Г + \ ( 2 ' 8 1 ) 

\\ß+(z,;E)-ß+?1(z,;E)\\LP{T) <cu(n)Sn+2, 

\\dgß+(z,-,E) - dzß+*(z,-,E)\\LP(T) < cu(n)Sn+2 ( 2 ' 8 2 ) 

при z € C, M > 3, E > E4, 1 < p < 00. 
Оценки (2.81) следуют из (2.80), (2.74a), (2.74г), (2.72) и соотношения (A~*~'n, dzji^~'n) — 

Оценки (2.82) следуют из (2.81), (2.50а). 
Справедливы следующие формулы: 

Ф ) = vlPl\(z, E, n) + v%?(z, E, п ) , (2.83а) 

где 

v%*{z,E,n) = \Е^2 [ (dzß^1(z,X,E) + (Q_,n_1(z,E)dzßt'n-1(z,-,E))(\) + 
т 

+ (dzQ-,n(z, E)ß+'n~1 (z, -, £?))(A))tA |dA|, (2.836) 

\v£?(z,E,n)\ < сп(р)\НАМЕ-{М-2)/2 + с15(п,р)(\\Ца,м)П+2Е 
(2.83в) 

при z £ С, 0 < а < 1, M > 3, Е > Е4, 1 < р < оо, Z Э n > 0, = / , 
ß+>~\z,X,E) = l. 

Формулы (2.83) следуют из (2.54), (2.65), (2.42), (2.82) и следующих формул: 

Q.(z, E)dzß
+(z,-, E) = Q _ , n _ ! ( 2 , E)dzßt'n~l(z, -, E) + 

+ (Q_(z, E) - Q-,n-i(z, E))dzß+>n-\z, -, E) + Q-(z, E)(dzß
+(z, -, E) - d^+'^z, -, E)), 

(2.84) 

(dzQ-(z,E))ß+(z,-,E) = (dzQ-,n(z,E))ß+£(z,;E) + 

+ (dxQ-{z,E) - dzQ^n(z,E))ß+£(z,;E) + dzQ-(z,E))(ß+(z,-,E) - Д+£(*, . ,Я)) ; 
(2.85) 

11/2+4-"(z,-,E)\\LP{T) < c 1 6 , \\dzßt^(z,;E)\\LP(T)<c16S2 (2.86) 

при z G C, M > 3, E > E4, 1 < p < oo. 
В свою очередь (2.86) следует из (2.80), (2.74), (2.75), (2.72). 
Подставим (2.80) в (2.836), выражая Q-,n(X, Л', z, E), Вп(Х, A', z, Е) (ядра Шварца операто­

ров Q_tn(z,E), Bn(z,E)) через f(X,X',E) в силу (2.596), (2.616), (2.62), (2.60), (2.57), (2.586); 
пусть 

v^pi(z, E, n) = v%*(z, Е, п ) , (2.87) 

отбрасывая члены с однородностью относительно / выше или равной п + 2. 
Тогда 

v^pi(z,E,n) = ^2Pz,E,n+l(f(;E)), 
TT 
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где 

Pz,E,n+i(f(;E)) = j Р1ЫиЕ)т,Е)<тШ + ... 

...+ J ... Jpn+i{z,ti,... ,tn+1,E)f{t!,E)...f <r(dÇn+1), (2.88) 

T2 T2 

n+1 

Çj — (Xj,Xj) e T 2 , o-(dÇj) = \dXj\ • \d\j\, где коэффициенты pj, j € N, — это некоторые 
фиксированные (обобщенные) функции (не зависящие от потенциала), которые могут быть 
выписаны явно; 

= «ИЛ*, E, n) + tfë(z, E, n), (2.89) 

| г & ( г , ^ п ) | < с п Ы 1 И 1 « , м ^ (2.90) 

при z e C, 0 < а < 1, M > 3, E > E4, 1 < p < oo, Z э n > 0. 
При 3 < M G N естественно использовать (2.90) c n < M - 2 , j ) = ( n + 2) / (2e) , e <C 1/2. 

В таком случае из (2.90) следует 

\v^T(z,E,n)\ = 0 ( £ - ( п + 1 ) / 2 + е ) при п < М - 3 при E -> + о о , 

|t& n

r(z, Я , n ) | = 0 ( £ ; - ( м - 2 ) / 2 ) при n = M - 2 при E -> + o o . 

Справедливы следующие явные формулы: 

S,0) = ± ^ / 2 fw^(z,X,E)iX\dX\, • 
Ж т (2.91a) 

uA°)(z,.,S) = dz(-Qf(z,E) + Q(°\z,E))l, 

t $ p r ( z , E, 1) = i $ p r ( z , Я , 0 ) + ^E1'2 f wM(z, X, E)iX\dX\, 
T 

w^\z,-,E)=dz{-Q{l\z,E) + Qf{z,E)C+Q^\z,E)-Qf{z,E)C-Qf{z,E)-

- Q{V(zyE)C+Q^(z,E) + Q^(z,E)C-Qf(z,E) + Q{l\z,E))l, 

где согласно (2.60), (2.57), (2.58) 

(QW(z,E)u)(X) =mf exp [ - j t f V * ( A Z + ^ - A'* - £ ) " 

T 

x 0 (±i - y ) ) /(A,A', £)U(A')|<*A'|, 

( Q i 1 ) ( z , E)«)(A ) = 7 r i У* e x p j - ^ 1 / 2 ( W ^ - A ' z - £ ) 
T 

x 0 (±« (A _ A)) y /(A,ft , i?)*z0 ( ± i (A _ I)) x',E) №\u(X') \dX'\ 
T 

и C± — проекторы Коши, определенные формулой (2.28). 

(2.916) 
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При получении (2.91) мы используем (2.87), (2.29) и формулы 

j u+{X)iX\dX\ = О, ju-(X)iX\dX\ = - ju(X)iX\dX\, (2.92) 

T T T 

где u± — C±u. 

Итогом данных выше результатов является следующая 

Теорема 2.2. При условии (1.6), при d = 2, M > 3 амплитуда рассеяния f при фикси­

рованной энергии Е определяет потенциал v с точностью до 0(Е~^М~2^2) в равномерной 

норме при Е + о о по формулам (2.57), (2.586), (2.60), (2.62), (2.596), (2.616), (2.83), (2.80), 

(2.87), (2.89), (2.90). При этом имеют место формулы (2.88), (2.91). 
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