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Сформулирована статистическая модель пропускания неоднородного 
слоя газа с заданными параметрами тонкой структуры спектра без ис­
пользования приближения изолированной линии. Для экспоненциального 
распределения интенсивностей линий аналитический расчет пропуска­
ния re-однородного слоя при п>2 сводится к последовательному решению 
системы п линейных алгебраических уравнений и уравнения га-степени. 
Для кусочно-постоянной функции плотности средней по спектру оптиче­
ской толщины решение получено путем модификации аналитических 
формул для вычисления интеграла Эльзассера, полученных в ранней ра­
боте автора, с использованием известной формулы для деления степен­
ных рядов. Проведена оценка выигрыша в точности при переходе от 
однослойной (метод Куртиса — Годсона) схемы к двухслойной. Изложен­
ные методы обобщают и уточняют опубликованные аналитические реше­
ния. 

При расчете пропускания неоднородного слоя газа с заданными пара­
метрами обычно используется статистический принцип Гуди (СПГ) [1, 2 ] , 
согласно которому среднее в некотором частотном интервале (Vi, v 2 ) про­
пускание слоя газа, спектральная оптическая толщина которого представ­
ляет собой сумму контуров спектральных линий, статистически равномер­
но распределенных на (v t , v 2 ) , принимается равным произведению сред­
них в (vu v 2 ) пропусканий от каждой индивидуальной линии. Применение 
СПГ позволяет свести исходную задачу к более простой задаче определе­
ния среднего по частоте пропускания неоднородного слоя, спектральная 
оптическая толщина которого представляет собой преобразованный с по­
мощью линейного оператора эльзассеровский контур [2, 3] 

где / = 1 , 2 , . . . Л̂  —номер линии с центром в (v 4, v 2 ) ; N — число таких ли­
ний; Wj(z) =Sj(z)/tjdm/dz — средняя по частоте плотность оптической тол­
щины; Sj, *{j — соответственно интенсивность и лоренцевская полуширина 
линии, переменные поперек неоднородного слоя; т — поглощающая мас­
са; tj — период эльзассеровского контура, величину которого определим 
позднее; z=2nfj/tj — безразмерная полуширина линии; у=2nv/t1, — безраз­
мерная частота; v — частота. 

Очевидно, что для каждой линии z e [ i i ( / ) , где а; 2(/), ar t(/) — 
соответственно нижняя и верхняя границы переменной z для /-й линии. 
Вне этого промежутка функция ws(z) обращается в нуль. 

z—cos у 
(1) 

о 



ьпектральное и среднее по частоте пропускания, соответствующие 
контуру К}(у), определяются формулами 

т,М=е:ц> (-*,({,)), (2) 

1 f 
т, = — \ t j { y ) d y . (3) 

л J 

о 

Согласно СПГ, имеем 
N 

т = Дт,-, (4) 

где f — среднее пропускание неоднородного слоя, спектральная оптиче­
ская толщина которого К (у) образована наложением контуров всех N 
линий, входящих в ( V i , v 2 ) . 

Для полос поглощения углекислого газа в достаточно малых интерва­
лах (Vi, v 2 ) контур К (у) можно считать образованным статистическим на­
ложением эльзассеровских контуров, соответствующих каждому учиты­
ваемому квантовому переходу и каждой ветви. В этом случае номер / от­
носится не к индивидуальной линии, а к группе линий, обладающих 
регулярной структурой. При этом представляет собой период соответст­
вующего эльзассеровского контура. 

Поскольку спектры водяного пара не обладают заметной регулярно­
стью, в качестве периода tj. следует взять рассматриваемый интервал 
(vi , v 2 ) , т. е. tj=t=v2—Vj для всех /. В практических расчетах обычно при­
нимают £=25—50 с м - 1 . При нормальном давлении лоренцевская полуши­
рина порядка 0,08 с м - 1 . Таким образом, z<0,02, и мы с хорошей точно­
стью можем воспользоваться приближением изолированной линии, соглас­
но которой эльзассеровский контур shz/ (chz—cos у) заменяется лоренцев-
ским 2z/(zb+y2), a fj вычисляется по формуле 

1 °° 2z 

Однако и в этом случае все выкладки можно провести в общем случае для 
эльзассеровского контура, переходя к пределу z-*-0 только в окончатель­
ном результате. 

Для аналитического расчета Щ(у) и функция Wj{z) в (1) заменяет­
ся более простым аналитическим выражением. Например, в [4] приведе­
но решение задачи для постоянной функции iVj(z), а в [ 3 ] , —когда Wj{z) 
представляет собой взвешенную сумму б-функций. Второй случай соот­
ветствует замене данного неоднородного слоя ^-однородным, для которого 

п 

к; (у)=^ в'( V" s h z'(<> 1 (°h z'" ~ c o s ̂  - <6> 
i—i 

B / 'WJ 'VWniJ 0 ) , z? =2^/U, (7) 

где S]if\ ,f/<>— соответственно интенсивность и полуширина /-й линии в г-м 

глое; т ( , ) — его поглощающая масса. 

В [3 ] описывается способ оптимального выбора параметров u/' 1, z/*' 
три заданной функции Wj(z) и числе слоев п, при котором достигается 
тилучшая аппроксимация исходного контура К}(у) контуром К/(у). 



Вычислив по формулам работы [3] величины fj и подставляя их в, ( 4 ) , 
получаем окончательный результат. 

Задача, однако, значительно упрощается, если имеется возможность 
заменить реальное распределение линий по интенсивностям каким-либо 
простым непрерывным распределением, например экспоненциальным^ 
Для неоднородного слоя такая замена возможна, если справедливо функ­
циональное соотношение 

Wj(z)~UjW0(z), (8) 

где Uj -г- положительные числа, пропорциональные интенсивностям /-й ли-1 

нии; w0(z) от j не зависит. 
В случае, когда вероятности дискретных величин щ хорошо описыва­

ются экспоненциальным распределением 
р(и) =ехр (—и/и е)/и е, (9) 

где ие — математическое ожидание и, формула (8) принимает вид 
wu(z) =uw0(z). (10) 

Подставив в (1) вместо Uij(z) функцию wu(z) и интегрируя х,(у—У}), 
где у, — координата центра /-й линии, по переменной и с весом р(и), полу­
чим выражение для математического ожидания спектрального пропу­
сканий 

Ti(y-yi)={ j ( l + §w(z)shz/(chz-cos(y-yj))dzj, w(z)=uew0(z). 

(11) 
Среднее по частоте пропускание, соответствующее Т,{у—у,), очевидно, 

равно 

\ " 
x^—iT^dy, (12) 

я J 

поскольку для периодической функции Г,(у) начало отсчета при вычисле­
нии среднего по периоду значения никакой роли не играет. 

Подставив (12) в (4 ) , получил! общее пропускание от множества N ли­
ний. При этом, поскольку (12) от / не зависит, формула (4) принимает 
вид f = ( f j ) w . Таким образом, при использовании непрерывного распреде­
ления вместо исходного объем вычислений уменьшается обратно пропор­
ционально количеству линий в (v 4, v 2 ) . 

Для аналитического расчета т,- (12) воспользуемся выражением (6) 

для контура Kj(y). Обозначив a i =u j

( < ) z j

( ' > sh z(j%), chj=ch z]%), запишем(И) 
в виде 

T,(i/) = [ l + ^ i a i / ( c h i - c o s y ) ] . (13) 
i=l 

Легко проверить, что тождественно выполняется равенство 
п п 

1 + ^ а , - j (ch i -cos J/)=JJ ( H - a i / ( c h i - c o s j / ) ) , (14) 

в котором последовательность {а,} определяется по формуле 
и 

а<=а< Д ( l W f c l u - c h , ) ) , (15) 
*—1, h+i 

i = l , 2 , . . . , п; chinch,- при i¥=j. 



При фиксированной последовательности {ch<} формула (15) определя­
ет преобразование Rn множества числовых последовательностей из п эле­
ментов. Тот факт, что последовательность {at} является прообразом неко­
торой последовательности {а<}, при преобразовании Д„ будем кратко за­
писывать в виде {a,} =Rn {«<}. 

Используя тождество 

l / ( H W ( c h , - c o s у)) = 1+рУ ( c h / - c o s у), (16) 

где §<=—а ( , ch /=ch i+a j , приведем выражение для Tj{y) к виду 
п 

JJ ( l + P i / ( c h / - c o s i , > ) . 

Снова применяя преобразование Rn, окончательно получаем 

п 

r , ( 0 H l + £ c < s h . 7 ( c h / - c o e y ) , <17) 

где c<=6i/sh/, {bi}=Rn{$i}, s h / = V ( c h / ) 2 — 1. Из (17) непосредственно 
следует 

f , - l + ^ c „ (18) 

так как среднее значение выражения sh/ / (ch/—cos у) по полупериоду 
равно единице. 

Таким образом, задача вычисления ? с в о д и т с я к определению после­
довательности по заданной последовательности {а ,} , т. е. к нахожде­
нию обратного преобразования Rn~l. Для решения этой задачи запишем 
(15) в виде 

и п 

Д ( c h / - c h , ) = a / , a,'=a. Д ( ch»-ch , ) , (19) 
k=»l к=1,*чЫ 

c h / = c h A + a A , i = l , 2 , . . . , п. 

После несложных выкладок получаем 
п 

(-l)*ov-»ch<*=a<', a 0 = l , i = l , 2 , . . . , w , (20) 

где o m , m = l , 2 , . . . , га — элементарные симметрические многочлены [5] 
m-степени от п переменных 

п 

о * т = ^ chj/chi/ . . . ch < m , т = 1 , 2 , . . . , п. (21) 
Ч,'2,..., 'т=-1 

4 < « ' 2 < . . . « т 

Определив ат из системы линейных алгебраических уравнений (20), 
величины ch / , к=1, 2 , . . . , и, найдем как корни xtl, ж 2 , . . . , хп алгебраиче­
ского уравнения га-степени 

^ ( - 1 ) Ч х - * = 0 . (22) 
к—о 



-1 ,50 
-1 ,25 
-1 ,00 
-0 ,75 
-0 ,50 
-0 ,25 

(btjh, % 

1,62 
2,44 
3,36 
4,12 
4,44 
4,20 

0,46 
0,62 
0,73 
0,71 
0,56 
0,36 

Q, % 

28,16 
25,38 
21,61 
17,28 
12,65 
8,51 

lgu„ 

0,00 
0,25 
0,50 
0,75 
1,00 

3,53 
2,69 
1,90 
1,26 
0,81 

5 % 

0,18 
0,07 
0,02 

-0,003 
-0,004 

Q, % 

5,07 
2,62 
0,89 

-0,24 
-0 ,50 

где q=chi,—1. Формулу (30) рекомендуется применять при q>l, а (31) — 
в противоположном случае, так как тогда в соответствии с [6] ошибки 
округления будут наименьшими. 

Решение в приближении изолированной линии получается из выраже­
ния (31) , если положить в нем q=0, sh 0 =z 0 , а в формуле (28) — (ch 0—ch)/ 
/ s h o J = ( l — ( z / z 0 ) 2 ) / 2 . Аналогичный переход к пределу в формулах для оп­
ределения коэффициентов с,-, г=1, 2 , . . . , /г, входящих в (18), элементарен. 

Для оценки выигрыша в точности при расчете среднего поглощения 
е , = 1 — к о т о р ы й дает применение формулы (18) по сравнению с обыч­
ным методом Куртиса — Годсона (КГ) , был проведен специальный расчет. 
Вычисления проводились для функций w{z), использованных в [ 7 ] . Пара­
метры a,, ch*, £=1,2 в формуле (13) определялись по схеме, описанной в 
[ 3 ] , при п—2. Средние параметры и0, z 0 однородного слоя находились из 
системы уравнений Куртиса — Годсона 

*1 *•! 

и 0 г 0 = J" w (z) dz, ц 0 г 0

2 = J" w (z) z dz. 
Из расчетов, которые проводились для области —<l,5^1g и 0 ^1,0; —2,0^ 

< l g ( z 0 / ( 2 я ) ) < — 1 , 2 , определялись относительные ошибки 
( б в , ) » = [ ( е , ) » / ( в , ) . - 1 ] 1 0 0 % , 

где индекс е означает точный расчет; п — число слоев (для метода КГ 
п = 1 , ге=2 — в нашем случае). Кроме того, определялось отношение 

<?=(6g J ) 2 / (6g J ) 1 100%. 
Оказалось, что в указанной области величины (6fy)„, п=1,2 инвариантны 
от параметра z 0 с точностью не хуже 0,05%. Наибольшие значения (8е)„ 
и отношения Q имеют место для той функции w(z) из рассмотренных, ко­
торая с точностью не хуже 10% оказывается постоянной на отрезке (0, xt). 
Соответствующие значения (Sg 3 ) n , п=1,2 и Q приведены в таблице. Оче­
видно, что применение даже простейшей двухслойной схемы дает значи­
тельный выигрыш в точности, особенно при больших значениях парамет­
ра Uo. 

Описанные в статье решения обобщают решение, полученное в работе 
[8 ] для двухслойной схемы в приближении изолированной линии, а также 
решения, описанные в [9, 10] , где, кроме того, предполагается, что один 
из двух слоев является оптически дифференциально тонким. 
Ленинград Поступила в редакцию 
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