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Аннотация

В статье рассматривается задача об отражении и прохождении сферической звуковой
волны через однородную изотропную упругую пластину с непрерывно-неоднородным по
толщине упругим покрытием. Полагается, что пластина помещена в безграничную иде-
альную жидкость, а падающая звуковая волна является гармонической и генерируется
точечным источником.

Аналитическое решение поставленной задачи получено на основе известного решения
задачи о прохождения плоских звуковых волн через пластину с непрерывно-неоднородным
покрытием и с использованием интегрального представления сферической волны в виде
разложения по плоским волнам.

Нахождение поля смещений в неоднородном слое сведено к решению краевой задаче
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка.

Представлены результаты численных расчетов частотных характеристик отраженного
и прошедшего акустических полей.
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Abstract

In paper the problem of spherical sound wave reflection and transmission through a
homogeneous isotropic elastic plate with a continuously inhomogeneous in thickness elastic
coating is considered. It is believed that the plate is placed in an infinite ideal fluid, and the
incident sound wave is harmonic and is generated by point source.

An analytical solution of the posed problem is obtained on the basis of the known solution
of the problem about the passage of plane sound waves through plate with a continuously
inhomogeneous coating and using integral representation of a spherical wave in the form of an
expansion on flat waves.

Finding the displacement field in an inhomogeneous layer is reduced to solving boundary
value problem for a system of ordinary differential equations of the second order.

The results of numerical calculations of frequency characteristics are presented for reflected
and transmitted acoustic fields.
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1. Введение

Отражение и прохождение звука через плоские однородные изотропные упругие пластины
с непрерывно-неоднородными покрытиями исследовалось в ряде работ. Задача об отражении
и преломлении плоской звуковой волны упругим однородным плоским слоем с неоднород-
ным по толщине упругим покрытием решена в [1]. Моделирование неоднородного покрытия
упругой пластины с оптимальными звукоотражающими свойствами проведено в [2]. Прямая
и обратная задачи о прохождении плоской звуковой волны через однородную термоупругую
пластину с неоднородным покрытием, граничащую с теплопроводными жидкостями, решены
в [3]. В [4 - 6] исследовано влияние непрерывно-неоднородного покрытия однородной упругой
пластины на отражение и прохождение плоской звуковой волны при расположении покрытия

2Supported by the Russian Science Foundation grant No. 18-11-00199, https://rscf.ru/project/18-11-00199/
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на разных поверхностях пластины и разных законах неоднородности механических парамет-
ров материала покрытия. В [4] полагалось, что пластина граничит с идеальными жидкостями,
а в [5, 6] — с вязкими жидкостями. Задача определения толщины и вида зависимостей ма-
териальных параметров неоднородного изотропного покрытия конечной однородной упругой
пластины со сферической полостью, обеспечивающих требуемые характеристики отражения
звука, решена в [7]. В [8] получено решение задачи об отражении и преломлении плоской
звуковой волны упругой пластиной с неоднородным трансверсально-изотропным покрытием.

В работах, упомянутых выше, первичное поле возмущений представлялось в виде падаю-
щей плоской волны. Однако, как правило, источник звука находится на конечном удалении
от рассеивателя. Поэтому необходимо учитывать криволинейность фронта падающей волны,
что оказывает существенное влияние на отражение и прохождение звука через плоский слой.
Отражение и прохождение цилиндрической звуковой волны через однородную упругую пла-
стину с неоднородным по толщине упругим покрытием исследовано в [9]. В [10, 11] решены
задачи о прохождении сферической звуковой волны через однородную изотропную упругую
пластину.

В настоящей работе рассматривается задача об отражении и прохождении сферической
звуковой волны через однородную упругую пластину с неоднородным по толщине упругим
покрытием.

2. Постановка задачи

Рассмотрим бесконечную однородную изотропную упругую пластину толщиной 𝐻, мате-
риал которой характеризуется плотностью 𝜌0 и упругими постоянными 𝜆0 и 𝜇0. Пластина
имеет покрытие в виде неоднородного по толщине изотропного упругого слоя толщиной ℎ.
Полагаем, что модули упругости 𝜆 и 𝜇 материала неоднородного слоя описываются диффе-
ренцируемыми функциями координаты 𝑧, а плотность 𝜌— непрерывной функцией координаты
𝑧: 𝜆 = 𝜆(𝑧), 𝜇 = 𝜇(𝑧), 𝜌 = 𝜌(𝑧). При этом декартова система прямоугольных координат 𝑥, 𝑦, 𝑧
выбрана таким образом, что ось 𝑥 лежит в плоскости, разделяющей однородный слой и неод-
нородное покрытие, а ось 𝑧 направлена вниз по нормали к поверхности пластины (рис. 1).
Пластина с покрытием помещена между двумя полупространствами, заполненными идеаль-
ными однородными жидкостями, которые имеют плотности 𝜌1, 𝜌2 и скорости звука 𝑐1, 𝑐2
соответственно.

Пусть из полупространства 𝑧 < −ℎ на пластину с покрытием падает монохроматиче-
ская сферическая звуковая волна, излучаемая точечным источником, координаты которого
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖). Без ограничения общности положим, что

𝑥𝑖 = 0; 𝑦𝑖 = 0; 𝑧𝑖 = −𝑧0.

Потенциал скорости падающей волны имеет вид

𝜓0 = 𝐴
exp[𝑖(𝑘1𝑅− 𝜔𝑡)]

𝑅
, (1)

где 𝐴 — амплитуда волны; 𝑘1 = 𝜔/𝑐1 — волновое число в полупространстве 𝑧 < −ℎ; 𝜔 —
круговая частота; 𝑅 = |𝑟 − 𝑟0|; 𝑟 и 𝑟0 — векторы, соединяющие начало координат с точкой
наблюдения 𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝑧) и с точкой 𝑀0 (0, 0, −𝑧0), определяющей положение источника,
соответственно; 𝑅 = [𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 + 𝑧0)

2]1/2; 𝑡 — время. В дальнейшем временной множитель
exp (−𝑖𝜔𝑡) будем опускать. Рис. 1: Геометрия задачи

Определим отраженную и прошедшую через пластину с покрытием звуковые волны, а
также найдем поля смещений в однородной пластине и неоднородном слое.
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3. Математическая модель задачи

Рассматриваемая задача является трехмерной. Все искомые величины зависят от коорди-
нат 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Распространение звуковых волн в полупространствах 𝑧 < −ℎ и 𝑧 > 𝐻 в случае установив-
шихся колебаний описывается уравнением Гельмгольца [12]

Δ𝜓𝑗 + 𝑘2𝑗𝜓𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, (2)

где 𝜓1 и 𝜓2 — потенциалы скорости отраженной от пластины и прошедшей через нее волн;
𝑘2 = 𝜔/𝑐2 — волновое число в полупространстве 𝑧 > 𝐻 (𝑗 = 2); 𝜓 = 𝜓0 + 𝜓1 — потенциал
скорости полного акустического поля в полупространстве 𝑧 < −ℎ . При этом скорость частиц
жидкости 𝑣𝑗 и акустическое давление 𝑝𝑗 в верхнем и нижнем полупространствах определяются
по формулам

𝑣1 = grad (𝜓0 + 𝜓1), 𝑣2 = grad 𝜓2, 𝑝1 = 𝑖𝜌1𝜔(𝜓0 + 𝜓1), 𝑝2 = 𝑖𝜌2𝜔𝜓2.

Распространение малых возмущений в упругой однородной изотропной пластине в случае
гармонического движения описывается скалярным и векторным уравнениями Гельмгольца
[12]

ΔΨ+ 𝑘2𝑙 Ψ = 0, ΔΦ+ 𝑘2𝜏Φ = 0, (3)

где Ψ и Φ — скалярный и векторный потенциалы смещения; 𝑘𝑙 = 𝜔/𝑐𝑙 и 𝑘𝜏 = 𝜔/𝑐𝜏 — волновые
числа продольных и поперечных упругих волн; 𝑐𝑙 =

√︀
(𝜆0 + 𝜇0)/𝜌0 и 𝑐𝜏 =

√︀
𝜇0/𝜌0 — скорости

продольных и поперечных волн соответственно. При этом вектор смещения частиц упругого
однородного слоя

u0 = gradΨ + rotΦ,

где

Φ = Φ𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)e𝑥 +Φ𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)e𝑦 +Φ𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)e𝑧,

e𝑥, e𝑦, e𝑧 — единичные векторы осей 𝑥, 𝑦 и 𝑧 прямоугольной декартовой системы координат.
Компоненты вектора u0 выражаются через функции Φ𝑥, Φ𝑦 и Φ𝑧 следующим образом:

𝑢0𝑥 =
𝜕Ψ

𝜕𝑥
+
𝜕Φ𝑧
𝜕𝑦

− 𝜕Φ𝑦
𝜕𝑧

, 𝑢0𝑦 =
𝜕Ψ

𝜕𝑦
+
𝜕Φ𝑥
𝜕𝑧

− 𝜕Φ𝑧
𝜕𝑥

, 𝑢0𝑧 =
𝜕Ψ

𝜕𝑧
+
𝜕Φ𝑦
𝜕𝑥

− 𝜕Φ𝑥
𝜕𝑦

. (4)
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Распространение упругих волн в неоднородном покрытии описывается общими уравнения-
ми движения сплошной среды [13], которые при отсутствии массовых сил для установившегося
режима движения имеют вид

𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑧

= −𝜔2𝜌(𝑧)𝑢𝑥,

𝜕𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑦𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝜎𝑦𝑧
𝜕𝑧

= −𝜔2𝜌(𝑧)𝑢𝑦, (5)

𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑦𝑧
𝜕𝑦

+
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧

= −𝜔2𝜌(𝑧)𝑢𝑧,

где 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 и 𝑢𝑧 — компоненты вектора смещения u частиц неоднородного слоя; 𝜎𝑖𝑗 — компо-
ненты тензора напряжений в неоднородном слое.

Связь между компонентами тензора напряжений 𝜎0𝑖𝑗 и составляющими вектора смещения
u0 в однородной упругой пластине устанавливается на основе обобщенного закона Гука [13].
Связь между 𝜎𝑖𝑗 и составляющими вектора u в неоднородном упругом покрытии имеет ана-
логичный вид.

Решения дифференциальных уравнений (2), (3), (5) должны удовлетворять граничным
условиям.

Граничные условия на поверхностях, соприкасающихся с жидкостями, заключаются в ра-
венстве нормальных скоростей частиц упругой среды и жидкости, равенстве на них нормаль-
ного напряжения и акустического давления, отсутствии касательных напряжений

𝑧 = −ℎ : −𝑖𝜔𝑢𝑧 = 𝑣1𝑧, 𝜎𝑧𝑧 = −𝑝1, 𝜎𝑥𝑧 = 0, 𝜎𝑦𝑧 = 0, (6)

𝑧 = 𝐻 : −𝑖𝜔𝑢0𝑧 = 𝑣2𝑧, 𝜎0𝑧𝑧 = −𝑝2, 𝜎0𝑥𝑧 = 0 𝜎0𝑦𝑧 = 0. (7)

На внутренней поверхности покрытия при переходе через границу раздела упругих сред
должны быть непрерывны составляющие вектора смещения частиц, а также нормальные и
тангенциальные напряжения

𝑧 = 0 : 𝑢𝑥 = 𝑢0𝑥, 𝑢𝑦 = 𝑢0𝑦, 𝑢𝑧 = 𝑢0𝑧, 𝜎𝑧𝑧 = 𝜎0𝑧𝑧, 𝜎𝑥𝑧 = 𝜎0𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧 = 𝜎0𝑦𝑧. (8)

4. Аналитическое решение задачи

Прежде всего отметим, что векторное уравнение в (3) распадается на три независимых
скалярных уравнения Гельмгольца относительно проекций вектора Φ. В результате (3) пред-
ставляет собой систему четырех уравнений Гельмгольца относительно четырех скалярных
функций. Граничные условия задачи полностью определяют лишь три функции. Поэтому ре-
шение системы содержит некоторый произвол. Чтобы полностью определить четыре искомых
функции при подчинении граничным условиям, необходимо привлечь еще одно дополнитель-
ное условие. Этим условием может служить равенство

divΦ = 0. (9)

Компоненты Φ𝑥 и Φ𝑧 вектора Φ будем определять как решения соответствующих уравне-
ний Гельмгольца, а компоненту Φ𝑦 найдем с помощью уравнения (9), из которого следует

𝜕Φ𝑦
𝜕𝑦

= −𝜕Φ𝑥
𝜕𝑥

− 𝜕Φ𝑧
𝜕𝑧

. (10)
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Представим потенциал скорости падающей сферической волны в виде разложения по плос-
ким волнам [12, 14]

𝜓0(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

𝜓0(𝜉, 𝜍)𝑑𝜉𝑑𝜍, (11)

где

𝜓0(𝜉, 𝜍) = 𝐴
𝑖

2𝜋𝜒1
𝑒𝑖(𝜉𝑥+𝜍𝑦+𝜒1|𝑧+𝑧0|), (12)

𝜒1 =
√︀
𝑘21 − 𝜉2 − 𝜍2.

При 𝑧 > −𝑧0 формула (12) принимает вид

𝜓0(𝜉, 𝜍) = 𝐼(𝜉, 𝜍)𝑒𝑖(𝜉𝑥+𝜍𝑦+𝜒1𝑧), (13)

где

𝐼(𝜉, 𝜍) = 𝐴
𝑖

2𝜋𝜒1
𝑒𝑖𝜒1𝑧0 .

Замечаем, что подынтегральное выражение в (11), определяемое (12), аналогично по фор-
ме выражению плоской волны, падающей произвольным образом на пластину с покрытием.
Потенциал скорости такой волны определяется выражением

𝜓0 𝑝𝑙 = 𝐴0 exp [𝑖(𝑘1𝑥𝑥+ 𝑘1𝑦𝑦 + 𝑘1𝑧(𝑧 + ℎ))], (14)

где 𝐴0 — амплитуда волны; 𝑘1𝑥 = 𝑘1 sin 𝜃0 cos 𝜙0, 𝑘1𝑦 = 𝑘1 sin 𝜃0 sin 𝜙0, 𝑘1𝑧 = 𝑘1 cos 𝜃0 —
проекции волнового вектора k1 на оси координат 𝑥, 𝑦, 𝑧; |k1| = 𝑘1; 𝜃0 и 𝜙0 — полярный и
азимутальный углы падения плоской волны соответственно.

Сравнивая формулы (13) и (14) находим, что 𝜉 соответствует 𝑘1𝑥, 𝜍 — 𝑘1𝑦, а 𝐼(𝜉, 𝜍) —
𝐴0𝑒

𝑖𝑘1𝑧ℎ. Поэтому решение задачи (2), (3), (5)–(8) можно найти, воспользовавшись решением
задачи о прохождения плоских звуковых волн через пластину с непрерывно-неоднородным
покрытием.

При рассеянии первичного поля возмущений, определяемого потенциалом 𝜓0(𝜉, 𝜍), потен-
циалы отраженной 𝜓1 и прошедшей 𝜓2 волн, потенциалы смещения Ψ̃, Φ̃ в однородной пла-
стине и компоненты вектора смещения 𝑢̃𝑥, 𝑢̃𝑦, 𝑢̃𝑧 в покрытии определяются формулами, ана-
логичными в случае падения плоской волны с потенциалом 𝜓0 𝑝𝑙, в которых следует сделать
указанные выше замены.

Искомые величины 𝜓𝑗 (𝑗 = 1, 2), Ψ, Φ, u подлежат определению путем интегрирования
𝜓1, 𝜓2, Ψ̃, Φ̃, ũ по 𝜉 и 𝜍.

Таким образом, для решения поставленной задачи необходимо воспользоваться решением
задачи об отражении и прохождении плоской волны через упругую пластину с неоднородным
покрытием в случае произвольного падения.

4.1. Отражение и преломлении плоской звуковой волны, падающей произволь-

ным образом на упругую пластину с неоднородным покрытием

Пусть из полупространства 𝑧 < −ℎ на слой с покрытием падает под произвольным углом
плоская звуковая волна, потенциал скоростей которой определяется выражением (14). Опре-
делим волновые поля в пластине и вне ее. Элементы решения задачи будем сопровождать
индексом 𝑝𝑙.

Потенциалы скоростей отраженной от слоя и прошедшей через слой волн 𝜓1𝑝𝑙 и 𝜓2𝑝𝑙, яв-
ляющиеся решениями уравнений Гельмгольца, будем искать в виде

𝜓1 𝑝𝑙 = 𝐴1 exp [𝑖(𝑘1𝑥𝑥+ 𝑘1𝑦𝑦 − 𝑘1𝑧(𝑧 + ℎ))],
𝜓2 𝑝𝑙 = 𝐴2 exp [𝑖(𝑘2𝑥𝑥+ 𝑘2𝑦𝑦 + 𝑘2𝑧(𝑧 −𝐻))],

(15)



Прохождение сферической звуковой волны . . . 311

где 𝑘2𝑥, 𝑘2𝑦, 𝑘2𝑧 — проекции волнового вектора k2 на оси 𝑥, 𝑦 и 𝑧; |k2|=𝑘2; 𝑘2𝑧=
√︁
𝑘22 − 𝑘22𝑥 − 𝑘22𝑦.

При этом согласно закону Снеллиуса [14] 𝑘2𝑥 = 𝑘1𝑥; 𝑘2𝑦 = 𝑘1𝑦.
Потенциалы смещения в упругой однородной пластине, являющиеся решениями соответ-

ствующих уравнений Гельмгольца, будем искать в виде

Ψ𝑝𝑙 = 𝐵1 exp [𝑖(𝑘𝑙𝑥𝑥+ 𝑘𝑙𝑦𝑦 + 𝑘𝑙𝑧𝑧)] +𝐵2 exp [𝑖(𝑘𝑙𝑥𝑥+ 𝑘𝑙𝑦𝑦 − 𝑘𝑙𝑧𝑧)],
Φ𝑥 𝑝𝑙 = 𝐶1 exp [𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑦𝑦 + 𝑘𝜏𝑧𝑧)] + 𝐶2 exp [𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑦𝑦 − 𝑘𝜏𝑧𝑧)],
Φ𝑧 𝑝𝑙 = 𝐷1 exp [𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑦𝑦 + 𝑘𝜏𝑧𝑧)] +𝐷2 exp [𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑦𝑦 − 𝑘𝜏𝑧𝑧)],

(16)

где 𝑘𝑙𝑧 =
√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘2𝑙𝑥 − 𝑘2𝑙𝑦, 𝑘𝜏𝑧 =

√︁
𝑘2𝜏 − 𝑘2𝜏𝑥 − 𝑘2𝜏𝑦. При этом 𝑘𝑙𝑥 = 𝑘𝜏𝑥 = 𝑘1𝑥, 𝑘𝑙𝑦 = 𝑘𝜏𝑦 = 𝑘1𝑦.

Подставим выражения для Φ𝑥 𝑝𝑙 и Φ𝑧 𝑝𝑙 из (16) в (10) и проинтегрируем по 𝑦. Получим

Φ𝑦 𝑝𝑙 = − (𝑘𝜏𝑥/𝑘𝜏𝑦) (𝐶1 +𝐷1) exp [𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑦𝑦 + 𝑘𝜏𝑧𝑧)]+

+ (𝑘𝜏𝑥/𝑘𝜏𝑦) (−𝐶2 +𝐷2) exp [𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑦𝑦 − 𝑘𝜏𝑧𝑧)]. (17)

Коэффициенты 𝐴𝑗 , 𝐵𝑗 , 𝐶𝑗 и 𝐷𝑗 (𝑗 = 1, 2) в выражениях (15)–(17) подлежат определению
из граничных условий.

Согласно закону Снеллиуса зависимость составляющих вектора смещения от координаты
𝑥 будет иметь вид exp (𝑖𝑘1𝑥𝑥), а от координаты 𝑦 — exp (𝑖𝑘1𝑦𝑦). Поэтому составляющие вектора
u𝑝𝑙 будем искать в виде

𝑢𝑥𝑝𝑙 = 𝑈1(𝑧) exp (𝑖𝑘1𝑥𝑥) exp (𝑖𝑘1𝑦𝑦),
𝑢𝑦𝑝𝑙 = 𝑈2(𝑧) exp (𝑖𝑘1𝑥𝑥) exp (𝑖𝑘1𝑦𝑦),
𝑢𝑧𝑝𝑙 = 𝑈3(𝑧) exp (𝑖𝑘1𝑥𝑥) exp (𝑖𝑘1𝑦𝑦).

(18)

Подставляя выражения (18) в уравнения (5), получим систему линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка относительно неизвестных функций 𝑈𝑖(𝑧)
(𝑖 = 1, 2, 3):

AU′′ +BU′ +CU = 0, (19)

где U = (𝑈1, 𝑈2, 𝑈3)
𝑇 ; A, B, C — матрицы третьего порядка;

A =

⎛⎝ 𝜇 0 0
0 𝜇 0
0 0 𝜆+ 2𝜇

⎞⎠ , B =

⎛⎝ 𝜇
′

0 𝑖𝑘1𝑥(𝜆+ 𝜇)

0 𝜇
′

𝑖𝑘1𝑦(𝜆+ 𝜇)

𝑖𝑘1𝑥(𝜆+ 𝜇) 𝑖𝑘1𝑦(𝜆+ 𝜇) 𝜆
′
+ 2𝜇

′

⎞⎠ ,

C =

⎛⎜⎝ −𝑘21𝑥(𝜆+ 2𝜇)− 𝑘21𝑦𝜇+ 𝜔2𝜌 −𝑘1𝑥𝑘1𝑦(𝜆+ 𝜇) 𝑖𝜇
′
𝑘1𝑥

−𝑘1𝑥𝑘1𝑦(𝜆+ 𝜇) −𝑘21𝑥𝜇− 𝑘21𝑦(𝜆+ 2𝜇) + 𝜔2𝜌 𝑖𝜇
′
𝑘1𝑦

𝑖𝜆
′
𝑘1𝑥 𝑖𝜆

′
𝑘1𝑦 −𝜇(𝑘21𝑥 + 𝑘21𝑦) + 𝜔2𝜌

⎞⎟⎠ .

Здесь штрихи обозначают производные по координате 𝑧.
Подставим выражения (15)–(18) в граничные условия. В результате получим выражения

для коэффициентов 𝐴𝑗 , 𝐵𝑗 , 𝐶𝑗 , 𝐷𝑗 (𝑗 = 1, 2) и шесть условий для нахождения частного
решения системы дифференциальных уравнений (19):

𝐴1 = 𝐴0 + (𝜔/𝑘1𝑧)𝑈3(−ℎ),

𝐴2 = (−𝑖𝜔/𝑘2𝑧)[𝑘𝑙𝑧(𝐵1𝑒1𝑙 −𝐵2𝑒2𝑙)− (𝑘21𝑥 + 𝑘21𝑦)(𝐶1𝑒1𝜏 + 𝐶2𝑒2𝜏 )/𝑘1𝑦−

−𝑘1𝑥𝑘𝜏𝑧(𝐸1𝑒1𝜏 − 𝐸2𝑒2𝜏 )/𝑘1𝑦, (20)

𝐵𝑗 = 𝑏𝑗1𝑈1(0) + 𝑏𝑗2𝑈2(0) + 𝑏𝑗3𝑈3(0), 𝐶𝑗 = 𝑐𝑗1𝑈1(0) + 𝑐𝑗2𝑈2(0) + 𝑐𝑗3𝑈3(0),

𝐷𝑗 = 𝑑𝑗1𝑈1(0) + 𝑑𝑗2𝑈2(0) + 𝑑𝑗3𝑈3(0) (𝑗 = 1, 2),
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(︀
AU′ +EU

)︀
𝑧=−ℎ = G,

(︀
AU′ + FU

)︀
𝑧=0

= 0. (21)

Выражения для коэффициентов 𝑒𝑗𝑙, 𝑒𝑗𝜏 , 𝑏𝑗𝑛, 𝑐𝑗𝑛, 𝑑𝑗𝑛 (𝑗 = 1, 2;𝑛 = 1, 2, 3) и элементов матриц
E, F, G приводить не будем из-за их громоздкости.

Из формул (20) следует, что коэффициенты в выражениях (15) и (16) могут быть вы-
числены лишь после определения значений функции 𝑈1(𝑧), 𝑈2(𝑧) и 𝑈3(𝑧) на поверхностях
неоднородного слоя при 𝑧 = −ℎ и 𝑧 = 0.

Для определения поля смещений в упругом неоднородном слое необходимо решить крае-
вую задачу (19), (21).

Получим решение этой задачи методом степенных рядов так, как это сделано в [15].
Предположим, что функции 𝜌, 𝜆 и 𝜇 имеют вид многочленов относительно переменной 𝑧

(или аппроксимированы такими многочленами):

𝜌(𝑧) =

𝑅∑︁
𝑘=0

𝜌(𝑘)(𝑧 + ℎ/2)𝑘, 𝜆(𝑧) =

𝑅∑︁
𝑘=0

𝜆(𝑘)(𝑧 + ℎ/2)𝑘, 𝜇(𝑟) =
𝑅∑︁
𝑘=0

𝜇(𝑘)(𝑧 + ℎ/2)𝑘,

где 𝑅 — степень многочленов.
Приближенное аналитическое решение краевой задачи (19), (21) будем искать в виде

𝑈𝑛(𝑧) =
6∑︁
𝑙=1

𝑇𝑙𝑈
𝑙
𝑛(𝑧), 𝑈 𝑙𝑛 =

∞∑︁
𝑠=0

𝑈 𝑙(𝑠)𝑛 (𝑧 + ℎ/2)𝑠 (𝑛 = 1, 2, 3). (22)

Коэффициенты 𝑇𝑙 (𝑙 = 1, 2, . . . , 6) определяются из системы шести линейных алгебраических
уравнений

6∑︁
𝑙=1

𝑇𝑙

(︁
AU𝑙′ +EU𝑙

)︁
𝑧=−ℎ

= G,

6∑︁
𝑙=1

𝑇𝑙

(︁
AU𝑙′ + FU𝑙

)︁
𝑧=0

= 0,

где U𝑙(𝑧) = (𝑈 𝑙1, 𝑈
𝑙
2, 𝑈

𝑙
3)
𝑇 .

Коэффициенты 𝑈 𝑙(𝑠)𝑛 (𝑛 = 1, 2, 3; 𝑙 = 1, 2, . . . , 6) разложений (22) вычисляются по формулам

𝑈
𝑙(0)
1 = 𝛿1𝑙, 𝑈

𝑙(0)
2 = 𝛿2𝑙, 𝑈

𝑙(0)
3 = 𝛿3𝑙, 𝑈

𝑙(1)
1 = 𝛿4𝑙, 𝑈

𝑙(1)
2 = 𝛿5𝑙, 𝑈

𝑙(1)
3 = 𝛿6𝑙,

𝑈 𝑙(𝑠+2)
𝑛 = −[(𝑠+ 1)(𝑠+ 2𝐴(0)

𝑛𝑛)]
−1

3∑︁
𝑞=1

𝑅1∑︁
𝑘=0

{(𝑠+ 1− 𝑘)[(𝑠− 𝑘)𝐴(𝑘+1)
𝑛𝑞 +𝐵(𝑘)

𝑛𝑞 ]𝑈
𝑙(𝑠+1−𝑘)
𝑞 +𝐶(𝑘)

𝑛𝑞 𝑈
𝑙(𝑠−𝑘)
𝑞 }

(𝑠 = 0, 1, ...),

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера; 𝑅1 = min(𝑅, 𝑠);

𝐴
(𝑘)
11 = 𝐴

(𝑘)
22 = 𝜇(𝑘); 𝐴

(𝑘)
12 = 𝐴

(𝑘)
13 = 𝐴

(𝑘)
21 = 𝐴

(𝑘)
23 = 𝐴

(𝑘)
31 = 𝐴

(𝑘)
32 = 0; 𝐴

(𝑘)
33 = 𝜆(𝑘) + 2𝜇(𝑘);

𝐵
(𝑘)
11 = 𝐵

(𝑘)
22 = (𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1); 𝐵

(𝑘)
13 = 𝐵

(𝑘)
31 = 𝑖𝑘1𝑥(𝜆

(𝑘) + 𝜇(𝑘));

𝐵
(𝑘)
23 = 𝐵

(𝑘)
32 = 𝑖𝑘1𝑦(𝜆

(𝑘) + 𝜇(𝑘)); 𝐵
(𝑘)
12 = 𝐵

(𝑘)
21 = 0; 𝐵

(𝑘)
33 = (𝑘 + 1)(𝜆(𝑘+1) + 2𝜇(𝑘+1));

𝐶
(𝑘)
11 = −𝑘21𝑥(𝜆+ 2𝜇)− 𝑘21𝑦𝜇+ 𝜔2𝜌; 𝐶

(𝑘)
12 = 𝐶

(𝑘)
21 = −𝑘1𝑥𝑘1𝑦(𝜆+ 𝜇);

𝐶
(𝑘)
13 = 𝑖𝑘1𝑥(𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1); 𝐶

(𝑘)
22 = −𝑘21𝑥𝜇− 𝑘21𝑦(𝜆+ 2𝜇) + 𝜔2𝜌;
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𝐶
(𝑘)
23 = 𝑖𝑘1𝑦(𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1); 𝐶

(𝑘)
31 = 𝑖𝑘1𝑥(𝑘 + 1)𝜆(𝑘+1);

𝐶
(𝑘)
32 = 𝑖𝑘1𝑦(𝑘 + 1)𝜆(𝑘+1); 𝐶

(𝑘)
33 = −(𝑘21𝑥 + 𝑘21𝑦)𝜇

(𝑘) + 𝜔2𝜌(𝑘).

4.2. Определение волновых полей в случае сферической падающей волны

При рассеянии первичного поля возмущений, определяемого потенциалом (13) потенциа-
лы отраженной 𝜓1 и прошедшей 𝜓2 волн, потенциалы смещения Ψ̃, Φ̃𝑥, Φ̃𝑦 Φ̃𝑧 в однородной
пластине и компоненты вектора смещения 𝑢̃𝑥, 𝑢̃𝑦, 𝑢̃𝑧 в покрытии определяются соответству-
ющими формулами (15)–(18), полученными при решении задачи в случае падения плоской
волны с потенциалом 𝜓0 𝑝𝑙, в которых следует заменить 𝑘1𝑥 на 𝜉, 𝑘1𝑦 на 𝜍, 𝐴0 на 𝐼(𝜉, 𝜍)𝑒−𝑖𝑘1𝑧ℎ.

В результате получаем

𝜓1 = 𝐴1 exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 − 𝜒1(𝑧 + ℎ))],

𝜓2 = 𝐴2 exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 + 𝜒2(𝑧 −𝐻))],

Ψ̃ = 𝐵̃1 exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 + 𝜒𝑙𝑧)] + 𝐵̃2 exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 − 𝜒𝑙𝑧)],

Φ̃𝑥 = 𝐶1 exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 + 𝜒𝜏𝑧)] + 𝐶2 exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 − 𝜒𝜏𝑧)], )

Φ̃𝑦 = − (𝜉/𝜍)
(︁
𝐶1 + 𝐷̃1

)︁
exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 + 𝜒𝜏𝑧)]+

+ (𝜉/𝜍)
(︁
−𝐶2 + 𝐷̃2

)︁
exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 − 𝜒𝜏𝑧)].

Φ̃𝑧 = 𝐷̃1 exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 + 𝜒𝜏𝑧)] + 𝐷̃2 exp [𝑖(𝜉𝑥+ 𝜍𝑦 − 𝜒𝜏𝑧)],̃︀𝑢𝑥 = 𝑈̃1(𝑧, 𝜉, 𝜍) exp(𝑖𝜉𝑥) exp(𝑖𝜍𝑦),̃︀𝑢𝑦 = 𝑈̃2(𝑧, 𝜉, 𝜍) exp(𝑖𝜉𝑥) exp(𝑖𝜍𝑦),̃︀𝑢𝑧 = 𝑈̃3(𝑧, 𝜉, 𝜍) exp(𝑖𝜉𝑥) exp(𝑖𝜍𝑦),

где

𝜒1 =
√︁
𝑘21 − 𝜉2 − 𝜍2, 𝜒2 =

√︁
𝑘22 − 𝜉2 − 𝜍2, 𝜒𝑙 =

√︁
𝑘2𝑙 − 𝜉2 − 𝜍2, 𝜒𝜏 =

√︀
𝑘2𝜏 − 𝜉2 − 𝜍2,

𝐴1 = 𝐼(𝜉, 𝜍)𝑒−𝑖𝜒1ℎ + (𝜔/𝜒1)𝑈̃3(−ℎ, 𝜉, 𝜍),

𝐴2 = (−𝑖𝜔/𝜒2)[𝜒𝑙(𝐵̃1𝑒1𝑙 − 𝐵̃2𝑒2𝑙)− (𝜉2 + 𝜍2)(𝐶1𝑒1𝜏 + 𝐶2𝑒2𝜏 )/𝜍 − 𝜉𝜒𝜏 (𝐸̃1𝑒1𝜏 − 𝐸̃2𝑒2𝜏 )/𝜍],

𝐵̃𝑗 = 𝑏̃1𝑗𝑈̃1(0, 𝜉, 𝜍) + 𝑏̃2𝑗𝑈̃2(0, 𝜉, 𝜍) + 𝑏̃3𝑗𝑈̃3(0, 𝜉, 𝜍),

𝐶𝑗 = 𝑐1𝑗𝑈̃1(0, 𝜉, 𝜍) + 𝑐2𝑗𝑈̃2(0, 𝜉, 𝜍) + 𝑐3𝑗𝑈̃3(0, 𝜉, 𝜍),

𝐷̃𝑗 = 𝑑1𝑗𝑈̃1(0, 𝜉, 𝜍) + 𝑑2𝑗𝑈̃2(0, 𝜉, 𝜍) + 𝑑3𝑗𝑈̃3(0, 𝜉, 𝜍) (𝑗 = 1, 2).

Кроме того, указанные замены 𝑘1𝑥 на 𝜉, 𝑘1𝑦 на 𝜍 и 𝐴0 на 𝐼(𝜉)𝑒−𝑖𝜉ℎ следует произвести
и в элементах матриц B, C, E, F, G краевой задачи (19), (21) для нахождения 𝑈̃𝑛(𝑧, 𝜉, 𝜍)
(𝑛 = 1, 2, 3).

Согласно (22) будем иметь

𝑈̃𝑛(𝑧, 𝜉, 𝜍) =

6∑︁
𝑙=1

𝑇𝑙 𝑈̃
𝑙
𝑛(𝑧, 𝜉, 𝜍), 𝑈̃ 𝑙𝑛(𝑧, 𝜉, 𝜍) =

∞∑︁
𝑠=0

𝑈̃ 𝑙(𝑠)𝑛 (𝑧 + ℎ/2)𝑠 (𝑛 = 1, 2, 3),

где
𝑈̃
𝑙(0)
1 = 𝛿1𝑙; 𝑈̃

𝑙(0)
2 = 𝛿2𝑙; 𝑈̃

𝑙(0)
3 = 𝛿3𝑙; 𝑈̃

𝑙(1)
1 = 𝛿4𝑙; 𝑈̃

𝑙(1)
2 = 𝛿5𝑙; 𝑈̃

𝑙(1)
3 = 𝛿6𝑙;
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𝑈̃ 𝑙(𝑠+2)
𝑛 = −[(𝑠+ 1)(𝑠+ 2)𝐴(0)

𝑛𝑛 ]
−1

3∑︁
𝑞=1

𝑅1∑︁
𝑘=0

{(𝑠+ 1− 𝑘)[(𝑠− 𝑘)𝐴(𝑘+1)
𝑛𝑞 + 𝐵̃(𝑘)

𝑛𝑞 ]𝑈̃
𝑙(𝑠+1−𝑘)
𝑞 +𝐶(𝑘)

𝑛𝑞 𝑈̃
𝑙(𝑠−𝑘)
𝑞 }

(𝑠 = 0, 1, . . . );

𝐵̃
(𝑘)
11 = 𝐵̃

(𝑘)
22 = (𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1); 𝐵̃

(𝑘)
12 = 𝐵̃

(𝑘)
21 = 0; 𝐵̃

(𝑘)
13 = 𝐵̃

(𝑘)
31 = 𝑖𝜉(𝜆(𝑘) + 𝜇(𝑘));

𝐵̃
(𝑘)
23 = 𝐵̃

(𝑘)
32 = 𝑖𝜍(𝜆(𝑘) + 𝜇(𝑘)); 𝐵̃

(𝑘)
33 = (𝑘 + 1)(𝜆(𝑘+1) + 2𝜇(𝑘+1));

𝐶
(𝑘)
11 = −𝜉2(𝜆+ 2𝜇)− 𝜍2𝜇+ 𝜔2𝜌; 𝐶

(𝑘)
12 = 𝐶

(𝑘)
21 = −𝜉𝜍(𝜆+ 𝜇);

𝐶
(𝑘)
13 = 𝑖𝜉(𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1); 𝐶

(𝑘)
22 = −𝜉2𝜇− 𝜍2(𝜆+ 2𝜇) + 𝜔2𝜌;

𝐶
(𝑘)
23 = 𝑖𝜍(𝑘 + 1)𝜇(𝑘+1); 𝐶

(𝑘)
31 = 𝑖𝜉(𝑘 + 1)𝜆(𝑘+1);

𝐶
(𝑘)
32 = 𝑖𝜍(𝑘 + 1)𝜆(𝑘+1); 𝐶

(𝑘)
33 = −(𝜉2 + 𝜍2)𝜇(𝑘) + 𝜔2𝜌(𝑘).

Коэффициенты 𝑇𝑙 (𝑙 = 1, 2, 3, 4, 5, 6) определяются из системы уравнений

6∑︁
𝑙=1

𝑇𝑙

(︁
ÃŨ𝑙′ + ẼŨ𝑙

)︁
𝑧=−ℎ

= G̃,

6∑︁
𝑙=1

𝑇𝑙

(︁
ÃŨ𝑙′

𝑛 + F̃Ũ𝑙
)︁
𝑧=0

= 0,

где Ũ𝑙(𝑧, 𝜉, 𝜍) = (𝑈̃ 𝑙1, 𝑈̃
𝑙
2, 𝑈̃

𝑙
3)
𝑇 .

Штрихи означают дифференцирование по 𝑧.
Чтобы обеспечить ограниченность 𝜓1 при 𝑧 → −∞ выбор знака корня 𝜒1 =

√︀
𝑘21 − 𝜉2 − 𝜍2

осуществим из условия Im𝜒1 > 0, а для ограниченности 𝜓2 при 𝑧 → ∞ потребуем выполнения
условия Im𝜒2 > 0, то есть

𝜒1 =
√︀
𝑘21 − 𝜉2 − 𝜍2 при 𝜉2 + 𝜍2 < 𝑘21, 𝜒1 = 𝑖

√︀
(𝜉2 + 𝜍2)− 𝑘21 при 𝜉

2 + 𝜍2 > 𝑘21;
𝜒2 =

√︀
𝑘22 − 𝜉2 − 𝜍2 при 𝜉2 + 𝜍2 < 𝑘22, 𝜒2 = 𝑖

√︀
(𝜉2 + 𝜍2)− 𝑘22 при 𝜉

2 + 𝜍2 > 𝑘22.

Величины 𝜒𝑙 =
√︁
𝑘2𝑙 − 𝜉2 − 𝜍2, 𝜒𝜏 =

√︀
𝑘2𝜏 − 𝜉2 − 𝜍2 определяются по формулам

𝜒𝑙 =
√︁
𝑘2𝑙 − 𝜉2 − 𝜍2 при 𝜉2 + 𝜍2 < 𝑘2𝑙 , 𝜒𝑙 = 𝑖

√︀
(𝜉2 + 𝜍2)− 𝑘2𝜏 при 𝜉

2 + 𝜍2 > 𝑘2𝑙 ;

𝜒𝜏 =
√︀
𝑘2𝜏 − 𝜉2 − 𝜍2 при 𝜉2 + 𝜍2 < 𝑘2𝜏 , 𝜒𝜏 = 𝑖

√︀
(𝜉2 + 𝜍2)− 𝑘2𝜏 при 𝜉

2 + 𝜍2 > 𝑘2𝜏 .
При рассеянии сферической волны пластиной с покрытием искомые потенциалы 𝜓𝑗

(𝑗 = 1, 2), Ψ, Φ𝑥, Φ𝑦, Φ𝑧 и компоненты вектора смещения 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧 в неоднородном по-
крытии находятся путем интегрирования по 𝜉 и 𝜍 в бесконечных пределах величин Ψ̃, Φ̃𝑥, Φ̃𝑦
Φ̃𝑧, 𝑢̃𝑥, 𝑢̃𝑦, 𝑢̃𝑧 соответственно.

Так для потенциалов скоростей отраженной и прошедшей волн 𝜓𝑗 (𝑗 = 1, 2) будем иметь

𝜓𝑗 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝜓𝑗(𝜉, 𝜍) 𝑑 𝜉 𝑑 𝜍 (𝑗 = 1, 2). (23)

Таким образом, получили аналитическое решение поставленной задачи.
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5. Численные исследования

На основе полученного аналитического решения задачи были проведены численные рас-

четы зависимостей
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
и
⃒⃒⃒
𝜓2

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины 𝑘1𝐻 при расположении ис-

точника в точке 𝑀0 с координатами (𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = −𝑧0). Точки наблюдения 𝑀1 и 𝑀2 в
отраженном и прошедшем акустических полях имели координаты (𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = −2𝐻) и
(𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 2𝐻) соответственно. При этом исследовался случай, когда жидкости по обе
стороны тела являются одинаковыми (𝑘1 = 𝑘2, 𝜌1 = 𝜌2). Полагалось, что амплитуда пада-
ющей волны 𝐴 = 1, а отношение толщины покрытия ℎ к толщине однородной пластины 𝐻
равно 0,2. Рассматривалась алюминиевая пластина толщиной 𝐻 = 0, 1 м (𝜌0 = 2, 7 · 103 кг/м3,
𝜆0 = 5, 3 · 1010 Н/м2, 𝜇0 = 2, 6 · 1010 Н/м2) с покрытием на основе поливинилбутираля, на-
ходящаяся в воде (𝜌1 = 𝜌2 = 103 кг/м3, 𝑐1 = 𝑐2 = 1485 м/с). Расчеты проводились как для
однородного покрытия с плотностью 𝜌 = 1, 07 · 103 кг/м3 и модулями упругости 𝜆̃ = 3, 9 · 109
Н/м2, 𝜇̃ = 9, 8 · 108 Н/м2, так и для неоднородных покрытий, механические характеристики
которых менялись по толщине слоя по закону

𝜌 = 𝜌 𝑓(𝑧), 𝜆 = 𝜆̃ 𝑓(𝑧), 𝜇 = 𝜇̃ 𝑓(𝑧).

Рассматривались следующие линейные и квадратичные законы неоднородности:

𝑓1(𝑧) = 𝑎1

(︁
− 𝑧
ℎ
+ 0, 5

)︁
(𝑎1 = 1), 𝑓2(𝑧) = 𝑎2

[︂(︁ 𝑧
ℎ

)︁2
− 2

𝑧

ℎ
+ 0, 5

]︂
(𝑎2 = 6/11).

Множитель 𝑎𝑗 (𝑗 = 1, 2) выбран так, чтобы среднее значение функции 𝑓𝑗(𝑧) по толщине слоя
было равно единице.

На рис. 2 и рис. 3 приведены зависимости
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
и
⃒⃒⃒
𝜓2

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины

𝑘1𝐻 при 𝑧0 = 10𝐻. Сплошной и штриховой линиями обозначены зависимости для линейно-
го и квадратичного законов неоднородности соответственно. Пунктирной линией обозначена
зависимость для однородного покрытия.

Расчеты показывают существенное отличие частотных характеристик для разных законов
неоднородности материала покрытия.
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Рис. 2: Зависимость
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины 𝑘1𝐻 при 𝑧0 = 10𝐻
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Рис. 3: Зависимость
⃒⃒⃒
𝜓2

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины 𝑘1𝐻 при 𝑧0 = 10𝐻

На рис. 4 и рис. 5 приведены частотные характеристики
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
для линейного закона неодно-

родности при разном удалении источника от пластины. Кривые 1, 2, 3 соответствуют случаям,
когда 𝑧0 = 5𝐻; 10𝐻; 100𝐻.

При изменении расстояния от источника до пластины наблюдается сильное изменение ча-
стотной зависимости, что проявляется в изменении уровней и сдвиге резонансных частот. По
мере удаления точечного источника от пластины происходит увеличение осцилляции частот-
ных зависимостей.
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Рис. 4: Зависимость
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины 𝑘1𝐻 для линейного закона

неоднородности при 𝑧0 = 5𝐻; 10𝐻; 100𝐻
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Рис. 5: Зависимость
⃒⃒⃒
𝜓1

𝐴

⃒⃒⃒
от волнового размера пластины 𝑘1𝐻 для квадратичного закона

неоднородности при 𝑧0 = 5𝐻; 10𝐻; 100𝐻

6. Заключение

В настоящей работе получено аналитическое решение задачи об отражении и прохождении
звуковой волны, излучаемой точечным источником, через однородную упругую пластину с
покрытием, выполненным из функционально-градиентного материала.

В случае, когда геометрия фронта падающей волны не совпадает с геометрией тела, непо-
средственное решение дифракционной задачи оказывается весьма затруднительным. Приве-
денный выше подход к решению задачи позволил избежать необходимости решения соответ-
ствующих дифференциальных уравнений с граничными условиями.

С помощью непрерывно-неоднородных упругих покрытий можно изменять характер от-
ражения и прохождения звука путем выбора законов неоднородности для механических па-
раметров покрытия пластины. Используя полученное решение прямой задачи можно найти
решение обратной задачи об определении параметров неоднородности материала покрытия,
позволяющих получить требуемые звукоотражающие свойства пластины.
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