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УДК 511 

О Б А Д Д И Т И В Н О Й П Р О Б Л Е М Е Д Е Л И Т Е Л Е Й И Н Г А М А 

Г. И. Архипов, В. Н. Чубариков 

В настоящей работе уточняется оценка остаточного члена R(x) в асимптотической формуле аддитив­
ной проблемы делителей Ингама 

R(x) = R(x\ k) — ^ г(п)т(п + к) — Аох In2 х — А\х In х — А2х, 

п^х 

где 

А0 = —5«7_i (к), а-\ (к) = У] сГ 1 , 
7Г ~ ' 

d\k 

Ь = ( - i ) J ' E ^ ^ . = * - i ( * ) . = ( - i ) j E ^ i o g * ^ ^ i , 

Л 2 = (((27 ~ l ) 2 + 1)& + 4 ( 2 7 - 1 )6 + 46)<7-i(fc) + (4(2 7 - 1)& + S ^ i W + ^ ^ ( f c ) , 
причем 7 = 0 , 5 7 7 . . . — постоянная Эйлера, т (п ) — функция делителей и ji(n) — функция Мебиуса. 

В 1927 г. А. Е. Ингам [1] установил, что 

6 
r(m)r(m + к) ~ —^a^i{k)x\n2x. 

тп^х 

В 1931 г. Т. Эстерман [2] уточнил результат А. Е. Ингама, доказав оценку 

R(x)<Zxll'l2lnl7'*x. 

В 1979 г. Д. И. Исмоилов [3], развивая элементарный метод Т. Эстермана, получил новую оценку R(x) <£С 
Г Д Е £ > Q _ сколь угодно малая постоянная. В 1979 г. независимо другим методом ту же оценку, 

но равномерную по параметру к ^ я 2 / 3 , получил Хиз-Браун [4]. 
Исследованию аддитивной проблемы Ингама и ее обобщений посвящены работы многих авторов (см., 

например, [1-11]). 
Здесь мы уточняем оценку остаточного члена в аддитивной проблеме Ингама. 
Теорема. Пусть х —> оо. Тогда справедлива следующая асимптотическая формула: 

1(х) = £ Т(П)Т(П + 1) = ^ r ( n 2 + n ) = М № + R & Х)> 

п^х п^х 

где главный член М(х) асимптотической формулы имеет вид 

М(х) = х(А0 In2 х + Ai In x + Л 2 ) , 
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Ао = 6/тг 2, А\ = ( 4 7 - 2)£ 0 + 4 6 , Л 2 = ( ( 2 7 - I ) 2 + 1 ) 6 + 4 ( 2 7 - 1 )6 + 4 6 , 

а остаточный член оценивается следующим образом: 

Д ( х ; 1 ) « х 3 / 4 1 п 4 х . 

Заметим, что случай произвольного значения параметра к отличается от случая к = 1 только неко­
торыми техническими деталями. Кроме того, для суммы Y1 т(п2 + 1) К. Хооли [7] своим методом доказал 

п^х 

следующую оценку сверху остатка: х 8 / 9 In3 х. 
Доказательство теоремы. Число наборов (а, Ь, с, d) натуральных чисел а, 6, с и d, удовлетворяющих 

условиям ab — cd = 1 и ab ^ х, равно величине ЛГ(х) суммы 

£ т ( п ) т ( п + 1). 

Отсюда имеем (аб, cd) = 1. Рассмотрим те наборы, для которых 

а < d < с, аЪ — cd~ 1, ab ^ х, cd < х — 1. 

Количество таких наборов равно N(x)/8 + 0 ( \ /x lnx) . 
С другой стороны, поскольку (a, d) = 1, существует единственный вычет а, 1 < а ^ d, по модулю d, 

такой, что аа~1 (mod d). Положим с = ^jp^. Число с будет целым неотрицательным. 
Пусть t — целозначный параметр. Положим Ъ = а + dt, с = с + at. 
Тогда суммирование по наборам (а, Ь, c,d) для нахождения величины JV(x) можно заменить на сум­

мирование по наборам (a, d, t) с условиями 

1 < d < у/х — 1,1 ^ а < d, (a, d) = 1, 

причем переменная £ удовлетворяет системе неравенств 

(0 <а(а + dt) ^ х, 
\ d < с = c + at < 2^1, 

т.е. 
d a ^ l ^ ^ ^ x a 
a d ad ^ ad d 

Следовательно, 

iV(x) 

+ c № ) = £ E ( й - з ] - [ ; - з + ^ ] ) = Е 1 + Е ' - Е " 
i /Г Г 1 «Гп^Н 4 L -* ' 

8 

(a,d)=l 

где 
'x — 1 d 

E E * - E E ' S - j ) . 
(a,d)=l (o,d)=l 

^ з = £ E ' ( M + a ) - * > - ' / > - < « > • 

( M ) = i 

Заметим, что 

E / d a 1 \ 

( 

Отсюда получим Ез = 0. 

l^a<d 
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Сумма Ei дает главный член асимптотической формулы. Имеем 

w { d ) - < ю = £ i Ei = х 

(a,d)=l 
l^a<d 

(a,d)=l 

Отсюда стандартным образом получаем Ei = М(х) + 0(y/xlnx). 
Перейдем теперь к оценке суммы Е 2 . Сначала разобьем промежуток 1 < d < у/х — 1 суммирования 

по d на промежутки вида D < d ^ D',D' ^2D. Получим не более <С In х сумм 

ад»- Е Е K s - з ) -
D<d^D' l^a<d 

(a,d)=l 

Воспользуемся разложением в ряд Фурье функции (см., например, [12]). Положим N = х 1 / 4 . 
Имеем 

02irimx 

р ( * ) = Е 
0 < | m | < i V 

2тт 
+ 0(г(х)) , 

где 

г(ж) 
л/L + iV 2 SIN2 7гж 

Е c m e 2 , r i m i + О 
0 < | т | < Л П п Л Г 

INJV 

Следовательно, 

Е 2 ( Я ) = Е 
0 < | m | ^ N 

27ггт \ N Е ^ + 0 ( — 
InTV / 4 7 

где 
Е Е е м - ( А - « . 

D<d^D' l^a<d 

(a,d)=l 

Вычет a no модулю d определяется из сравнения aa = 1 (mod d) при условии, что (a, d) = 1. 
Далее, разложим в ряд Фурье функцию 

Fi^^Fmia.d) Е 2 Т D 5 если (a,d) = 1, 
0, 

Имеем 

где 

если (a,d) > 1. 

к=1 

д = 5 Е ^ ( " ) е d = 5 Е е d • 
71=1 П = 1 

(n,d)=l 

Таким образом, 

тт= Е Е л Е e ^ ( ^ f ) . 
D<d<D' fc=l Ka<d 
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Коэффициенты Фурье Д являются суммами Клостермана по модулю d. Для них справедлива оценка 

| / f c K T ( d ) d - 1 / 2 ( m ( d ) V 2 ( 

где r(d) — количество делителей числа d. 
Подставляя эту оценку в сумму Т т , получим 

d 

D«L^D' к=1 

Um = Um(d,k)= J2 е 2 ^ ^ ) . 

При D ^ х 3 / 1 0 тривиальная оценка суммы Um дает ^(D) <S £ > 5 / 2 1 п 2 х , что обеспечивает оценку 
T,2(D) < х 3 / 4 1 п х . Поэтому достаточно оценить ^{D) при х 3 / 1 0 < D ^ х 1 / 2 . 

При выполнении неравенства \к — ̂ | ^ 1 тригонометрическую сумму Um оцениваем по первой 
производной функции, стоящей в ее экспоненте. В этом случае получим 

E 2 (D) < jD 3 / 2 In 4 х < х 3 / 4 In 4 х. 

Если |fc — I < 1, то часть суммы Um оцениваем по второй производной функции в экспоненте тригоно­
метрической суммы. Это дает нам необходимую оценку E2CD) во всех рассматриваемых случаях. Теорема 
доказана. 
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