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НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ БЛИЗОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В ТЕРМИНАХ 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

1°. Пусть Р и Q две вероятностных меры на <г-алгебре 
(%т борелевских подмножеств rn-мерного евклидова простран­

ства Л"1 , a 9( t ) и 44t> U = (%...,tm)rGKm) их характе­
ристические функции. Хорошо известно, что расстояние по вариации 
между мерами Р и Q определяется как 

' f t (P ,Q>- 4Ujo{|P(A)-Q(A)|:AeUm3. 

Допустим, что & с 01^- класс подмножеств под условием 

•4i*fi{|P(A)-e(A)hAeam}-'aup{|P(A)-Q(A)|:Ae«}' 
и положим для (f=t<£?••• >^w) ; ^ ^ ^ 4 = 1,...,tH 

л^«С 

где 

ТЕОРЖА. I. Пусть характеристические функции ^ и ^ абсо­
лютно непрерывны по каждой из переменных. Тогда для любых 
V l v / J V *, rf-(<v..,<^)T» ̂ " 0 , ̂ «И)справедливо. 

+ WDtutVV#(J №)•№)№) + 

•<WAU 1т!гШ>-Ш|\«Л 

J «И f(m) C Y 

где С - абсолютная постоянная, T^in = И*1И(7},...,' и*)? 



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через V класс комплекснознач-
ных функций А(Х) на R , имеющих там ограниченную вариацию 

•уаг(А)= J j(iA(*)| . 
Пусть "V- класс функций, являгопщхся преобразованиями Фурье-
Стилтьеса функций из Y . Если u,(t)eY , то 

ftlt)-( e i t T xclA(x), A e V . 
Г1оложив|а| = VCtt( А) мы превратим "V в нормированное про­
странство, причем 

k+<4MaJ+ki, KsMk l - l k l -
.717"Л Г. Пусть функция a(t), {.t^itp-^t^Y^R ) абсолют­

на ;-:гг«рывна по каждой из переменных t; и, кроме того, ft(t} 
и rt--~ , 1 = 1,..., щ, принадлежат и СК ) и 
ftd-ibA(Em'),'f/4+'(/t=i;i<*!S^-Torfla «-<*>« V • * 

«»>-*--ц I ,' . fin "TVi / 

,?-,. ^/(i-O-ji'/б 

ДОШЗАТЖЬСТВО. Пользуясь распространением теоремы Планшере-
1я^(см. [l] ), сопоставим функции d(t) ее преобразование Фурье 
'й(ЗС) , тогда 

Ч><**) Т - Н , (3) 

(здесь |I|L означает норму f в пространстве Ь (R ) )• 
Функция ft(t) заведомо принадлежит у , если&е L/(RW) ,' 
Едачен тогда 

ар! 



* 

По условию леммы I функции a(t) ,-$£- е [^(R**), Л(Ь) 

(4) 

6 1Л1Г),- Н , - , т 

. 4 . * - • - * 

, но тогда acia(a:)€ L-( R"1) , 

(5) 

Из (3)-<5) теперь получаем, что 

1/4 

g-4-m.i 
f/b-o, 

что и завершает доказательство леммы I. 
Отметим, что одномерный вариант леммы К для \—% имеется 

в [2, стр.2бЗ (по существу этот результат восходит к работе [з]). 
Продолжим теперь доказательство теоремы I. Положим при 

У^(*) — 
тежН-тйгЬ 1*и*," 

| 2 | > Т , 

так что 1 ; 
- оо М- Л 
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Очевидно, что v*(U) - бесконечно дифференцируемая функция, 

R 
и ify(tn == 0 , если | Ц-\ > (Л хотя бы при одном значении ^ 

Рассмотрим меры Р » и £U , определенные равенствами 

Р/А)-J KA-y)ir,(ipty, Q^AJ-J Q(A-y)vy)<ty, Аей и 
я**1 - • • # • • -w 

"fit 
вк -

Покажем, что меры Pjp и Q ^ абсолютно непрерывны по мере Лебе­
га и имеют бесконечно дифференцируемые ограниченные плотности. 
В самом деле, если F и Q - функции распределения, соответ­
ствующие мерам Р и Q , то функции распределения, соответст­
вующие мерам Р. и Q J, имеют вид 

Очевидно, что F/ и &« бесконечно дифференцируемы и их плот­
ности 

IT B W V 
ограничены (в силу ограниченности чг^ ). 

Обозначим *Pji(t) и ^fCt) характеристические функции рас­
пределений FV и G- соответственно. Ясно, что 

= J ^ ( P r f W - V 3 0 ^ * = [S'ctj-S'ct)]-v*» 7 
ft"1 

(6) 

где 

J = * -oo t 
Поэтому 
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Введем в рассмотрение функции клъ) , г е R-1 , полагая 
о , Ы>Т; * 

1? 1г|<Т}/2, 

и определим 

М ) - П kufcj. 
4 = 1 . * J 

Очевидно, 

l k < t ) | * 1 , ж1«*/т,. 
'1 ' ~ * 

Без труда можно подсчитать, что k e V и j| J< I ̂  3 ̂  
Бели 

то 

По лемме I 

lm 1 
4/1, m 

<,J(S ikt)k(t)r#jVS(l i^riMtikct^tn* 

в силу неравенства Минковского и свойств функции k(t) 

в стхлу определения гцЬ) и (6) 



г .. й , 4 ^/r ... ...,ч..Л £•/, l Я .*..xtf» 

Здесь 
^;ЕЦ- t#^ t , - r t t , r* ) + c^ i?/U^< 4 ' ( t ' -w r r f t )f 

Таким образом, мы имеем 

Для опенки Jl'k(l-k) | воспользуемся тем, что l-k(t) = 0 , 
если 1tj| * Tj А , j — 4,..., т- и запишем jj fo(4- k)|| в 
взде 

. га» 
tiu-iol-ltnattjx^ctj-v^-tt-ci-k) 

где функция u e V выбрана так, что при ! t i , i>Ti /£ хотя бы 
при ОДНОЙ ^ она равна 1 / . II 1 1 + T J ) , а в остальном. про­
извольна. Так KaK|jj<j|^3m' » т 0 ИЗ J 

т 
lk(l-ki4 n'C±+t|К%И)-%Щ-1щ 14111-kI * 

<i п а4?)ч^)|+|п (i+t*)Vt)|>w-+IIU)-inf|*h (8) 

а й 

где iwf берется по всем функциям U указанного выше вида. С 
помощью леммы К легко показать, что 

*пф|«С-»и/Т*411> • 
(Здесь и ниже символом С мы обозначаем абсолютные постоянные, 
бнть может различные). е. 



С другой стороны, нетрудно показать, что 
r+1L o«» 

Для этого достаточно показать, что linv t>AX)-*lim CLAX)— 0 
и применить интегрирование по частям в интегралах 

A at» 

Эднако 

)m DWV 

K™ , » ! 8*j Г , , ^ ^ ц 9»,»' 

«эН**'"»'-£ -
так как | . . « - ^ 
что ° 1 ' * 

. Совершенно так же доказывается, 

К 

(10) 

( i i ) 

(12) 

(13) 

' для ^ Ф j t * . . . *jK, l « k < W . 
Из соотношений (7)-(13) получаем 

m 

>m iJlttH) 

92 



^ЪХф^т-п^Г* 
tn Д m% 

Однако 

4up{|P(fCA)-Q(f(A)|:Aeaw} = |JJp(f(3c)-^(x)|<lx 

Кроме того, для любого А ^ Х 

|Р,(А)-Р(А)Н 5м [Р(А-̂ )-РСА)] wy ty |« 
К 

<( |P(A-t/)-P(A)|v,fCy]<iy« co(P-,<0 . 
Точно так же 

Поэтому мы окончательно имеем 
г т п 

/,(P,Q)<«CP;d,)+'o)CQiO+^[l+5C^-+eJ)]. 

+ ca+3w)mV(.n/fT^J, 
что и завершает доказательство теоремы I. 

Отметим, что в случае т.=И удобнее величину f'ftC'f-k )|| 
представить в виде 

|kCl-k)H*U%ct)-^Ct))-tt-Ci-lc)||, 
где функция a e V выбрана так, что при l t | > T / i l она равна 

т т - . а в остальном произвольна. Тогда 
Л/Т/ 
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.4wf|li|*C/T-, 
a 

может быть оценена более простым образом. В частности, если меры 
Р и Q имеют абсолютно непрерывные плотности р(Л) и 
ft(x) относительно меры Лебега, то 

-OO 

2 . Рассмотрим теперь более подробно одномерный случай, 
т.е. случай Ht«= i . в этом случае несколько огрубляя неравенст­
во (5) его можно представить в более простом виде. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть характеристические функции <f и ̂  абсо-
лютнойнепрерывны. Тогда для любых Т > 1 , 1><Г > 0 . %ъ% 
справедливо неравенство 

MP,Q)«w(P;(f)+ w(Q>«n + 

+с{( jVct)-fct)|"Utf+(f i Vct^foiVtA (14) 

+ 1 / ( V T * ) J , 
Неравенство (14) весьма просто получается из (I) при*и- = 4. 

и мы не будем останавливаться на его доказательстве. 
СЛЕДСТВИЕ Я. Пусть в условиях теоремы 2 Р и ' Q - меры, 

соответствующие целочисленным законам. Тогда д л я Т М , %>% 
• т т 

/<(P,Q)«С{44j |<P(t)-Y(t)f<itA 11tftj-Yfopit)'*} • 
. -т -т 

Доказательство очевидно, так как в качестве X может быть 
в#йта совокупность всевозможных объединений открытых промежутков 
единичной длины с серединами в целых точках. В этом случае 
co(P-,<f)= co(Q><f) = 0 при <Г< 1 . 

ЗАМЕЧАНИЕ I. Несколько изменив доказательство теоремы I в 
одномерном случае можно доказать следующий факт. Пусть меры Р 
и Q имеют абсолютно непрерывные плотности р и Ц, относи­
тельно меры Лебега и 
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j | x | p<x)cix^<~, J \x\q,(x)dx 
-oa - ° » ' 

Тогда для любого Т > 1 и 1 •»% 

-т " т 
+ 

сю 
+ 4 " Jdp'caol+I^CxjQdx] Т 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Для того, чтобы wCPj^jOt^)—*-0 при <f-*-0 
необходимо и достаточно, чтобы мера J? имела плотность р от­
носительно меры Лебега. 

Это следует из одного результата Бохнера [4] . 
ЗАМЕЧАНИЕ 3. Предположение о том, что Р и Q вероятнос­

тные меры не очень сушественно. Доказательство теоремы I в одно­
мерном случае и замечание 2 показывают, что справедливо следую­
щее утверждение. Пусть р(Х) и fy(x) - функции на R' , для ко­
торых 

Положим < 

<P(t)-J e*xptx)A*, Vet)-J <Г*<цх)Лх , 
-oa ~°° 

CXI 

&{?',&)= Mt>p{ j |p(X-^)-p(X)|((x: |l*|*if}. 
-co 

Тогда для всех Ч1 •> £ •, A."* <P>О ж%^% имеет место неравенст­
ва 
j |р(х)-^(ж)|^ж« wCP;<0+£oc< «̂f)-f. C{A/(dT)*i 

~°°т т 
+()|чф-^>Г<йЛ( J itftj-Y'ctjiMt )"*}. 
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3°. Пусть теперь меры Р и Q абсолютно непрерывны от­
носительно меры Лебега, а рсз» и ft(ot) - их плотности. Допус­
тим, что (о(*) и ty(») имеют 4 непрерывных производных и по­
ложим 

йнр-,(Г)= auf *ttf>f|p(»-y>-p<*j|:|lj|*<f}. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть меры J? и Q имеют конечный абсолютный 

момент первого порядка и плотности р и ft, , непрерывно диф­
ференцируемые ь раз ( 4 > 0 ). Тогда для любых Т > 4 и 

м*р |р1*\ос)-^(Чх)|«соСрй^+<<«Кф(4)-, <f)+ 
J_ 
(ТТ. 

ОС. 

+С(^г J (lptt)»)|+Kw(x)|)M Jlt|^|^th*tt)|to) + 
-т 

•••Cjltl**- l̂ to-̂ ctĵ d*) +(J itl*^^!^^^*!!*^^'*} 

Доказательство теоремы 3 использует те же идеи, что и дока­
зательство теоремы Л! и замечания 3 в случае *i = Z и поэтому мы 
не будем приводить его здесь. 

Б заключение отметим, что методы, сходные с примененными на­
ми, часто используются при получении оценок скорости сходимости 
в центральной предельной теореме (см., например, \р] ) . 

Основные результаты этой работы были анонсированы в [б] . 
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