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РАЗДЕЛЯЮЩЕЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ОБЛАСТЕЙ И 
ЗАДАЧИ ОБ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ РАЗБИЕНИИ 

Введение 

В последнее время в теории функций получил развитие метод ку­
сочно-разделяющей симметризации. Суть этого метода заключается 
в следующем: исследуемый объект разбивается на части, которые ото­
бражаются на части специального вида; затем из последних констру­
ируются симметричные объекты либо путем склеивания, либо с по­
мощью известных способов симметризации (круговой, радиальной и 
др.). Простейшим и в то же время важным примером кусочно-разделя­
ющей симметризации является преобразование конденсаторов, введен­
ное в работе [i] . В дальнейшем это преобразование будем называть 
разделяющим преобразованием. Можно предполагать, что использова­
ние разделяющего преобразования совместно с другими видами сим­
метризации существенно расширит границы применения симметризаци-
онных методов и позволит решить новые задачи. Кроме того, это 
преобразование имеет самостоятельный интерес. Важность разделяюще­
го преобразования заключается в том, что в ряде случаев оно поз­
воляет задачу с заданным количеством параметров свести к задаче 
с меньшим числом параметров. Например, методом работы [l] извест­
ную задачу Г.Сеге о покрытии радиальных: отрезков можно свести к 
классической теореме об i/k Кебе-Бибербаха. 

В данной работе вводится разделяющее преобразование областей^ 
аналогичное преобразованию в [i] , а также дается приложение это­
го преобразования к задачам о произведении степеней конформных 
радиусов неналегающих областей. Указанные задачи имеют богатую 
историю, достаточно полно изложенную в литературе [2 - 4] . При­
менение метода симметризации к решению этих задач вносит новые 
аспекты [б] . В отличие от работы [5] , мы рассматриваем в основ­
ном приложении к задачам со свободными полюсами (точнее, с полю­
сами, обладающими определенной степенью свобода). 

§ I. Разделяющее преобразование конденсаторов 
и областей 

Для полноты изложения приведем здесь определение разделяющего 
преобразования конденсаторов [i] , сделав при этом некоторые уп­
рощения. Конденсатором на расширенной комплексной плоскости С г 
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называется всякая упорядоченная пара С =(Е0,Е1)непересекакщихся 
непустых замкнутых множеств Е_0 и Е* . Обозначим через ~&г(С) 
совокупность всех функций dh С2.—>• |С , непрерывных в С х , равных 
нулю на множестве Е 0 , единице на Ei и принадлежащих классу 
• L a C ^ z H E o U . E J ) (см., например, [6; с.84, 122]). Емкость 
конденсатора С определяется следующим образом: 

|С|= w% \\ | V(*)| d x o U , Z = 0O + iu/. 

Пусть C=(E 0,E i)- произвольный конденсатор на z -сфере С г | &£, 
I =1,...,*И/,- односвязше попарно непересекающиеся области на 
С г , ограниченные конечным числом кусочно-гладких кривых и удов­

летворяющие условию Е; П Bji ф 0 , t =0,1, l = l,..-.,**l. Пусть 
Р{/ J l-i "* некоторое семейство функций > = pj, (Z) > конформно 

и однолистно отображавдшс соответственно области Е>£ на правую 
полуплоскость Re *Е> > О . Обозначим через Е •, объединение мно­
жества р^(Е; П Ь 0 с его отражением относительно мнимой оси. Ре­
зультатом разделакщего преобразования конденсатора С^ЕоД^отно-
сительно семейства функций {pp}^=i назовем семейство конденсато­
ров {C|jt = i 9 состоящее из т, симметричных конденсаторов 
С ^ = С'Е0 J'-̂ I )> t"!,-,**1 • Этот вариант разделяющего преобразо­
вания наиболее удобен в*данной работе. В отличие от [I] , мы рас­
сматриваем здесь конденсаторы более широкого класса и ограничива­
емся односвязными областями 6j, . Иногда вместо полупловкости 

Re> > 0 в определении некоторых функций ^ - P i 0 0 , 1 . ^(/<«цбу­
дем рассматривать круг |>| <!_. В этом случае под Е.се,;> понимаем 
объединение множества pt (Ej П Bfc) с его инверсией относительно 
окружности |^.| = 1, j = 0,1 . Семейство конденсаторов{Ct}£_А, 
C t = ( E o , ^ i ),t=l, . . . ,w, по-прежнему будем называть результатом 
разделяющего преобразования конденсатора С • 

ТЕОРЕМА I . Справедливо неравенство 

|'C1>i£|Cer.-
' • • • l - i 

Доказательство этого утверждения аналогично соответствующему 
доказательству в [l] и даже проще, так как не требует применения 
принципа Дирихле. 

Рассмотрим теперь разделяющее преобразование областей. Пусть 
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й - произвольная фиксированная точка €г ; В£,(/ =].,...,*»,- од-
носвязные попарно непересекающиеся области, ограниченные конеч­
ным числом кусочно-гладких кривых, причем а.еЭ Bj , Ц. = 1,..., иг, 
и точка а является носителем только одного граничного элемен­
та для каждой области Bf, . Семейство функций {рЛр _j назовем 
допустимым семейством для разделяющего преобразования областей 
относительно точки а , если эти функции конформно и однолистно 
отображают соответственно области В(, на полуплоскость_1?е^> > 0 
или на круг |^| < i таким образом, что при г — - й , Z £ B j ; выполня­
ются следующие асимптотические равенства: 

iPtC^-PtWI-CelE-al1^1. 
в случае CL ф <» и для всех I , при которых р{, (а) Ф »•» ; 

|ре(г)кСе|г-аГ^е. 
в случае а Ф о° и для тех I , при которых рр (а) = <" | 

lptW-Pe(tt)|-ct|zr'/rt. 
в случае a = о» , Pj (tt) =̂ «» ; 

I p e O O l - c ^ l ^ 
в случае CL = »° , Р|>(а). = »>. 

Здесь Cg,Jio, E = I,...,w,- некоторые положительные числа и 
2-^=i P t = 2. . В дальнейшем мы рассматриваем только такие 

области Ъ\, , для которых указанное семейство функций существу­
ет. Пусть {pt}{^ - допустимое семейство функций, D - произволь­
ная область, (LeDcC E . Для тех &,.i<t<vM/, при которых pg(Bj)-
полуплоскость, обозначим через D(, объединение связной компонен­
ты множества р{,(1)ПВ{), содержащей точку р(,(01) , с ее отражени­
ем относительно мнимой оси. В случае, когда Р{,(Вр^)- крут, обо­
значим через D^ объединение связной компоненты множества 
f>l (1>П B^) , содержащей точку р(» (tt) , с ее инверсией относи­
тельно окружности | £ | = i . Семейство симметричных областей 

{^1} I =i назовем результатом разделяющего преобразования облас­
ти Х> относительно семейства функций "С Pt ^ t=i • Пусть Г (Q , 6j -
внутренний радиус произвольной области О. расширенной комплекс-̂  
ной плоскости относительно точки 6 . При"6 = о» имеемг(Р)6)=е 
где % - постоянная Робэна для области £1 . 

ТВОРША 2. Справедливо неравенство 
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r(D,a)« П [r^,peCa))/CeJ . (i) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Можно считать,, что область D имеет класси­
ческую функцию Грина. Такую область будем называть допустимой. 
Рассмотрим конденсатор C(,r) = ( C E \ D , {x--|z-a|<r}), гдег>0 
настолько мало, что круг {z--|x-a|<,r} целиком принадлежит области 
Ю (при a = °° полагаш_С (г) =(Cx\D,{z--|Zl>i/r})) * Если для неко­
торого Ь пересечение (CjXI))Л Е>{/пусто, то r(D^,p{,(a)) = <» и 
неравенство (I) тривиально. В противном случае к конденсатору 
С (г) применимо разделяющее преобразование относительно семейст­
ва функций {po\jUi« Пу° т ь {Ct( r)b-4~ Р е зУ л ь т а т такого преобра­
зования. Из теоремы I и выпуклости функции 1 /х, следует 

|С«Г<[Ё^|С,(г)|/Ау< g4'|C(Wf*. 
Учитывая извеотную связь меаду емкостью конденсатора и внутренним 
радиусом допустимой области, а также асимптотические оценки для 
функций >̂ = р» (х) , имеем 

-* i ,' г (Да) 

<МЛ 
ctrJ 

i c iwr*^ ia^ + , w , p ^ 0 . 
1-1,...,**. 

Суммируя выписанные соотношения, получим неравенство (I). Теоре­
ма доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Определение разделяющего преобразования и способ 
доказательства теоремы 2 позволяют обобщить это преобразование в 
различных направлениях, пр̂ и этом будут иметь место неравенства, 
аналогичные неравенству (I). Например, точка а в определении 
разделяющего преобразования может быть носителш не одного, а 
нескольких граничных элементов для каждой области В{, . Пусть 

°4i' <Ha>-4 ais ~ такие граничные элементы. Для функций 
в окрестности каждого граничного элемента at- естественно потре-
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бовать выполнения асимптотического условия, аналогичного приве­
денным выше. Пусть 0&S и JHs ~ соответствующе коэффициенты и 
пусть Е "tZ $>е5=2, . Аналогично предыдущему,пусть область Ъjs 
есть объединение связной компоненты множества p^DOBj), содержа­
щей точку P{,(Q(S)» с ее симметричным образом. Однако на этот раз 
необходимо потребовать, чтобы для каждого фиксированного Ь 
( К t<*vt) множестваDjSjs=i,...,S{,, попарно не пересекались. В 
этом случае, повторяя доказательство теоремы 2 в новых обозначе­
ниях и с естественными добавлениями, получаем неравенство 

W/ ы Pis/2 
г(Б,а)< П П [KDts,Pt(ats))/OeJ 

В следующем параграфе мы ограничимся применением неравенства 
(I). Отметим частные случаи этого неравенства. Так, при м г = 1 , 
вЛ = 2. оно принимает вид 

p(b)a)<(r(bi,pi(a))/c1)a. (2) 
В случае, когда wt=»2 , ^ - ^ = 1 , а функции, р^(г) дифференцируе­
мы в точке a , имеем 

г (Б,а)<Д Л r(3e>Pe(a))/fpJ(a)| . (з) 

§ 2. Задачи об экстремальном разбиении со свободными 
полюсами на окружности 

Пусть аА и а г - точки плоскости C z , и пусть DK) а к е Ю к , 
к = 1,2, - произвольные непересекаициеся области на C z . Из 

классической теоремы М.А.Лаврентьева [7, с.15б] , [2, с.32, 224] 
следует, что 

г (AAjriV^aO ^bi-btC, (4) 

причем для допустимых областей Б к знак равенства в (4) имеет мес­
то тогда и только тогда, когда области Б А } Ъ г ограничены ок­
ружностью КЕ-ахУСЕ-аг^^где С - произвольная положительная 
постоянная. 
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Фиксируем теперь некоторое компактное множество Е и рассмот­
рим задачу о нахоадении максимума произведения Г(^ 1,й А)Г(Б г )а г) 
по всевозможным различным точкам 0LK<£;E,K-1,Z,H всевозможным не­
пересекающимся областям ~DK, 0LK £ D K , К = 1,2.. Ввиду неравенства 
(4) такой максимум равен квадрату диаметра множества Е . Что 
можно сказать об аналогичном максимуме для произвольного фиксиро­
ванного числа точек а к € . Е , К =>.!,...,W/,и попарно непересекающих­
ся областей DK,a,<.€.DK)K=l,...,n,? Интересна также следующая зада­
ча. Пусть аА,...,аЛ- различные точки C z , причем некоторые из 
этих точек, пусть ах,...,(Ц, фиксированы, а остальные точки а^+1) 
. . ., 0-и, принадлежат заданному множеству. Е (свободные точки). 

Пусть о(.А .. <£Л- фиксированные положительные числа. Рассмотрим 
задачу: 

К —А. 

а к еЕ, к..-1+i,...,•!/, а кеБ к , к-i,...,«,, 

DKnDt = 0, ку4 , к,1-1,...,и,. 
Отметим, что точное значение верхней грани выписанного произ­

ведения при любых фиксированных точках а к. и попарно непересека­
ющихся областях D K известно лишь для малых значений w . Тем 
не менее, в ряде частных случаев указанная задача может быть ре­
шена для любых vt . В данном параграфе рассматриваются некоторые 
варианты этой задачи в том случае, когда множество Е есть ок­
ружность. Такин задачи естественно называть задачами со свободны­
ми полюсами на окружности, поскольку точки а к являются полюсами 
ассоциированного квадратичного дафференциала в соответствующей 
задаче при фиксированных 0/к » а также полюсами функций Грина, 
фигурирующих в определении внутренних радиусов рассматриваемых 
областей. Приведем сначала простейший пример такого рода. 

ТВОРЖА 3. Для любых различных точек 0/K; К = 1,...!П/ (*1>5), 
лежащих на окружности |zj = l , и любых попарно непересекающихся 
областей 2)к-, tt^€.DKc С,,к.=1г.., w , справедливо неравенство 

' • П г (!),,<) < ( V * ) * . (5) 

Если, дополнительно, областиDKJK=1,...,M/, имеют классические функ­
ции Грина, то равенство в (5) достигается в том и только в том 
случае, когда aK^exp(i(4Q+2?rK/H)),DK={z-|a'mz-0-23rK/iv|<3r/tv}, 
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K.=i,...,wt где 0 - произвольная вещественная постоянная. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем обозначения 9K̂ ax^aK,K=l,...)M/)0o=0rt-£5r, 

Эуш^2-^' 1'к.= 0кн'-0к:,к=О,1,-,И/. Можно считать, что 0 = 91<вг<„. 
... < 0 Л < 23Г . Положим 

-10* */Фк 
>-рЛ^)--Чге ) , zeB K j K = O,I,..,*V. 

Каждая пара функций { рк_А; pKJ образует допустимое семейство функ­
ций для разделящего преобразования областей относительно точки 
а к . Пусть | D K , D K j - результат такого преобразования области 

DK,K«l,...,n<. Неравенство (3) дает 

Ч:°к,ак)<л|^к-^кАг)г(Б^1)г(3)(кг))ч)', к-i,...,*. 
Отсюда 

м< 

\-D H + 1=D 1 ,) . Применяя неравенство между средним геометрическим 
и средним арифметическим, получаем 

К =1 К—a 

(2) (i) 
Области D к и D w не пересекаются. По теореме М.А.Лав­
рентьева; 

(см. (4)). Суммируя выписанные соотношения, получим неравенство 
(5). Предположим теперь, что каждая обларть D K имеет классичес­
кую функцию Грина <JD K( Z J 0 - * ) , И пусть в неравенстве (5) достига­
ется знак равенства. Тогда знак равенства имеет место во всех 
предыдущих соотношениях. В частности, из"равенства между средним 
геометрическим и средним арифметическим оледует, что все 4* к рав­
ны между собой._Далее воспользуемся теоремой I работы [б] , поло­
жив в ней G- = С г и Ос(г)&.гг = -г* (z^jjMz* ъ>Ъ . Согласно 
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условиям равенства в этой теореме, множество Р = \ Z'. ОЛД Z*=-ft} 
либо является линией уровня некоторой функции Q D (z,aK),i<.K<,3f, 
либо не содержит ни одной точки из объединения U D K . В пер-
вом случае из поведения гармонической функции о^ (z,aK)B ок­
рестности начала координат и условия W/ > 5 заключаем, что су­
ществуют некоторый угол Л , ограниченный двумя соседними луча­
ми из Р, а к £ А , и точка 10 , принадлежащая этому углу и та­
кая, что (JDK(.ZO)OLK.)>(JD (PIQK)' Э Т О обстоятельство противоречит 
принципу максимума в А А Б К .Во втором случае в силу принципа 
Ливделефа имеем:Бк = {z;| агаг-23Г(к-1)/«/1<Зг/и/},к=1,...,И/. Не­
посредственной проверкой убеждаемся, что для таких областей D K 
и соответствующих точек ак=ехр(|/(г.^'(к-1)/«/)) в неравенстве (5) 
действительно имеет место знак равенства. Теорема доказана. 

При VI = 5 и для односвязных областей D K полученный резуль­
тат равносилен извеотной теореме Г.М.Голузина (см. [7, с. 164-165], 
а также [2, о.32] ) . Случай четырех односвязных областей рассмат­
ривался Г.П.Бахтиной [8] . Для произвольных W неравенство (5) 
доказано в работе [9] . Заметим, что в [9] получено более силь­
ное утверждение. Именно, области Ък лежат в кольце r<|z|<.R 
(О 4 Г < R < о°) и допускается частичное налегание их друг на 
друга. Е.Г.Емельянов [ ю ] рассмотрел связь между двумя задачами 
об экстремальном разбиении, из которой следует ряд теорем и, в 
частности, неравенство ('5) при любом П/ и для односвязных об­
ластей 3 ) к . 

Добавим теперь к областямDj,...,!^ теоремы 3 область D 0 , 
содержащую начало координат, и рассмотрим следующую задачу: 

а0 = 0, |aK|-JL, K=l,...,vt, aReDK , к-0,1,...,*!,, 

D K n i ) t =0 , к ? 4 , кД -о , ! , . . . , * . 
Эта задача существенно сложнее предыдущей. В самом деле, мож­

но предполагать, что области DK , K.=i,...,<i/, расположенные несим­
метрично, имеют меньшее произведение внутренних радиусов, чем не­
которые симметричные области. С другой стороны, внутренний ради­
ус области D 0 при диссимметризации строго увеличивается [ I I ] . 
Тем не менее, справедлива следующая 

ТЕОРЕМА 4. Для любых различных точек a K ) K = l,...,vt (*l > 2 . ) , 
лежащих на окружности j z | = 1 , и любых попарно непересекающихся 
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областей DK , aKeDKcCZ)K.=0,i,...3n(a0 = 0) , справедливо неравен­
ство 

П К 4 , а к и ^г-тА- (^-) . (?) 
к-6 V ^ (W4)V,l+4 W i ' 

Если, дополнительно, областиВк,к=0,1,...,И,имеют классические функ­
ции Грина, то равенство в (7) достигается в том и только в том 
случае, когда облаоти Б к и точки а к являются соответственно 
круговыми областями и полюсами квадратичного дифференциала 

\*ь, г. 

где оС - произвольная постоянная, удовлетворяющая условию |ol|=i. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть в к , f к , Вк , р к {Z), Б*" , Б * - та­

кие же, как и при доказательстве теоремы 3..Семейство функций 
i Рк. j к =i является допустимым для разделяющего преобразования 

областей относительно точки Z = 0 . Обозначим через {Dl K > } K _, 
результат такого преобразования области D0 . Из теоремы 4 следу­
ет 

r(D0,a0)<n[r(D(;,
)o)]aW. (8) 

Для каждого к рассмотрим квадратичный дифференциал 

Этот дифференциал регулярен всюду на С ^ , за исключением полюсов 
второго порядка в точках ^ —0,-1,1 » в окрестностях которых име­
ют место соответственно разложения 

**(»—i/(*-tf+... 
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Далее, области 3)'к), DJf', Ц ^ являются (вообще говоря, много-
связными) попарно непересекающимися областями на (С̂  . Объедине­
ние этих областей содержит не более чем конечное число замыканий 
ортогональных траекторий дифференциала (kK(.lt)it,% , так как ука­
занные траектории имеют либо концевую точку в начале координат, 
либо концевые точки в обоих направлениях в различных полюсах 
QK(£) i%% (Фк< %tf) • Из теореш I работы [б] , учитывая резуль­
тат Л.И.Колбиной [12] , получаем 

где % 

Рассмотрим экстремальную задачу: 

ПФ(^)—+-SUf; ZUK'%..' (I°) 
K=1 K=1 

Необходимые условия имеют вид 

Покажем, что все гц. равны меаду собой. Легко проверить, что 
функция Р(1Дг) = ф(и)/Ф(и) строго убывает на некотором промежутке 
(О, U*„] и возрастает на \_Щ,%),^^ • Введем вспомогательную функ­
цию J(w) = R w ) - F(.%-ii>), 0<M-$f . Простые вычисления показывают, 
что -F(tt) положительна на интервале (0,1) . Если теперь хотя бы 
одно из % больше I, например, W^ > i , то для остальных % 
имеет неравенства HK^%-nKr<1<v,t и потому ?(UK) z F(%-uKr)> 
> РИ-СЬ-и^)) = Fw/). Получили противоречие с равенствами (II). 
Поэтому для любого к справедливо условие ик&(0,1J и в силу 
равенств (II), а также монотонности f w на (0,и02 в точке 
предполагаемого экстремума, шеем ик=%/ц, K=-f,...,H- • Нетрудно ви­
деть, что точка (%/п,.. .,£/»)действительно является решением зада­
чи (10). Совместно с неравенствами (6), (8) и (9) это дает нера­
венство теоремы. 
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Предположим теперь, что облаоти J}l(,K=Q,1,.../n>, имеют класси­
ческие функции Грина, а в неравенстве (7) доошгаетоя знак равен­
ства. Тогда необходимо имеем %=.Ы1п,к=1,.,.,п , и утверждение 
теоремы следует из теоремы I работы [5] , примененной к квадра­
тичному дифференциалу QuxU.* , где а - некоторая постоянная, 
|«|=1 . При этом выражение для правой чаоти неравенства (I) те­

оремы I в [5] легко получить, если воспользоваться вычислениями 
в [ к ] и тем фактом, что дифференциал 0.шЬ%* получается из 
QKфЛ^ (%-1ic/n) заменой переменной %=i(XziI . Теорема до­
казана. 

Отметим, что для %-% и для одноовязных областей Дк нера­
венство (7) следует из теоремы Г.М.Голузина [7, с.165] . В случае 

и.=3 и одноовязных 33ц это неравенство вытекает из результата 
Г.В.Кузьминой [гз] . Для п>Ь теорема 4 доказана впервые. Поста­
новка следующей задачи заимствована автором из работы Г.П.Бахти­
ной [14] : к 

П г(Лк,<ц.) —*• sup ; 
К=0 

Ло=0, \К\=\, К=4,...,н, ьк
е$к, к*0,1,...,», 

(12) 

В работе [J4J методом вариаций получены некоторые условия, при 
которых произведение в (12) достигает своей верхней грани. Эти 
условия позволяют решить поставленную задачу при некоторых огра­
ничениях на области 1)к и при малых значениях % . Однако уже 
при н=3 такой подход встречает значительные трудности. Решение 
указанной задачи для этого частного случая (даже для одноовязных 
областей D K ) в литературе, по-видимому, не встречалось. Разде­
ляющее преобразование дает возможность решить задачу для любых 
•и . Именно, справедлива 

ТЕОРЕМА 5. Пусть \ , М,..., и(и>Я), - произвольные различные 
точки окружности |*| я 1 ; Д к , к=0,1,...,и,- попарно непересекающие­
ся области на (£н такие, что Акъ$к г к=о,1,..., м- (fte=0) и 
И к , к=1,..., и,, симметричны относительно окружности fz| = 1 .Тогда 

.^ . .« .Чт^^л-^) 
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Если, дополнительно, области Л к, к=0,1,...,и, имеют классические 
функции Грина, то равенство достигается в том и только в том слу­
чае, когда области D K и точки ак являются соответственно кру­
говыми областями и полюсами квадратичного дифференциала 

где а - произвольная постоянная, | а\ = * . 
Это утверждение непосредственно вытекает из следующей теоре­

мы. 
ТЕОРЕМА 6. Для любых различных точек ЬК) к=1,...,и (n*i)> лежа­

щих на окружности |%| = 1 , и любых попарно непересекающихся об­
ластей J K , 0 / к б В к с С г , к«с^1,...,ни (о,=0, а№+1 = со) » спра­
ведливо неравенство 

_ _ - , » »Я»Ш/н , „ JJT \® 

Если, дополнительно, области З к ? к=0,1,...; ntl, имеют классические 
функции Грина, то равенство достигается в том и только в том слу­
чае, когда области Ц к *и точки Й/к являются соответственно кру­
говыми областями и полюсами квадратичного дифференциала (13), 
где «• - произвольная постоянная, |«|= 4 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Всюду ниже пользуемся обозначениями, приняты­
ми при доказательстве теорем 3 и 4. Семейство функций {Р, \л 

является допустимым для разделяющего преобразования областей от­
носительно точки г-ео . Пусть {Л£}}*=1

 ч- результат такого пре­
образования области Ц № + 1 . По теореме 2, 

'«L1'M)<iK;,.ii1@)'. <I4) 

Для каждого к рассмотрим квадратичный дифференциал 

•S*(4-«M 
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Этот дифференциал регулярен вскщу в С ^ , за исключением полю­
сов второго порядка в точках ^ = 0, =», - i, i , в окрестностях 
которых имеют место соответственно разложения 

/1ч 
Для круговых областей G ^ относительно дифференциала"RK(£)d.£a 
имеем ' 

СО) (Л1 -А К '«!•'/« Ц\ (<п & 

где г 2 
01Т*+2 "ОНО" -U+^J 

В этом легко убедиться, если воспользоваться вычислениями 
Л.И.Колбиной [12] и тем фактом, что дифференциал RK(£,)d.£2 о по­
мощью замены ^,а =(А+ч[гй?)/(|г?-1) приводится дифференциалу 

определяющему экстремальную конфигурацию в соответствующей зада­
че [12] . Теорема I работы [5 ] дает 

Рассмотрим экстремальную задачу 

П w(vK) —*- supi £ : vK *=|Ё\ 
K=i K=i 

Введем функцию Н(i7) ^ ( T ^ / V O J . ) . Элементарные вычисления показыва­
ют, что эта функция убывает на промежутке (0,чГо] и возрастает на 
[лГ0)х[]П . Здесь гГ0 удовлетворяет условию 0 , 8 5 < г Г 0 < 1 . Учиты-
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вая также, что Н(0,5б(»)>0, H(J£)<Q , получаем, что разность 
Н ^ - Ж ^ Г - й ) положительна на промежутке 0 < # < № / 2 . • Аналогич­
но доказательству теоремы 4, убеждаемся, что единственным реше­
нием экстремальной задачи является точка (JsT/w/,..., •&.(&). Сов­
местно с неравенствами (6), (8), (14) и (15) это дает неравенство 
теоремы 6. Случай равенства как и при доказательстве теорем 3 и 
4 вытекает из теоремы I работы [б] . Теорема доказана. 

§ 3. Некоторые замечания и дополнения 

Доказательства теорем, предложенные в предыдущем параграфе, 
далеко не исчерпывают возможностей разделяющего преобразования. 
Отметим здесь лишь "близкие" приложения, непосредственно связан­
ные с задачами об экстремальном разбиении. Например, способ дока­
зательства теоремы 3, где разделяющее преобразование применяется 
вместе с теоремой М.А.Лаврентьева, нетрудно распространить на 
довольно общий случай. Нам понадобятся некоторые определения 
[15, 16 ] . Двуугольником называется любая односвязная область Р 
на плоскости C z с двумя отмеченными граничными элементами 01̂  и 
0.2,, носителями которых являются различные или совпадающие точ­

ки O-i и а г . Для простоты изложения точки аА и йг будем счи­
тать конечными, а рассматриваемые ниже двуугольники Р - ограни­
ченными конечным числом'кусочно-гладких кривых. Граничные элемен­
ты ctj. и 0L2 назовем вершинами двуугольника Р . Пусть функ­
ция uJ = й{ъ) конформно и однолистно отображает Р на полосу 
к± < IwoJ'<ka так, что вершина а ± переходит в - » , а вер­
шина 0Ц - в + ов '. Кривые Ivw o(z.) = C (к1<С<к2)назовем траекто­
риями .двуугольника Р . Следуя работе Г.В.Кузьминой [15] , будем 
предполагать, что рассматриваемые двуугольники Р удовлетворяют 
условию (ж), т.е. в окрестности граничного элемента Ck }=1,2, 
имеет место равенство 

где^ ̂  - внутренний угол области Р в граничном элементе OLi , 
a Cfj(-Z) - регулярная функция [15, с. 112] . В этом случае опре­
делен приведенный модуль-fl двуугольника Р и он равен 

M?)=\R&w>)-\Reb^y (16) 

61 



[l5, с.114] (по поводу определения приведенного модуля двууголь­
ника см. также работу Е.Г.Емельянова [1б] ) . 

Пусть А ={&к.}к=1 ~ совокупность различных фиксированных 
точек на плоскости Сг . Рассмотрим конечную совокупность { р } 
попарно непересекающихся двуугольников Р с вершинами в точках 
из А . Пусть каждая точка из А является носителем некоторой вер­
шины. Пронумеруем двуугольники из { Р } , а также углы при их вер­
шинах, следующим образом. При достаточно малш & > 0 пересечение 
окружности |Z-0lK | = 6 с множествами из | P j GOCTOHT ИЗ конечного 
числа дуг SK£,t=l,..., W,K. Обозначим через Р к^ область из {Р} , 
содержащую дугу 5К£ { «fKj - внутренний угол области "9К( в 
точке а к , соответствующий дуге 5К{,. Ясно, что при такой ну­
мерации каждый двуугольник учитывается дважды. 

ТЕОРЕМА 7. Пусть А и | Р } - введенные выше множества, 
{°^KJK=I - совокупность положительных чисел. Предположим, что 
выполняются равенства 

• £ ^ - 2 Э Г , K=i,...,*v, 
V — 1 

rf-Xi-Ак'^Г, e = i,...,WtK, K=i,...,M/, 

где ^Ki и ^Kr(t - углы при вершинах одного и того же двууголь­
ника Рд(Рк<еО- Пусть { D K } ^ = 1 ) аке1>ксСЕ,к=1,...А-произволь­
ная совокупность областей, объединение которых не содержит ни 
одной кривой,, лежащей в двуугольнике из { Р } и соединяющей его 
противоположные вершины. Тогда справедливо неравенство 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем функции >=pK((Z),t=l,...,wK, K = l,..., и,, 
конформно и однолистно отображающие соответственно двуугольники 
Рк{, на круг |£>| <L таким образом, что при Е — - а к по пути, пе­
ресекающемуся с SKt» имеем РК£(Д)_>™1- » а противоположная верши­
на двуугольника переходит в точку ;=>=1 . Мы полагаем также, что 
РкИЛ^'-рк'Г^' г Д е Функции рк|(х;и рк1(,,(г)соответствуют одно­
му и тому же двуугольнику, но с разной нумерацией (Рк£ и Р к ^ ) . 
Ввиду условий теоремы, семейство функций { р ^ ь Д является дс-
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пустимым для разделявдего преобразования областей относительно 
точки а * . Обозначим через С д коэффициенты в соответствующих 
асимптотических равенствах для функций PKf,(jO , и пусть{А^д^-. 
результат разделявдего преобразования области D K относительно се­
мейства функций { р д \«*i < Учитывая замечание к теореме 2, имеем 

А л , ^ А А*г , w л**Ш/х)г/г rV*(D„aK)< П П [г(Ъл,-0Ы 

к—J. v™A 

Неравенство М.А.Лаврентьева (4) дает 

Осталось воспользоваться формулой (16), согласно которой 
/*/(CKfcCK-t;) = exp[orja(;PKt)]. 

Теорема доказана. 
В случае односвязных непересекавдихся областей Т>к неравенс­

тво (17) (с указанием всех случаев равенства) получено Е.Г.Емель­
яновым в работе [ ю ] . В [ ю ] получены также некоторые приложе­
ния этого неравенства. В частности, из него вытекает оценка транс­
финитного .диаметра континуума [i] . Указанные приложения можно 
было бы дополнить. Вместе с тем следует отметить, что эффектив­
ность применения неравенства (17) сдерживается двумя обстоятель­
ствами. Во-первых, существенными являются ограничения на величи­
ны противоположных углов двуутолвников. Во-вторых, число двууголь­
ников порой превышает число особенностей данной задачи, что ве­
дет к искусственному увеличению объема вычислений. В связи с 
этим представляется полезным наряду с двуугольниками рассмотреть 
односвязные области с тремя и большим количеством вершин. Такой 
путь прослеживается при доказательстве теорем 4 и 6, где плос­
кость разбивается на односвязные области с тремя (теорема 4) или 
четырьмя (теорема 6) отмеченными граничными элементами. Простей-
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ший пример разбиения плоскости на "четырехугольники" можно полу­
чить, еоли применить разделяющее преобразование из доказательства 
теоремы 3 к ситуации, описанной в теореме 3 работы [Ю] (при 
w >Ъ ) . Неравенство (3) нашей работы совместно с известным ре­

зультатом З.Нехари [17, с.279] дает обобщение указанной теоремы 
из [ю] на случай областей произвольной связности. 

Отметим, что для простоты изложения во втором параграфе рас­
сматриваются лишь попарно непересекающиеся области. Легко видеть, 
что способ доказательства теорем 3 - 6 позволяет выделить некото­
рые зоны, в которых возможно налегание областей друг на друга. 
Например, теорема 4 верна и в том случае, когда для любых сосед­
них точек aKr;aKrt на окружности | z | = i области D0)DKf и DK» 
пересекаются в части плоскости, ограниченной лучами axaz = a'tQaK>, 

a t a z =utaa K » и содержащей другие точки а к . Если же точки 
ак> и ак» разделены на окружности | z | =i остальными точками аК} 

то области DKi и DK» могут пересекаться в любой части плоскос­
ти. Возможность налегания другого рада вытекает из применения 
симметризации Штейнера. Так, способом работы [5] можно показать, 
что неравенство (17) имеет место и в том случае, когда объедине­
ние областей 2) к«1,..'.,н,не содержит ни одной траектории'двууголь-
ников из { р } . 

В заключение укажем, что теорема 2 обнаруживает зависимость 
между некоторыми задачами об экстремальном разбиении и граничным 
поведением функций. Следующий результат является простым приме­
ром такой зависимости. 

ТЕОРЕМА 8. Пусть функция иГ=^(Х) конформно и однолистно ото­
бражает круг | z | < i на некоторую область на С^- , ограниченную 
конечным числом кусочно-аналитических кривых, и пусть в окрестнос­
ти некоторых точек х к , | XK|=l,K=i,...,W/,выполняются асимптотичес­
кие равенства 

IKz)-KzJhcKiz-zK |a, г — zK] K=I,...,W, 

где Сц,к*=!,...,*!/,- положительные постоянные. Тогда для любых по­
парно непересекающихся областей DK! $ (2К) e D K , К =i,...;4i/, щ, > i , 
имеет место оценка 

и- *v 

ПГ(£ К ,ИЕ К ) )<П(16С К АО. 

Для доказательства этого утверждения необходимо к каждой об-
64 



ласти D K применить разделявдее преобразование относительно 
функции Z - I ^ W ) f после чего воопользоватьоя неравенством (2) 
и теоремой 3. 
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