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ОБ ОДНОМ ФУНКЦИОНАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 

Ю. Ф. Коробейник 
Исследуется функциональное уравнение со сдвигом (1), 

правая часть которого аналитична в конечной выпуклой области 
G. Доказывается существование решения, аналитического в ко­
нечной выпуклой области Gi, которая строится определенным об­
разом по G. В качестве следствий получены теоремы существова­
ния аналитических решений дифференциально-разностных урав­
нений конечного порядка и разностных уравнений бесконечного 
порядка с постоянными коэффициентами. Библ. 10 назв. 

В ряде работ (см. [1—4]) исследовалось функциональ­
ное уравнение 

(Ly) (t) = T±r^y(z)®(z-t)dz = f (t), (1) 

где контур I, вообще говоря, зависит от t, a 
^ оо k 

со (z) = 2J ahk\z— k~l, lim у | ah \ k\ <^ oo . 

В частности, в работе [4] методами функционального ана­
лиза получен следующий результат. 

Пусть 

— экспоненциальная функция вполне регулярного роста 
[5] и А — ее сопряженная диаграмма. Пусть, далее, f (z) 
аналитична в ограниченной выпуклой области G. Тогда 
существует частное решение уравнения (1), анали­
тическое в области G + А и удовлетворяющее уравнению в 
области G. 
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В первом параграфе настоящей работы мы показываем, 
что этот результат останется в силе, если требование ог­
раниченности области G заменить условием, чтобы она 
была конечной. Во втором параграфе в качестве следствия 
из общих результатов § 1 получаются теоремы сущест­
вования аналитического решения некоторых классов раз­
ностных и дифференциально-разностных уравнений ко­
нечного и бесконечного порядка. 

§ 1. Пусть Gn —возрастающая последовательность 
областей: Gnc:Gn+1, n = l, 2,... Следуя А. И. Маркушеви-
чу [6], скажем, что возрастающая последовательность 
Gn приближает область G: G = lira Gn, если для любого 

п->оо 
замкнутого подмножества F области G найдется номер N 
такой, что F cz Gn при всех п^> N. 

Пусть G — конечная выпуклая область, 

— экспоненциальная функция вполне регулярного роста с 
сопряженной диаграммой В, Gx = G + В — конечная 
выпуклая область, являющаяся арифметической суммой 
[5] областей G и В. 

Всегда можно указать возрастающую последователь­
ность ограниченных выпуклых областей Gn такую, что 
G = lim Gn. Тогда Gx = Hm Gn,i, где Gn% г = Gn + В, 

п-чюо n->oo 
GW, i —ограниченная выпуклая область, Gn, i cz Gn+1,i-

Пусть E(G) = E (E(G1) = Ег) — пространство функ­
ций, аналитических в области G(G±} с естественной топо­
логией, образованной по набору полунорм \у\ = s\ip\y(z)\, 

z<=F 
где F — любое замкнутое подмножество G (соответ­
ственно 6^). Пространства Е и Ег являются полными ме-
тризуемыми локально выпуклыми пространствами (про­
странствами типа (F), см. [7]). 

Заметим, что оба эти пространства можно представить 
в виде проективных пределов пространств типа (F): 

оо оо 

J] = п я п , Нп = Е (Gn), Ei = П Вп, Вп = Е (GUt г). 
7 ? = 1 7 1 = 1 

Рассмотрим оператор 

(Ly)(t) = ^iy(z)0>(z~t)dz, (2) 
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где 

а контур Z, вообще говоря, зависит от t. Как показано в ра­
боте [4], этот оператор действует из Rn в Нп, п = 1,2, ..., 
и непрерывен по естественным топологиям этих про­
странств (каждую равномерно сходящуюся внутри Gn% 1 
последовательность функций переводит в последователь­
ность функций, равномерно сходящуюся внутри Gn). 
При этом контур I выбирается следующим образом. Если 
Н — ограниченная выпуклая область с опорной функцией 
h(q>), то символом Н{Ъ\ б ^> 0, будем обозначать ее вы­
пуклую подобласть с опорной функцией h (ф) —б. 
Пусть t£E Gf\ 6 > 0 ; тогда полагаем / = F(G^) (че­
рез Г (Н) будем обозначать границу произвольной об­
ласти Я). 

Из указанного свойства оператора L и из представле­
ний пространств Е и Ех в виде проективных пределов про­
странств Ни и Rn следует, что оператор (2) действует из 
Ех в Е и является непрерывным линейным оператором. 
При этом контур I выбирается так: пусть t принадлежит 
произвольному замкнутому подмножеству F области G; 
находим по F числа б0 > 0 и N такие, что F cz Gn 
для всех 8 G (0, 80] и п^> N, и полагаем I = Г (6??

(?д), 
n^>N, 0 < б < ^ б 0 . Легко проверить, что значение интег­
рала в формуле (2) не изменится, если контур I «разду­
вать», устремляя п^> N к бесконечности, а б ^ б0 — 
к нулю. 

Найдем представление сопряженного оператора L', 
действующего из Е' в Ег'. Согласно определению Ц){Ьу) = 
= Ь'у(у) для всех ф е Е', у е Ег. 

Как известно, общий вид линейного функционала из 
Ег дается формулой 

где g(t)—ядро функционала ф—может быть любой функцией 
из класса Е0 (CG), т. е. функцией, аналитической в замк­
нутом дополнении к области G и исчезающей в бесконечно 
удаленной точке. Контур S — это замкнутая ограничен­
ная спрямляемая жорданова кривая, лежащая внутри 
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G, но достаточно близко к Г (G), а именно, в области ана­
литичности функции g (t). 

Рассмотрим любую функцию y(t) из Ег. Так как кон­
тур S можно всегда заменить любым другим, который ох­
ватывал бы прежний и лежал бы в G, то можно принять, 
что S = Г (Gf), n > Nl9 б < б0. Тогда 

Ф(£^) = -2^ГС g(t)Ly(t)dt = 

= -^sg(t)^y(z)<o(z-t)dzdt, 

где I = Г (Gi.V,), 5 = Г (G<?8)), п > ЛГ1? б < б0. При этом 
J/(z) еЕ E(Gn,i) Дл я всех га |> 1. Изменяя порядок интегри­
рования, получим, как в [4] (стр. 228), 

ф(-̂ -У) = "gSrJ y(z)h(z)dz. 
Здесь 

— функция, аналитическая в области C(G^)),n'^N1, 
О < б < б0, и fe(oo) = 0 (см. там же). Так какССх cz CG%\ , 
Toh{z)^EQJCG[). 

Таким образом, оператор U ставит в соответствие каж­
дому функционалу ф Е ^ с ядромg (t)EzE0(CG) функционал 
Z/cp ЕЕ 2?/ с ядром h (z) ЕЕ E0{CG^). Если отождествить про­
странство функционалов с пространством функций, их 
порождающих (ядер), то можно сказать, что сопряженный 
оператор U ставит в соответствие каждой функции 
g e E0(CG) = Е' функцию 

из Е0(Сёг) = Е/. 
Дадим характеристику множества L'(E'). Очевидно, что 

со f со 

£ ' = U Еп, En=E0(CG„), откуда U (Е') = U £'(#»). 
П = 1 7 7 = 1 

Как показано в статье [41 (стр. 229—230), функция i|)(z) 
из класса Z?n> х — Е0 (CGn, 1) принадлежит L'(En) тогда и 
только тогда, когда ее борелевское преобразование y(v) де-
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лится на a(v). Отсюда нетрудно вывести, что функция 
if (z) из Ei = EQ(CGX) принадлежит множеству L'(E') 
тогда и только тогда, когда г|) (и) делится на a(v). В самом 
деле, пусть ^(z)^E1

/ и ty(v) делится на a(v). При некото­
ром п > N2 гр (z) e E0 (CGn, i) = ЕПг г. 

Так как г|) (г;) делится на а (У), ТО в силу результатов 
работы [4] имеем I |)(Z)EE£'(/?M') И подавно г|ф) ЕЕ Z/ (£"). 
Пусть, наоборот, ty(z)EEL'(E'). Тогда при некотором п ^> 
>7V 3 г|) (г) е 2 / О^п') ^ ^п, 1 и if) (у) делится на а (у). 

Покажем теперь, что множество L'(E') = Т слабо 
замкнуто в Z?/, что устанавливается так же, как это сде­
лано в статье [4] для случая ограниченной области. Пусть 
г|э (z) ЕЕ Z?/ — слабая предельная точка множества Т. Обо­
значим через а какой-нибудь нуль a(z) кратности к, и 
пусть г — натуральное число, О <J г <^ к — 1. Заметим, 
что функцияzreCLZ принадлежит пространству^ = E(G1) = 
= Ei', так как область Gx конечна. Для любого е 2> О 
найдется элемент b (z) ЕЕ Т такой, что 

| - 2 ^ е « г ' Н > ( 2 ) - Ь ( г ) ] < ь | < 8 , 

где контур X лежит внутри области G±, достаточно близко к 
ее границе. 

Из последнего неравенства, учитывая, что Ыг) (а) = О 
и что 6 ̂ > 0 можно взять как угодно малым, получаем, 
как в [4] (стр. 231), что ^ (а) = 0, 0 < г < к — 1. От­
сюда следует, что ф (и) делится на a (v), т. е. i|) (z) ЕЕ Т, и 
множество Г слабо замкнуто. 

Покажем еще, что V отображает E0(CG) на 77 CEii?o (C^i) 
взаимно однозначно. Действительно, пусть U \x (z)= О, 
u. (z)(=E0(CG), или 

^ [i (0 со (z-t)dt = О, 

где 5 — ограниченная спрямляемая замкнутая жорданова 
кривая, лежащая внутри G, достаточно близко к V(G). 
Вычисляя борелевское преобразование функции 

•±r^(t)(0(Z-t)dt, 
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аналитической в окрестности бесконечно удаленной точки 
и исчезающей в бесконечности, найдем, что оно равно 
|я (v) a(v). Из равенства \i{v)a{v) = 0 следует, что jx {и) = О, 
и, значит, \i(z) = 0. 

Таким образом, оператор V отображает взаимно одно­
значно E0(CG) на слабо замкнутую часть £,

0(CG1). Из 
общей теории двойственности в пространствах F и LF 
следует [7], что оператор (2) отображает Ех на все про­
странство Е = E(G). Сформулируем полученный в итоге 
результат. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 
a(z) = lik=oakzk 

•— экспоненциальная функция степени а вполне регулярного 
роста, и пусть В — ее сопряженная диаграмма. Пред­
положим, что функция f (z) аналитична в конечной выпук­
лой области G. Тогда уравнение (1) имеет частное решение, 
аналитическое в области G± = G + В и удовлетворяющее 
ему в области G. 

Условимся обозначать символом Ра (выпуклую) под­
область произвольной выпуклой области Р, состоящую 
из всех точек z таких, что р (z, Г (Р)) ^> ст. Предполо­
жим, что область G содержит круг радиуса ^> а, где с — 
степень функции a(z). Пусть f(z) аналитична в области G, и 
пусть y(z) —решение уравнения (1) из E(G1), существую­
щее по теореме 1. Заметим, что при любом п > 1 f(z) ЕЕ 
е Я ( б п ) , y(z)e£(G n , i ) . Как доказано в [4] (стр. 233), 
для всех tea(Gn+ B)a уравнение (1) можно переписать так: 

(^)(*) = 2Г=оа»»(п)(о = / (о , 
и у (z) удовлетворяет уравнению 

lL0
a«y{n)(t) = f(t), (3) 

когда ie (Gn + £ ) o ^ G n i n >iVx . Учитывая, что Gn —>• G 
при п ->- оо, получаем такое следствие теоремы 1: 

ТЕОРЕМА 2. Пусть a(z) = 2jk=0
akzk~ экспоненциаль­

ная функция вполне регулярного роста степени (У с сопря­
женной диаграммой В; f(z) —функция, аналитическая в 
конечной выпуклой области G, содержащей круг радиуса 
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^> о*. Тогда существует решение уравнения (3), аналити­
ческое в области G + В и удовлетворяющее (3) в области 
(G + В)в. 

Полагая 6 = 0 , получим такое утверждение, обоб­
щающее один результат из работы [9]. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть 
оо 

a(z) = 2jk=oakzk 

— целая функция роста не выше чем первого порядка мини-' 
малъного типа, и пусть f (z) аналитична в конечной выпук­
лой области G. Тогда существует частное решение уравне­
ния (3), аналитическое в области G. 

§ 2. В этом параграфе мы рассмотрим некоторые при­
ложения теоремы 1. Займемся сначала линейным диффе­
ренциально-разностным уравнением с постоянными коэф­
фициентами 

в котором ak и ст>, k — произвольные комплексные числа. 
Обозначим через В наименьший выпуклый многоуголь­
ник, содержащий точки al7 a2,..., OCN-

ТЕОРЕМА 4. Если функция f(t) аналитична в конеч­
ной выпуклой области G, то существует частное решение 
уравнения (4), аналитическое в области G± = G + В и 
удовлетворяющее (4) в б. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем вспомогательную 
функцию 

Эта экспоненциальная функция имеет вполне регуляр­
ный рост, а ее сопряженная диаграмма совпадает с много­
угольником В (см F51). По теореме 1 уравнение (1), в ко­
тором 

N ти т\с , 
0)(Z) = (D0 (Z) = У У , 

v ' o w Z . ' ^ i 4 ? m = o (z— ak)m+1 

имеет частное решение y(z) из Е (G )̂, удовлетворяющее 
ему в области G. Преобразуем теперь оператор Ьу(ш. 
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(2)), стоящий в левой части уравнения (1), используя 
специальный вид функции со0(;з). 

Пусть t — произвольная точка области G. Найдем 
б ^> 0 и п > Nx такие, что t Е= G(„25), и возьмем в качестве 
контура I кривую r(Gn?i). Имеем 

(Ly)(t) = ±[y(z)y} V. ^-jkdz. 

Посмотрим, где находится точка т = t + ak. Так как 
t^G(f\ a akEEB, то т Е G(

?f8) + В = Q. При этом, 
если Р(Т) — опорная функция произвольной выпуклой 
области Г, то 

Р (Q) = P (Gf}) + Р (В) = Р (Gn) - 26 + i> (В) = 
= P(G^1)-6<P(G^1). 

Следовательно, область Q лежит внутри области G^i, 
а значит, и внутри контура I. Функция y(z) аналитична в 
области Gx и подавно аналитична в замкнутой области 
Gn^ii ограниченной кривой I. 

По интегральной формуле Коши 
1 С у (z) ml clz 

2 ^ , ( г I t_aft)m+.- = 2/<m> (<+«*), 

и функция y(t) из E(G1) удовлетворяет уравнению (4) в 
области G. 

Рассмотрим еще разностное уравнение бесконечного 
порядка с постоянными коэффициентами 

V " dky(z + *k) = f(z). (5) 

Предположим, что для этого уравнения выполнены сле­
дующие условия (назовем их условиями С): 

2) точки ak лежат на границе некоторой ограниченной 
выпуклой области / . 

Обозначим через D наименьшую выпуклую оболоч­
ку множества {а^} (D cz /) и введем функцию ax(z) = 
— 5 dkeafzZ. Как известно [5], эта функция является 
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экспоненциальной функцией вполне регулярного роста, и 
ее сопряженная диаграмма совпадает с D. Пусть функция 
f(z) аналитична в конечной выпуклой области G. По тео­
реме 1 уравнение (1), в котором 

(О (z) = (Oj. (2) = 2 j f t = 1 
z • 

имеет решение у (z) из E(G1), где Gx = G + D, причем 
y(z) удовлетворяет уравнению (1) в области G. Пусть t€E G; 
тогда при некоторых п > Nx и 6 >> О t <Ez Gn5). Если в 
соотношении (1) положить Z = r(Gn>

)
]), то все точки 

t + ak лежат в области Q = G„5) + В, причем 

P(Q) = P (GVJ -Ь = Р (G^[8)) - 6/2. 

Следовательно, область Q лежит внутри области G^2 К 
которая в свою очередь находится внутри Gn]i- Если а1 — 

расстояние между кривыми Г(С^2 J) и r(Gn5)i), то 
\z —t -ak\>d>0 для всех z G r f f i ^ ) , t ЕЕ Gf\ 
А: = 1,2,... Поэтому оператор Li/ в левой части (1) 
равен 

При этом ряд у - сходится абсолютно и рав-
*L~k=Ti z — t — a^ 

номерно, когда zEll, a t€EGnb\ а потому ряд 
V d/t./(£ + %) сходится равномерно в области G(„2 \ 
Так как число б ^> 0 можно неограниченно уменьшать, 
а число п ;> Nx — неограниченно увеличивать, то ряд 
V dky (t + <Xk) сходится равномерно внутри области G. 
Мы пришли к следующему результату. 

ТЕОРЕМА 5. Предположим, что для уравнения (5) 
выполнены условия С, и пусть функция f(z) аналитична в 
конечной выпуклой области G. Тогда существует частное 
решение уравнения (5), удовлетворяющее ему в области G 
и аналитическое в области Gx = G + D, где D — наимень­
шая выпуклая область, содержащая множество {ak}. 

741 



Заметим, что однородное уравнение (5) при условии 

2£.J<fci<~ 
исследовалось И. Р. Брайцевым [10]. 
Ростовский государственный 
университет 
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