
S. Выберем некоторую -точку х0ёМ и так же, katf й в разделе 3, зафиксируем репер (et, ёа) 
векторного пространства Еп таким образом, чтобы л г 0 = = / , ( е г ) , у 0 = / ( х 0 ) — L (ел). Интерпре­
тируем вектора пространства Еп как точки в проективном пространстве Рп—Х. Рассмотрим 
множество плоскостей, проходящих через точки e-1,e2,...,ei_l,ell,:..,ek. Это множество 
есть поверхность в М, которую будем обозначать через Щ. Заметим, что в системе коорди­
нат х\ поверхность Щ описывается так : 

•«1=0 = 0, х?+1 = 0 4 = 0. 

/ 

Но тогда очевидно, что локально М = [/, X U2 X ... X UR. Теперь определим ковектора р: в ре ­

пере д/дх* их координаты р = ..., 5^), S^ = y { ^ g , Л° = 8° — х*лу]. Следует отметить, что 
поверхности Щ так же , как и ковектора р, вообще говоря, зависят от точки хл и определены 
локально, поэтому, говоря об этих поверхностях и ковекторах, подразумеваем, что точка х0 

выбрана и зафиксирована. Тогда верна 
Т е о р е м а 6. Связность у на М есть связность Нейфельда тогда и только тогда, 

когда 

Vxr=lxY + !>{X)Y + piY)X, (*) 

о 
где XeTpUt, Ye Тр Up ре Ui X ••• X Uk , V — евклидова связность, характеризующаяся тем, 

что ее коэффициенты в репере д/дх* равны нулю, поверхности Щ и ковектора р выбраны 
вышеописанным образом.. 

С л е д с т в и е . Поверхности Ui автопараллельны в связности Нейфельда, 'и связность, 
индуцированная стандартным образом на этих поверхностях, проективно-евклидова. 

Таким образом, если на поверхностях Щ в окрестности некоторой точки xueGn ь задать 
J 

проективно-евклидовы связности с ковекторами р и по формуле ( * ) построить связность во 
всей окрестности, то и получится связность Нейфельда. 

В заключение следует отметить, что термин „связность Нейфельда" был предложен 
А. П. Норденом в [6]. 

Автор выражает глубокую благодарность А. П. Нордену за его внимание к работе и по­
стоянные консультации. 
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ПРОСТРАНСТВА L~ СО СМЕШАННОЙ НОРМОЙ 
р 

НА БЕСКОНЕЧНОМЕРНОМ ТОРЕ 

1. Введение, Цель данной работы — введение и изучение пространств L- со смешанной 
Р 

нормой, состоящих из функций, определенных на бесконечном декартовом произведении и тем 
самым зависящих от бесконечного числа переменных. В случае конечного декартового произ­
ведения пространства функций со смешанной нормой и их приложения к теоремам вложения 
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. хорошо изучены ([1]—[4] и др. ) . Основные результаты данной работы устанавливают условия 
на поведение координат рк при k~>oo вектора р = (/?,, р2,...), при которых справедливы 
обычные теоремы о сходимости монотонных последовательностей в пространствах L- и равно-

р 
мерная выпуклость этих пространств. 

оо 

В качестве декартового произведения нами выбирается бесконечномерный тор Т°° = П Tk, 

где Т^ = Г — е д и н и ч н а я окружность. Этот случай является, на наш взгляд, одним из наиболее 
важных, т. к. на Г°° естественно рассматривать вопросы об ограниченности в L- векторного 

. . . . Р • 
оператора Рисса (введенного впервые в [5]), о теоремах вложения (для обычных Lp(T°°) неко­
торые результаты получены недавно А. Д. Бендиковым), о связи с вероятностными процессами 
(результаты в этом направлении докладывались авторами в марте 1984 г. на XVIII школе-кол­
локвиуме по теории вероятностей и математической статистике и составят предмет отдельной 
публикации). 

2 . Определение пространства L-(T°°) и некоторые его свойства. Пусть Т^= Т — единич-
п 

ная окружность, рассматриваемая как топологическая группа (k = I , 2, 3 , . . . ) , Тп := П Tk , 
k л 

оо оо 

Т°° : = П ^ Й ' Т°°~п : = П ^А. a dxk, i", v, ч°°~п — меры Хаара соответственно на группах 
ft i ft=n+i 

Tk, Тп, Г°°, Т°°~п. Через Lp (Тп) (либо ^ ( Г 0 0 ) ) обозначим пространства функций на Тп 

(либо Т°°), интегрируемых с р-н степенью по мере Vй (либо v). Пусть е" — мера Дирака в нуле 
на Тп. Рассмотрим меры v : = £ " ® ч°°~п на 7 , 0° (п = I , 2, 3 , . . . ) , которые сингулярны относи­
тельно v. Меры v„ позволяют построить аппроксимацию функций от бесконечного числа пере­
менных, функциями, зависящими от конечного числа переменных. 

П р е д л о ж е н и е 1. 1) Если feLp ( Г 0 0 ) , то /* vneLp (Тп) CZLp (Г°°) (1 < р < о о ) ; 
2) ll/llp = s u p | | / * v „ | | p = lim t l l / * v n l l p « ч-почти всюду {п. в.); 

П П-*-оо 

3 ) / * ч

л - > / « Ln (Т°°), если 1 < р < о о . 
Эти обстоятельства, а также результаты работы [1], приводят к следующему определению. 
О п р е д е л е н и е . Пусть р = (рх, р2 , . . . ) — бесконечномерный вектор , причем I < p ^ < ° ° 

(k = I , 2 , 3 , . . . ) . Обозначим р * = ( р , , р 2 , . . . , рп) и предположим, что / 6 i i (Т°°). Множество 
функций / таких, что : = s u p j | / * v„||_ ;, < о о , где 

Р п Р 
I I / * ^ | | „ : = | | . . . | | | | / * V „ ( X 1 , . . . , * „ _ , , * Я ) | | „ II р v . . . | L , , 

/2 ' П П—1 Л—1 1 I ' 1 

( J i g ( х , х к ) \рьdxk Y"k, Pk< .оо; 

ess sup \g(xlt..., * й ) I, pk = oo, 

назовем пространством со смешанной нормой и обозначим через L-(T°°)=L-. 

Имеет место 
П р е д л о ж е н и е 2. 1) Если Pk = P (k=l, 2, 3 , . . . ) , mo L- = Lp (T°° ); 

2) при любом n справедливо неравенство | | / * v „ | | - „ < | | / « v „ + 1 | | _ и + 1 и, следовательно, 

| | / | | - = lim t l / * v „ | L e ; 
P я - о о P 

3) пространство L- является нормированным идеальным пространством (см. [6], с. 139), 

т, е. если feL- и I g (< 1/1, то || < ||/||-. 

В силу п. 3) этого предложения естественно считать, что если f£Llt то | | /II-== || | / И ! - = °° . 

Т е о р е м а 1. Пусть 1 < р й < о о , £ = 1, 2, 3 , . . . , и вектор q = (qx, q2,...) таков, что 
llpk + \lqk = I , k = 1, 2, 3 , . . . Тогда 

|| / | | - = sup [ | / g | r f v = sup Г /gdv, 
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где /—измеримая функция на Т°°, а М— — множество конеянойнаяшх функций g, зави-
Ч 

сящих от конечного чщла переменных и таких, что || g | |- = 1, 

Из теоремы 1, применяя результаты [6] (см. теорему IV.1.7 и лемму IV.3.4), получаем 
С л е д с т в и е I . В пространстве L- выполнено условие (В) (см. [6], с. 143): если последо­

вательность (fn)CLL-, fn^-0, монотонно возрастает почти всюду и sup I I /в I I -< 0 0 . то суще-
р п Р 

ствует feL- такая, что fn\ f п. в. 

С л е д с т в и е 2. В пространстве L- выполнено условие (С) (см. [6], с. 142): если 0 < / „ | / 

п. в. и feL-, то lfnll- t l | / | | - . 

С л е д с т в и е 3. В пространстве L- выполняется свойство Фату: если fn, feL- и fn-+f 

по мере v, то | | / | | - < lim | | / „ | - . 
р р 

Кроме того, из [6] (теорема VI.3.4) вытекает, что L- — банахово пространство. 
Р 

Рассмотрим теперь вопрос о том, когда в пространстве L- выполняется условие (А), т. е. 

когда из fn\О п. в., / л е £ - следует | | / „ | | - J 0 (см. [6], с. 142). 
Т е о р е м а 2. Условие (А) выполняется в каждом из следующих случаев: 

*) V[pk<<x>> 2 ) s u p p f t < o o и Ump/! > 1. 

, ft-.i « 
Покажем, что если sup р. — о о , то в L- свойство (А) не выполняется. Это тривиально, 

к й Р 

если существует ft такое, что pk= °°- Пусть pk < о о при любом ft = 1 , 2 , 3 , . . . Не нарушая 

общности, можно считать, что {"J (1 — I / p f t ) > 0 . Рассмотрим подмножества Л # С 7 Й , меры 

П оо 

Хаара которых равны «Й = ( 1 — l / p k ) p k . Пусть Вп:=У\^кУ. П Тц и положим / д = 1В 

п 
С одной стороны, v (Вп) — J~~| а^ 1 0 , т. к. a f t -> e — I < I , и поэтому / „ J.0 п. в. А с другой сто-

—=х 
роны, 

II fn I - = П = П (1 - 1/р*> >П о - > о. 

С л е д с т в и е 4. Если выполнено одно из условий теоремы 2, то пространство L- имеет 

следующие свойства: 

1) L- сепарабельно; 

2) если feL- , то / * v„ -> f в L-; 
р р 

3) / . - = Л- (вектор ^ такой же , как в теореме 1). 
р q 

3. Дальнейшие результаты. Справедливы следующие утверждения . 
Т е о р е м а 3. Пространство L- равномерно выпукло тогда и только тогда, когда 

sup р < оо и inf р > . 1 . 
k к 

Т е о р е м а 4. Пусть fn,f£L- и II/JI- - > | | / | | - . Предположим, что выполняется одно 
р р р 

из следующих условии: 

1)-fn-*-f слабо, sup р . < о о и inf р > I; 
ft " к " . . . .. 

2) / я - » / п. е., sup р < оо и inf р > 1; 
к к к " 
со • 

: 3) fn-*f п. в., Т\ра<°°-

Г о г д я | ; / - / „ 1 ! - - > 0 . 
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Т е о р е м а 5. Пусть К—некоторое подмножество функций из L- и выполнены условия: 
1) sup 11/11- < о о ; Р 

/ек Р 
2) для любого е > 0 существует такая окрестность v нуля в Т°°, что \\f(x + y) — 

— / M i l - < £ для всех / 6 К, у 6 v. 
р. X 

Тогда множество К относительно компактно в L-. 
р 

Обратное утверждение получается при выполнении одного из условий теоремы 2. 
В заключение авторы выражают благодарность С. F, Самко и А. Н. Ширяеву за внимание 

к работе, а также А. Д. Бендикову за полезные обсуждения. 
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КЛАССИФИКАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ Д „ _ , НА МНОГООБРАЗИИ 
ВСЕХ ПРЯМЫХ «-МЕРНОГО АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА 

Отнесем (2я — 2)-мерное многообразие Gr (1 , п) всех прямых в Ап к подвижному реперу 
{A, mi) (i = 1, 2 , . . . , я ) , относительно которого произвольная прямая (луч) £ 1 б О г ( 1 , л) имеет 
локальные уравнения хл = 0 (а = 1, 2 , . . . , л — 1), вследствие чего формы и <оа, стоящие 
в деривационных формулах указанного репера, образуют базис кокасательного расслоения Т* 
к Gr (1, я ) . ' 

Произвольное поле направлений £ в касательном расслоении Т определяется (локально) 

системой <о„ : » „ : . . . : : : <°"~ 2 : - = ^ = л 1 : « 2 : - : а 2 " ~ 2 . где а\ а\ ..., а2"'2 — анали­
тические функции, заданные на Gr (1 , л ) . Для любого элемента Lx 6 G r ( I , я ) отношение 
а1: а2:...: а2"—2 интерпретируется как некоторая точка МеРгп—3 (проективизация касательного 
пространства TL [1] или диаграмма Циндлера [2]). При этом асимптотическому конусу 
BL (2) d TL, возникающему при погружении многообразия G r ( I , я) в проективное простран­
ство, сопоставляется в Р2п—з алгебраическая (я — 1)-поверхность 5 „ _ ! : а2п"21ах = а2п~3/а2 = 
=...— а"/ап~1, через каждую точку которой проходят (я — 2)-мерная и неинцидентная ей одно­
мерная образующие этой поверхности. 

Если точка М принадлежит поверхности S n _ i , то ей соответствует в Ап пучок прямых 
{F, L2), центр F и 2-плоскость L2 которого инцидентны лучу Lx, и в. то же время — интеграль­
ный для поля направлений £ торс Lx(^i) ZDLt, для которого F—фокус, a L2 — касательная 
2-плоскость. Произвольной (я —2)-мерной образующей ( / 8 _ 2 C S „ _ i соответствует гиперсвязка 
прямых с центром в точке FeLx, и одновременно — совокупность всех тех торсов, для которых 
эта точка является фокусом. Одномерная же образующая tlxCZSn^i изображает множество 
всех прямых, заполняющих некоторую 2-плоскость, а также все торсы, для которых эта плоскость 
касательная. Инвариантная образующая 

Чп_2: а я = 0 ( I ) 
есть образ гиперсвязки прямых в Ап с центром в несобственной точке луча, и в то же время— 
совокупности всех цилиндров, проходящих через луч Lx. 
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