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При рассмотрении потоков заряженных частиц в электромагнитном поле 
возникают задачи двух типов. В задачах первого типа (прямых задачах) 
задаются магнитное и электрическое поля и исследованию подлежат 
возможные в этих полях траектории. Этот тип задач сводится к исследова­
нию решений следующей системы уравнений с частными производными; 

'(vV)v = —Е+—vxH. (1) 
Входящие сюда электрическое и магнитное поля: Е и Н считаются извест­
ными решениями уравнений Максвелла: : 

VxH = -^-pi?, V X E = ^ 0 , 

VH = 0, ¥ Е - 4 ф . , ( 2 ) 

При этом в случае плотных потоков учитывается действие пространствен­
ного заряда (действие собственного магнитного поля обычно не учитывает­
ся) и задача сильно усложняется, так как уравнения (1) приходится рас­
сматривать совместно с уравнениями (2), в которых первое уравнение за­
меняется на 

• . ' v(Pv) = o. • (3) 
Однако при конструировании электронных приборов зачастую требует^ 

ся создать поток заряженных частиц с требуемыми свойствами. В такого 
рода задачах поток заряженных частиц следует Считать заданным и иссле­
довать решения уравнений Максвелла (2), которые могут сформировать 
такой поток. По отношению к предыдущей задаче эта задача является 
обратной. В применении к электронной оптике обратная задача рассмотре­
на в работах [1 ], [2], причем в [1 ] рассматриваются потоки, близкие к про­
извольной кривой, а в [2] -— близкие к произвольной поверхности. Для 
потоков в электрическом поле задача рассматривалась в работах [3]. При 
этом на поток накладывалось следующее ограничение: линии тока должны 
были служить координатными линиями некоторой ортогональной криво­
линейной системы,координат. В цитируемых работах получено уравнение ? 

которому должны удовлетворять коэффициенты Ламе этой системы коорди­
нат, и найдены его решения. При аналогичном ограничении строится тео­
рия формирования потоков в произвольном электромагнитном поле в ра­
боте [4]. В этой работе развивается метод определения полей по свойствам 
потока при условии, что рассматриваемый поток существует. : ; 
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В настоящей работе рассматривается следующая обратная^задача: зада­
но двухпараметрическое семейство кривых; выяснить, в каком случае это 
семейство может служить линиями тока потока заряженных частиц в элект­
рическом поле. 

§ 1. Уравнения линий тока потока, заряженных частиц 
в электромагнитном поле 

Движение заряженных частиц в электромагнитном поле описывается 
следующими уравнениями: , » 

Здесь е — заряд частицы, т — ее масса, с — скорость света, Е 
и Н — электрическое и магнитное поля соответственно. Уравнения (1.1) 
допускают интеграл вида 

Т ( Щ ) ' - 4 , У + " . • (1.2) 

где V — потенциал электрического поля, связанный с полем Е посредст 1 

вом равенства 
'Е = (1.3) 

Стоящая справа в (1.2) величина С остается постоянной вдоль каждой 
траектории, а следовательно, и вдоль каждой линии тока в потоке (поля 
Е й Н не зависят от времени, поэтому траектории частиц совпадают с ли­
ниями тока). Так как С, вообще говоря, меняется от траектории к траек­
тории, мы обязаны ее* считать функцией координат, удовлетворяющей 
уравнению 

• ' ' § V C = 0 , 4 (1.4) 

•Введем обозначение • -

• ^ ~^гС: . (1.5) 

тогда, если s — длина дуги траектории, то из (1.2) следует, что 

Пусть пространство, в котором происходит Движение, отнесено к произ­
вольным криволинейным координатам g 1, £ 2, Is; тогда 

• - f = X i I1 УЩ % - W l 1
 V + 2Ф + Х{|*Ф. (1.7) 

Здесь использованы равенства (1.6). Подставляя выражения (1.7) в урав­
нения (1.1), получаем уравнения траектории (линии тока): 

f + Т]ЛЧк = J-ikVhk + G% - Г Ф Д Г - e-*>G%hl . ' (1.8) 
Здесь 

"-^уУ- К-6, -•. (1.9) 
и остальные обозначения те же, что и в [2]. Так как уравнения (1.8) отне­
сены к длине дуги как к параметру, то каждое их решение следует норми- 4 
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ровать таким образом^, чтобы 
G^fV = 1 . . \ ' 

Время вдоль траектории связано с длиной дуги посредством равенства 

• - | = г > 0 е х р Ф , 

в котором v0 можно считать начальной скоростью, если в начале траекто­
рии положить ф == 0. ; 

§ 2. Допустимые поля двухпараметрического семейства кривых 

Пусть в пространстве задано двухпараметрическое семейство кривых 

"*~ Г = Г а, •» , : ' (2.1) 
такое, это ' 

d(s, а, Р) Ф 0. - (2.2) 

Пусть кривые семейства удовлетворяют уравнениям (1.8). В силу усло­
вия (2.2) уравнения (2.1) могут быть разрешены относительно s, а и р, 
Подставляя найденные величины в | г (s, ос, (3) и ; | г (s, а, р), получаем, что 
на семействе (2.1) • * х 

• r=f r = ^ = v ^ ) -

суть заданные функции координат (т. е. заданием семейства (2.1) опреде­
лены два векторных поля х1 и vl). Все коэффициенты уравнений (1.8) 
суть также функции координат, и поэтому, если нам удастся из (1.8) опре­
делить ф-i и /гг, то они окажутся выраженными через координаты Поля 
фг и К1 будем называть допустимыми относительно семейства (2.1), если 
они удовлетворяют уравнениям (1.8) на этом семействе. 

Итак, допустимые поля суть решения уравнений 

Г = v* + Г)к%4* = e*jkx{hk + G<4- - r \ j X j ~ ^ — GijC^ ' (2.3) 
Со­

относительно фг и hl. Отметим, что для уравнений (2.3) имеют место ра­
венства • 

(eijk. vhk + ф | — xt — е~2* Ci/vl) xi = v 0, 
Гi t* = G'ij x\ (v* + Tj

pk X» xk) = dj xl x?v xv = 0, 

так что в (2.3) фактически два уравнения. Поскольку из (2.3) предстоит 
определить шесть функций ф ,̂ /гг, то найденные решения должны содер­
жать четыре произвольные функции координат. Допустимые поля 
без труда находятся из системы (2.3), если воспользоваться следующим 
тождеством: 

e ^ - e ^ z V y = zt (xkyl — укх{). (2.4) 

Действительно, пусть вектор такой, что s\x% ;= 0. Положим | 

h°i =••'e i j kxisk.' . ; . 



862 Ю. П. Пытьее 

Тогда в силу (2.4) и т^тг = 1 находим 

О ' 
и, если ф 4 т * — 0, то из (2.3) следует 

О -ч 
1\ = Фг — si — e-^Ci/vl, X*Si = 0. 

Поэтому 
А? = Bi j f t t V , фг = Г г + Si + e-^CJvl 

есть решение системы (2.3). Но величины А 

о 
фг = фг + . (гТ {, А/ : = Л? + А,Т4 

также удовлетворяют уравнениям (2.3), и найденные таким образом допу­
стимые поля можно записать в виде 

q>i = Ti + Si +'e-*?Ci/v2

0 + |хт4, 
hi = 'eijkx3sk + Xxh XiS* = x^Ci = 0. 

Это решение действительно содержит четыре произвольные функции 
[X, Я, s4, = 0. 

Отметим, что уравнения (2.3) инвариантны относительно следующей 
замены искомых функций (при С = const): 

hi = — е у л т 'ф* + Ят ь ф£ = eijkxihk+\ххи 

т. е., если ф 4 и ^принять за новые поля, то уравнения (2.3) сохраняют вид 

- Г 4 = е у л т ' Р + ф г — т ^ т Л (2.3а) 

Решение системы (2.3а) записывается в форме 

• , х фг = Ti + . ^ - f fXT i y hi = eij1cTisk + %xu 

и оно связано с решением (2.5) (при*С = const) посредством формул 

IV = Si + s 4 == 0, |х •= jx, - Я, = X. 

§ 3. Нормальные потоки в электрическом /Поле /. 

Потоки, для которых С = const, называются нормальными. Физически 
эти потоки можно охарактеризовать условием, чтобы на поверхностях 
V = const частицы имели постоянное значение энергии. Это условие будет 
выполнено, если частицы эмитируются с поверхности, имеющей постоян­
ный потенциал, и с постоянной энергией (например, эмиссия с металличе­
ского катода, если не учитывать теплового разброса скоростей). Ниже бу­
дут рассмотрены потоки, для которых можно пренебречь действием собст­
венного магнитного поля {v^/c1 <§J 1, мало отношение поперечных размеров 
пучка к продольным). Итак, рассмотрим двухпараметрическое семейство 
кривых, допустимое поле которого, в согласии с (2.5), имеет вид 

V<p = Г + |х* "'(3.1) 

(в равенствах (2,5) = 0 по определению, а из h = 0 следует, что X = 0 
и s = 0, так как ^ X s J__t). Равенство (3.1) накладывает известные огра-
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ничения на исходное семейство, а именно: вектор Г + \х% должен быть 
потенциальным. Для удовлетворения этого требования в нашем распоря­
жении имеется одна произвольная функция [г. Кроме того, из уравнений 
(2) следует, что электрическое поле Е, порожденное допустимым полем V фа 

должно удовлетворять уравнениям 

V X E - O , у Е = 4яр, y(pv) = 0. (3.2) 
Так как 

2Ф = ехр 2ф, Е = ^ у Ф (3.3) 

(без ущерба для общности мы будем считать С == 0), то мы получаем 
ограничение на допустимое поле, определенное из (3.1), иными слрвами, 
поле Уф, определенное из (3.1), должно удовлетворять уравнениям 

А (ехр 2ф) = —— р, y(t ехр фД ехр 2ф) = 0 ? (3.4) 
V* т • 

Первое уравнение (3.2) удовлетворяется тождественно, первое уравнение 
(3.4) служит для определения плотности заряда в потоке и только второе 
уравнение (3.4) — уравнение неразрывности потока — представляет огра­
ничение на выбор исходного двухпараметрического семейства. Таким об­
разом, ограничения на выбор семейства (2.1) определятся последним урав­
нением (3.4) и уравнением (3.1) . 

Рассмотрим уравнение (3.1). Так как справа должен стоять потенциаль­
ный вектор, следует потребовать, чтобы уравнение 

' yxr + i x y x x + . V i A X T ^ . O ' . (3.5| 

удовлетворялось как следствие уравнения (3.1)|. Отсюда находим 

т у х г + ртух* = о.; (3.6) 

Если семейство (2.1) таково, что . ' • 

фХхфО, (3.7) 
то из (3.6) следует, что 

|а == — ( * у х Г ) / ( * у х ' т ) = — W ^ - r W ( W X t ) (3.8) 

должно быть решением (3.5). Таким образом мы приходим к первому тре­
бованию, ограничивающему выбор исходного семейства (2.1): семейство 
(2.1) должно быть таким, что если выполняется (3.7), то должно быть 

VxT—VxiXrtxT)/(zyxi)'+ т х у К т у х Щ т у х т Я ^ о . (3.9) 

С другой стороны,'из уравнения (3.4) вытекает, что для любого семейства 
должно иметь место равенство 

( ^ + 3 [ х + ( ^ ) ] [ ¥ ( Г + И + 2 ( Г + рт)2]=0в (3.10) 

Подставляя сюда |х из (3.8), получаем еще одно ограничение на выбор се­
мейства (2.1). Так как вектор Кривизны семейства Г имеет вид 

Т = - ^ = Ы)^ = (Ч^)Х^ (3.11) 
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то, подставив (3.11) в (3.9) и в (3.10), приходим к заключению: 
, если векторное поле % единичных касательных векторов семейства (2.1) 
удовлетворяет условию (3.7), то кривые названного семейства могут 
служить линиями тока потока заряженных частиц в электрическом 
поле в том и только в том случае, если поле удовлетворяет уравнени­
ям (3.9) h ( 3 . 1 0 ) (\iи Г'подставляютсяв названные уравнения из (3.8) и 
(3.11)). . -о 

Эти уравнения представляют систему трех уравнений с частными произ­
водными. В рассмотренном случае электрическое поле жестко связано с 
семейством (2.1). Если поток построен, т. е. удовлетворены уравнения (3.9) 
и (3.10), то по формулам (3.1) и (3.8) электрическое поле определено од­
нозначно, точнее, с точностью до мультипликативной постоянной v\, кото­
рая характеризует скорости в потоке. Действительно, 

ф - \ [ Г - - Т; (*v X Г ) / (xv X т)] dl\ 
(3.12) 

, 2 
E = 1?V(exp2<p) . - -

Рассмотрим теперь случай, когда (3.7)^ не выполняется. Пусть 

W X ^ O . (3.13) 
Но тогда 

W X F = T V X [ ( V X T ) X ' C ] = X'[(VXT) V?+ ( X V ) ( V X T ) — [ ( V X T ) V] =• 

= т (ту) (V X т) = — (V X•*) (W) * = 0 

и уравнение (3.6) исчезает тождественно/Оставшееся уравнение (3.5) пред­
ставляет систему двух уравнений с частными производными относительно 
функции |ы. При рассмотрении этой системы щ м могут представиться две 
возможности. 

1. Система (3.5) замкнута, т. е. любое уравнение, получаемое из (3.5) 
применением скобок Якоби, является алгебраическим следствием уравне­
ний (3.5) . В этом случае решение системы (3.5) будет содержать одну про­
извольную функцию одной переменной и этот же произвол будет в определе­
нии поля ф (см. [5]). 

2. Система (3.5) не замкнута. В этом случае мы дополняем систему 
(3.5), составляя скобки Якоби, до системы трех уравнений и на получен­
ную систему накладываем требование замкнутости (в противном случае 
исходная система не будет иметь решений). Требуя, чтобы получаемая си­
стема была замкнутой, т. е. любое четвертое уравнение, получаемое обра­
зованием скобок Якоби, являлось алгебраическим следствием первых трех, 
мы получаем ограничение на выбор семейства (2.1). 

Однако мы сейчас покажем, что для системы (3.5) имеет место первый 
случай, а именно, докажем, что система уравнений . " : * 

, Vy X x + ' | i v X's + V X Г = 0 (3.14) 
при условии . - . • * 

^V X % = 0 ' . , 
является замкнутой. , 5 
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Как было показано, условие (3.13) влечёт за собой тождественное ис­
чезновение уравнения (3.6), так что это последнее не накладывает допол­
нительных ограничений на поток. Уравнения ; (3.5) в силу (3.6) могут 
быть разрешены относительно V [ i : 

. \ V(x = Arc + |х (v X т) X т + (V? X Г) X х (3.15)/ 

или ;•• ' 1 , •< 
У(л = к% + |лГ + (у X Г) X х, . 

где /с — произвольная скалярная функция. Так как справа в (3.15) дол­
жен стоять градиент, то условия интегрируемости этой системы имеют вид 

V X (AT) X Г + V |x X Г + V X . [ ( У X T ) X *]"•= 0, (3.16) 

причем выполнения равенств (3.16) следует требовать как следствие урав­
нений (3.15). Умножим уравнение (3.16) скалярно на т. Тогда 

0=(уц)1Ч + W X . [ ( V X Г) х т ] - ( V f x ) r x - f т [ ( у х r y y c + t W ) ( у х Г ) — 
- [ ( V X Г)У]т] - ( V f x ) T x - ( V х Г ) ( у X т)т^(У|х)Гт —ГухГ: . (3 .17 ) 

Но из уравнений (3.15) следует, что 

( V f i ) F x - К у х Г) х *\(Г X т ) ~ Г у х Г , \ 

так что условие (3.17) есть следствие уравнений (3.15). Покажем, что (3.17) 
как раз и есть условие интегрируемости системы (3.5). Действительно, так 
как в (3.5) всего два уравнения, то образованием скобок Якоби мы полу­
чаем лишь одно уравнение,и это уравнение не будет содержать к. С другой 
стороны, единственным условием интегрируемости, вытекающим из (3.15) и 
не содержащим к) является уравнение (3.17). Следовательно, (3.17) эквива­
лентно условиям интегрируемости системы (3.5) при условии (3.13). Но 
(3.17) есть следствие (3.5), откуда и следует доказательство. Доказанное 
положение позволяет рассматривать уравнение (3.1), не обращаясь к урав­
нениям (3.5) (если выполнено (3.13)), причем решение системы (3.1) должно 
содержать произвольную функцию одной переменной. 

В качестве иллюстрации рассмотрим одномерные потоки, т. е. такие 
потоки, линии тока которых могут служить координатными линиями неко­
торой криволинейной системы координат. Для простоты систему коорди­
нат будем предполагать ортогональной. Пусть элемент длины имеет вид 

(diy - н\ (dvf + n\id?y + Hi да2, . 
а т есть единичный вектор, касательный к координатным линиям £2— const, 
£ 3 = const. Тогда ; 

и условие (3.13) выполняется автоматически. Следовательно, мы можем 
сразу рассматривать уравнения (3.1), будучи уверены, что они интегриру­
емы, и искать решение, зависящее от одной функции одной переменной. 
Несложные вычисления позволяют записать систему (3.1) в следующей 
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форме: 
дф = н дф д In Ях _ д In Я х 

а^1 ag 2 а р ' а р ~~ ~~ \ ар. • 

Общее решение этой системы усматривается без труда и имеет вид 

Ф = - In (H1/f1 (? ) ) , = - ^ ^ l n (HJfjj. (3.18) 

Подставляя (3.18) во второе уравнение (3.4), получаем условие на ис­
ходную систему координат: 

Щ^ит^)2 = и(12л% (3 .19) 

При этом, если условие (3.19) выполняется, то координатные линии 
£2 = const, | 3 = const могут служить линиями тока потока заряженных 
частиц в электрическом, поле 

vim i 4 х 2 

Е " т г * ( в г ) ' - . . 

Плотность заряда в потоке находится по формуле 

Условие (3.19) содержит две произвольные функции и удовлетворяется для 
довольно широкого класса ортогональных координатных систем. Это усло­
вие было получено в работах [3]; там же рассмотрены решения уравнения 
(3.19). Однако условие (3.19) характеризует несколько ограниченный класс 
потоков, допускаемый условием (3.13). 

Из условия (3.13) следует, что линии тока рассматриваемого потока до­
пускают однопараметрическую систему поверхностей, ортогональных по­
току. Рассмотренный же пример привносит дополнительное требование, 
чтобы упомянутая однопараметрическая система поверхностей могла быть 
включена в триортогональную систему поверхностей, что накладывает из­
вестные ограничения на исходное однопараметрическое семейство. Полу­
ченные результаты позволяют рассмотреть вопрос в общем случае. Из 
условия (3.13) вытекает, что векторное полет может быть представлено в 
виде 

% = а^Ь, (ауЬ)а = 1. . (3.20) 

Подставляя (3.20) в (3.1), находим 

УФ = а у а ( у б ) 2 + ауЬ.(уа.уЬ) + [хауб, 

или*, испрльзуя второе условие (3.20), 

УФ = — ^ + Vb (\*>а + ауа*уЬ)а 

Первое слагаемое в правой части представляет собой градиент; чтобы вто­
рое слагаемое также было градиентом, необходимо и. достаточно, чтобы 

\ла a y a - у б = F± (b), \х = FJa — у а - у б . 
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О потоках заряженных частиц в электромагнитном поле 867 

Тогда ; 

ф = _ in а + In F2i In F2 - (b) db 

и ограничение на выбор исходного семейства (векторного поля ^ з а п и с ы ­
вается в следующей форме: \ . 

v'[W"A(W) a l = 0 ; (3.21) 
При этом порождающее поток электрическое поле находится по формуле 

mvn : 
E = - 2 r v ( W ) 8 , ; 

плотность заряда в потоке выражается в виде 
гаг;2 

В заключение рассмотрим двумерные потоки, т. е. такие потоки, ли­
нии тока которых лежат на координатных поверхностях, некоторой криво­
линейной системы координат. Как и выше, система координат будет пред­
полагаться ортогональной. Пусть линии тока: лежат на координатных 
поверхностях £ 3 = const, векторное поле х будем считать выраженным по 
формуле 

* = aVb, № ) 2 = 1, Ь=Ъ(Ъ\&). 

Из уравнения (3.21) немедленно получаем, что такой поток возможен, если 
коэффициенты Ламе указанной системы координат удовлетворяют урав­
нению 

W рйг F* Щ А (/?2V6)21 + dip \гЩГ-р2 Ц Д ^ 2 V 6 ^ 2 ] = °-. 
На этом мы заканчиваем рассмотрение потоков в электрическом поле. 

Следует отметить, что развитый метод позволяет рассмотреть общий слу­
чай потоков в электрическом поле (когда ( у С =f='0)), а также случай пото­
ков в произвольном электромагнитном поле. ] 

Автор выражает искреннюю признательность Ю. Н. Днестровскому за 
стимулирующие дискуссии и ценные советы. 
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