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NEZAVISIMYMI PRIRAWENI�MI

�� Vvedenie

Pust� ��t�� t � ��� �� � strogo usto�qivy� odnorodny� slu�
qa�ny� process s nezavisimymi priraweni�mi i pokazatelem
usto�qivosti � � ��� ��� Napomnim� qto process nazyvaets� stro�
go usto�qivym� esli dl� l	byh polo
itel�nyh konstant a� b
process a���b�� �zdes� ��� �� � nezavisimye kopii ishodnogo pro�
cessa� imeet to
e raspredelenie� qto i c�� Qisla a� b� c pri 
tom
sv�zany sootnoxeniem a� � b� 	 c� Izvestno ���� ���� qto tra�
ektorii 
tih processov s vero�tnost�	 edinica prinadle
at
prostranstvu Skorohoda D ��� �� funkci�� nepreryvnyh sprava i
ime	wih predel sleva v ka
do� toqke�
Dl� opisani� usto�qivyh processov my budem ispol�zovat�

predstavlenie Levi�Hinqina ���� ���� Imenno� dl� � � �

��t� 	

tZ
�

�Z
��

x��ds� dx�� ���

a dl� � � ��� ��

��t� 	

tZ
�

�Z
��

xe��ds� dx�� ���

V 
tom predstavlenii ��ds� dx� � puassonovska� sluqa�na� me�
ra na ��� ���R s intensivnost�	 vida

dt
�dx

jxj���
�C��������x� � C���������x��� C�� C� � � �
�
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�Zdes� i dalee qerez �A oboznaqaets� indikatorna� funkci�
mno
estva A�� e��dt� dx� 	 ��dt� dx�� E��dt� dx� � sootvetstvu	wa�
centrirovanna� mera� Pervoe slagaemoe v ��� opredel�et polo�

itel�nye skaqki� vtoroe � otricatel�nye� Odnomernye raspre�
deleni� processa � sut� strogo usto�qivye raspredeleni�� C��
C� � parametry spektral�no� funkcii sluqa�no� veliqiny ����
�������
Otmetim� qto v sluqae � 	 � formula ��� zadaet strogo usto��

qivy� process tol�ko esli C� 	 C� Uslovims� sqitat�� qto pri
� 	 � process ��t� prosto opredel�ets� formulo� ����
V kaqestve vero�tnostnogo prostranstva dl� puassonovsko�

sluqa�no� mery my vyberem prostranstvo ee realizaci�� t�e�
prostranstvo konfiguraci� na mno
estve S � ������ gde S 	
��� �� � f��� �g �vtorym somno
itelem my parametrizuem znak
skaqka�� Na 
tom prostranstve konfiguraci� my rassmotrim
puassonovsku	 meru s intensivnost�	 vida

�dt
�
C��f��g�x� � C��f��g�x�

� dx

x���
� ���

Raspredelenie processa � v prostranstve D ��� �� mo
no ras�
smatrivat� kak obraz puassonovsko� mery na prostranstve kon�
figuraci� pod de�stviem otobra
eni�� zadavaemogo ���� ���� Po�

tomu� vmesto togo� qtoby stroit� otobra
eni� prostranstva
D ��� �� v seb�� my snaqala rexim bolee obwu	 zadaqu naho�

deni� kvaziinvariantnyh preobrazovani� puassonovsko� me�
ry� zadanno� na prostranstve konfiguraci� X �G�� gde mno
e�
stvo G imeet vid pr�mogo proizvedeni� G 	 S � ������ S �
polnoe separabel�noe metriqeskoe prostranstvo� Pro intensiv�
nost� � puassonovsko� mery my predpolagaem� qto ona imeet vid
��d�� dx� 	 ��d�� dx

x��� � gde � � koneqna� mera na S� Vs	du dalee
qislo � � ��� �� budet predpolagat�s� fiksirovannym�
My budem rassmatrivat� preobrazovani� F prostranstva

konfiguraci�� poro
dennye preobrazovani�mi f 
 G � G� tak
qto konfiguraci� X sosto�wa� iz toqek vida x� x 	 ��� x�� x � X
pod de�stviem 
togo preobrazovani� perehodit v konfiguraci	
Y 	 F �X�� sosto�wu	 iz toqek vida f�x�� x � X� t�e�

F �X� 	 ff�x�gx�X � ���

Netrudno pokazat�� qto pod de�stviem preobrazovani� ���
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puassonovska� mera s intensivnost�	 � perehodit v puassonov�
sku	 
e meru s intensivnost�	 �f���

Pervy� rezul�tat ob absol	tno� nepreryvnosti puassonov�
skih mer v prostranstve konfiguraci� �v R

n� prinadle
it A�
V� Skorohodu ��� �sm� tak
e ��� ����

Dalee� v rabote ��� Verxika i Cileviq rassmatrivalis�
transformacii gamma mery� predstavl�	we� iz seb� puassonov�
sku	 meru s intensivnost�	 � vida

��d�� dx� 	 ��d��
e�x

x
dx�

V 
to� rabote bylo pokazano� qto gamma mera obladaet svo��
stvom kvaziinvariantnosti otnositel�no vseh preobrazovani�
podobi�� t�e� preobrazovani� vida ��� s funkcie� f��� x� 	
��� k���x� �konfiguraci� X 	 f��� x�g pod de�stviem 
togo oto�
bra
eni� perehodit v konfiguraci	 Y 	 f��� k���x�g�� gde izme�
rima� funkci� k��� predpolagaets� polo
itel�no� i udovletvo�
r�	we� uslovi	 Z

S

j logk���j��d�� ���

Rezul�taty nasto�we� raboty v opredelennom smysle analo�
giqny rezul�tatam Verxika i Cileviq� no vmesto gamma mery
my zdes� rassmatrivaem puassonovskie mery s s intensivnost�	
vida ��d�� dx

x���
�

Stat�� organizovana sledu	wim obrazom� V x� soder
ats�
vse neobhodimye opredeleni� i oboznaqeni�� otnos�wies� k pro�
stranstvu konfiguraci�� V x� stroits� polugruppa kvaziinva�
riantnyh preobrazovani� puassonovsko� mery s intensivnost�	
vida ��d�� dx

x��� � V x� v sluqae� kogda toqki prostranstva S do�
polnitel�no snab
eny znakom �pl	s ili minus� stroits� grup�
pa kvaziinvariantnyh �v simmetriqnom sluqae � invariantnyh�
preobrazovani�� Nakonec� v x� postroeny gruppy i polugruppy
preobrazovani� traektori� usto�qivyh processov�

�� Prostranstvo konfiguraci�

Pust� G � metriqeskoe prostranstvo� B � ego borelevska� 	�
algebra� B� � kol�co ograniqennyh borelevskih podmno
estv G
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Dalee� pust� � � 	�koneqna� mera na �G�B�� priqem ��V � � �
dl� l	bogo V � B��
Qerez X 	 X �G� my oboznaqim prostranstva konfiguraci� na

G Po opredeleni	

X �G� 	 fX � G 
 jX � V j �� dl� l	bogo V � B�g�

gde qerez jAj oboznaqeno qislo toqek v mno
estveA Na prostran�
stve X my budem rassmatrivat� topologi	 O�X �� � slabe�xu	
topologi	� taku	� qto vse funkcionaly X � R

X ��
X
x�X

f�x�

nepreryvny dl� l	byh nepreryvnyh funkci� f 
 G � R s
ograniqennym nositelem� Borelevsku	 	�algebru� poro
den�
nu	 O�X � my budem oboznaqat� qerez B�X � �to naimen�xa� 	�
algebra dl� kotoro� otobra
eni�

X �� jX � V j

izmerimy dl� l	bogo V � B��
Dalee� my govorim� qto vero�tnostna� mera P na �X �B�X ��

est� puassonovska� mera s intensivnost�	 �� esli dl� ka
dogo
V � B�

P �X 
 jX � V j 	 k� 	 e���V ���V �k

k�
� k 	 �� �� �� � � � �

i dl� nepereseka	wihs� mno
estv Vj � j 	 �� �� � � � � n sluqa�nye
veliqiny �j� gde �j�X� 	 jX � Vj j nezavisimy� Podrobnee sm� ���
���
Nas budut interesovat� tol�ko puassonovskie mery� udovle�

tvor�	wie uslovi	 ��G� 	 � Lix� v 
tom sluqae s vero�tno�
st�	 � konfiguraci� soder
it beskoneqnoe qislo toqek�
Vs	du dalee my predpolagaem� qto prostranstvo G imeet vid

pr�mogo proizvedeni� G 	 S� ������ gde S � polnoe separabel��
noe metriqeskoe prostranstvo� a mera � imeet vid

��d�� dx� 	 ��d��
dx

x���
� � � S� x � ������

gde � � koneqna� mera na S� a � � ��� ���
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�� Kvaziinvariantnye preobrazovani�

Oboznaqim qerez L��S� mno
estvo vseh izmerimyh neotrica�
tel�nyh funkci� na S� a qerez L�� �S� ��� L

�
� �S� �� � L��S� obozna�

qim ego podmno
estvo� sosto�wee iz vseh integriruemyh po mere
� funkci�� Otmetim� qto L��S� i L�� �S� �� obrazu	t polugruppy
po slo
eni	�
Dl� t � � oboznaqim qerez Tt otobra
enie ����� v ����� vida

Tt�x� 	
x

�� � �tx�����
� ���

Zametim� qto T� � to
destvennoe otobra
enie� Poka
em� qto
dl� l	byh s� t � �����

Tt�s 	 Tt 	 Ts� ���

De�stvitel�no�

Tt 	 Ts�x� 	 Tt

�
x

�� � �sx��
�
�

�
	

	
x

�� � �sx��
�
�



�

�� � �t x�

���sx� �
�
�

	 Tt�s�

Dl� f � L��S� opredelim preobrazovanie 
f 
 G � G pro�
stranstva G v seb�� polaga�


f ��� x� 	 ��� Tf����x��� ���

Zametim� qto esli f � �� to 
f to
destvennoe preobrazovanie�
a iz ��� nemedlenno vytekaet� qto dl� l	byh f� g � L��S�


f�g 	 
f 	 
g � ���

Teper�� ispol�zu� polugruppu preobrazovani� 
f � f � L��S��
postroim poro
dennu	 e	 polutruppu preobrazovani� �f � f �
L��S� prostranstva konfiguraci� X �S � ������ v seb�� V so�
otvetstvii s ���� vs�ka� konfiguraci� X� sosto�wa� iz to�
qek vida ��� x�� � � S� x � ����� pod de�stviem preobrazova�
ni� �f perehodit v konfiguraci	 Y � sosto�wu	 iz toqek vida

f ��� x� 	 ��� Tf����x��� t�e�

�f �X� 	 Y 	 f��� Tf����x��g� ����

Iz ��� i ��� sleduet� qto dl� vseh f� g � L��S�

�f�g 	 �f 	�g � ����

Sformuliruem osnovno� rezul�tat 
togo paragrafa�
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Teorema �� �� Dl� l�bogo f � L�� �S� �� mera P���f absol�tno ne�
preryvna otnositel�no P � priqem

P���f 	 e

R

S

fd�

 P
��
Af

�

gde Af � podmno�estvo prostranstva konfiguraci	 polo�itel��
no	 mery 
zavis�wee ot f�� t�e� preobrazovanie �f perevodit meru

P v ee su�enie P
��
Af

na nekotoroe podmno�estvo 
e

R

S

fd�
	 �

P �Af �

� estestvenny	 normiru�wi	 ko
fficient��
�� Dl� l�bo	 funkcii f � L��S� tako	� qto

R
S

fd� 	 � mery

P���f i P vzaimno singul�rny�

Dokazatel�stvo� Pre
de vsego posmotrim� kak vygl�dit pri
fiksirovannom t � � obraz mery ��dx� 	 dx

x��� pod de�stviem
otobra
eni� Tt 
 ������ ������
Funkci� Tt�x� strogo vozrastaet� tak kak ee proizvodna�

T �t �x� 	
�

�� � �tx��
�
���

polo
itel�na� Dalee� Tt���� 	 �

��t�
�
�
� i� sledovatel�no� obraz

mery � budet imet� svoim nositelem interval ��� �

��t�
�
�
�� Poka�


em� qto na 
tom intervale mera �T��t sovpadaet s mero� �� t�e�

�T��t 	 �
��
��� �

��t�
�
�

�
� ����

De�stvitel�no� pust� y � ��� �
��t����

�� togda

T��t �y� 	
y

��� �ty��
�
�

�

Plotnost� mery �T��t v toqke y budet ravna

�

�T��t �y�����

 �T��t �y��� 	

��� �ty��
���
�

y���



�
y

��� �ty��
�
�

��
	

	
��� �ty��

���
�

y���



�
�

��� �ty��
�
�

�
�ty�

��� �ty��
�
���

�
	

�

y���
�
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Formula ���� takim obrazom dokazana� Dalee� iz ���� neme�
dlenno vytekaet� qto obraz mery ��d�� dx� 	 ��d�� dx

x��� pod de��
stviem otobra
eni� 
f est� mera� absol	tno nepreryvna� otno�
sitel�no � vida

�
��f �d�� dx� 	 ���� �

��f�������
��x���d��

dx

x���
� ��
�

Rassmotrim teper� podmno
estvoGf mno
estvaG 	 S�������

na kotorom plotnost�
d����f

d� ravna edinice� t�e�

Gf 	 f��� x� � G 
 � � x �
�

��f�������
g� ����

Iz ���� vytekaet� qto mera P��� sosredotoqena na mno
estve
Af vida

Af 	 fX � X �G� 
 X � �G nGf � 	 �g�

t�e� na mno
estve konfiguraci�� ne ime	wih toqek v mno
estve
G nGf � S drugo� storony� Af sovpadaet s prostranstvom X �Gf �
konfiguraci� na mno
estveGf � priqem v silu ���� na mno
estve

Gf intensivnost� puassonovsko� mery P���f est� ��d�� dx
x��� �

Iz vsego vyxeskazannogo nemedlenno sleduet� qto mera PT��f

absol	tno nepreryvna otnositel�no P esli P �Af � � � i ortogo�
nal�na P esli P �Af � 	 �� Dl� zaverxeni� dokazatel�stva osta�
los� tol�ko sosqitat� P �Af ��
Imeem

P �Af � 	 P �X 
j X � �G nGf � j	 �� 	 exp����G nGf �� 	

exp��

Z
S

��d��

�Z
��f��������

dx

x���
� 	 exp��

Z
S

fd���

Poslednee vyra
enie polo
itel�no togda i tol�ko togda� ko�
gda

R
S

fd� ��� Teorema � polnost�	 dokazana� �

�� Kvaziinvariantnye i invariantnye preobrazovani�

pri naliqii dopolnitel�no� simmetrii

Predpolo
im zdes�� qto ka
da� toqka mno
estva S dopol�
nitel�no snab
ena znakom �pl	s ili minus�� t�e� S imeet vid



��� N� V� SMORODINA

S� � f��� �g� a mera � predstavima v vide ��� �c�
� � c�
���� gde
qerez 
�� 
�� oboznaqeny ediniqnye massy� pomewennye v toqkah
� i �� sootvetstvenno� a �� � koneqna� mera na S�� Qisla c�� c�
predpolaga	ts� polo
itel�nymi�
Proizvedenie ������ f��� �g my budem estestvennym obrazom

oto
destvl�t� s vewestvenno� pr�mo�� priqem my budem rassma�
trivat� rasxirennu	 pr�mu	 R	 R

S
f�g Toqka � po oprede�

leni	 znaka ne imeet� �S topologiqesko� toqki zreni� 
to ozna�
qaet� qto my skleili toqki ������ i �������
Itak� v rassmatrivaemom zdes� sluqae prostranstvo G imeet

vid S� �R� a intensivnost� � puassonovsko� mery est� �� � ���
gde

���dx� 	
dx

jxj���
�c��������x� � c���������x���

Postroim snaqala gruppu kvaziinvariantnyh preobrazovani�
mery �� V simmetriqnom sluqae �kogda c� 	 c�� postroenna�
gruppa oka
ets� gruppo� invariantnyh preobrazovani�� Va
no
otmetit�� qto vs	du dalee funkcii x� i x��� my budem sqitat�
zadannymi na vse� vewestvenno� osi� priqem na otricatel�nu	
poluos� my prodol
aem ih neqetnym obrazom� t�e�

x� 	 sgn�x�jxj�� x��� 	 sgn�x�jxj���� ����

Poskol�ku qislo � � ��� �� my sqitaem raz i navsegda fiksi�
rovannym� ni k kakim nedorazumeni�m 
to ne privedet�
Dl� ka
dogo t � ������ postroim preobrazovanie Tt 
 R� R�

polaga� pri x 
	�

Tt�x� 	
x

�� � �tx�����
� ����

i

Tt��� 	
�

��t����
�

Dl� 
togo preobrazovani� my sohranim to
e oboznaqenie� qto
i dl� preobrazovani�� opredel�emogo ���� no v otliqie ot ���

to preobrazovanie de�stvuet iz R v R Krome togo� parametr
t mo
et byt� kak polo
itel�nym� tak i otricatel�nym� Legko
proverit�� qto seme�stvo Tt� t � ������ obrazuet odnoparame�
triqesku	 gruppu preobrazovani�� t�e�

Tt�s 	 Tt 	 Ts� ����
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Posmotrim� kak vygl�dit traektori� t �� Tt�x� pri fiksiro�
vannom x Dl� opredelennosti� pust� t vozrastaet ot � do� �sno�
qto Tt��� � � Pust� x � �� togda pri vozrastanii t toqka Tt�x� bu�
det monotonno stremit�s� k nul	 sprava� V sluqae� kogda x � �
traektori� za koneqnoe vrem�� ravnoe �

�jxj� dostignet beskoneq�

nosti� a kogda t stanet bol�xe� qem �
�jxj� traektori� popadet

u
e na polo
itel�nu	 poluos� i naqnet monotonno dvigat�s� k
nul	�
Dalee� na�dem pri fiksirovannom t meru ��T

��
t � obraz mery

�� pod de�stviem Tt Pust� snaqala t � � Funkci� Tt perevodit
interval ����� v ��� �

��t����
�� interval �� �

��t����
� ��� v ���� �� a in�

terval ����� �
��t����

�� v � �
��t����

����

Sootnoxenie

��
��
����	

T��t �dx� 	 ��
��
��� �

��t����
	
�dx� 	

c�dx

jxj���
���� �

��t����
	�x�

sleduet iz ����� tak kak na ����� mera �� sovpadaet s c�� Dva
drugih sootnoxeni�

��
��
�� �

��t����
��	
T��t �dx� 	 ��

��
�����	

�dx� 	
c�dx

jxj���
������	�x�

i

��
��
����� �

��t����
	
T��t �dx� 	

c�dx

jxj���
�� �

��t����
��	�x�

tak
e legko prover�	ts��
Takim obrazom

��T
��
t �dx� 	

dx

jxj���
�
c�������	�x� � c����� �

��t����
��x��

�c��� �

��t����
��	�x�

�
� ����

Dl� t � � analogiqnym obrazom poluqaem

��T
��
t �dx� 	

dx

jxj���
�
c������	�x��c��� �

��t����
��	�x��c������ �

��t����
	�x�

�
�

Zametim ewe� qto pri c� 	 c�

��T
��
t 	 �� ���a�
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Oboznaqim qerez L�S�� mno
estvo vseh izmerimyh funkci� na
S�� a qerez L��S�� ��� mno
estvo vseh integriruemyh po mere ��
funkci��
Pust� f � L�S��� Opredelim preobrazovanie


f 
 S� �R� S� �R�

polaga�


f ��� x� 	 ��� Tf����� ����

Iz ���� nemedlenno vytekaet� qto dl� l	byh f� g � L�S��


f�g 	 
f 	 
g � ����

Dalee� po analogii s ����� opredelim seme�stvo e�f � f � L�S��

preobrazovani� prostranstva konfiguraci� X �S� � R� v seb��
polaga� e�f �X� 	 Y 	 f��� Tf����x��g�

Sformuliruem osnovno� rezul�tat 
togo paragrafa�

Teorema 	� Pust� c� � �� c� � � i c� 
	 c�� Togda
�� Dl� l�byh f� g � L�S��

e�f�g 	 e�f 	 e�g �

�� Dl� l�bogo f � L��S�� ��� mery P e���f i P vzaimno absol�tno
nepreryvny�

�� Dl� l�bogo f �� L��S�� ��� mery P e���f i P vzaimno singul�rny�

Dokazatel�stvo� Utver
denie p� � teoremy sleduet iz �����
Dokazatel�stvo utver
deni� pp� �� � analogiqno dokazatel�stvu
teoremy �� �

Rassmotrim teper� otdel�no simmetriqny� sluqa�� kogda
c� 	 c��

Teorema 
� Pust� c� 	 c�� Togda dl� l�bogo f � L�S��

P e���f 	 P�


Otmetim� qto v simmetriqnom sluqae ne trebuets� inte�
griruemosti f ��
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Dokazatel�stvo� Mera P e���f est� puassonovska� mera s inten�

sivnost�	 �
��f Poka
em� qto �
��f 	 � De�stvitel�no� pre�
obrazovanie 
f ne men�et koordinatu � � S�� po
tomu v silu
���a�

�
��f �d�� dx� 	 ���d�����T
��
f����dx�� 	 ���d�����dx� 	 ��d�� dx��

�

	� Preobrazovanie traektori� usto�qivyh processov

Rassmotrim prostranstvo konfiguraci� X �G� na mno
estve
G special�nogo vida G 	 S � ������ gde S 	 ��� �� � f��� �g
Na 
tom prostranstve my rassmotrim puassonovsku	 meru P
s intensivnost�	 � 	 � � �� gde� kak i ranee� ��dx� 	 dx

x��� � a
� 	 � � ��C�
� � �C�
���� gde � � mera Lebega� C�� C� � para�
metry spektral�no� mery usto�qivogo processa ����� a qerez 
��

�� oboznaqeny� kak i vyxe� ediniqnye massy v toqkah � i ���
V sootvetstvii s ���� ��� na vero�tnostnom prostranstve

�X �G�� P � strogo usto�qivy� sluqa�ny� process mo
et byt� za�
dan pri � � � v vide

��t�X� 	
X

�s���x��X�
s�t

�x� ����

a dl� � � ��� �� v vide

��t�X� 	 �L�� lim
���

� X
�s���x��X�
s�t���x	�

�x � �t�C� � C��

�Z
�

x��dx�

�
� ����

Summirovanie v 
tih formulah provodits� po toqkam �s� �� x�
konfiguracii X � X Sootvetstvie me
du konfiguraci�mi i
traektori�mi imeet oqen� prosto� smysl� Imenno� esli toq�
ka �s� �� x� prinadle
it konfiguracii X� to postroenna� po X
traektori� sluqa�nogo processa v moment vremeni s imeet ska�
qok veliqiny �x �� opredel�et znak skaqka�� Otobra
enie X �
D ��� ��� zadavaemoe ���� ili ����� sopostavl�	wee konfiguracii
traektori	 sluqa�nogo processa� budem oboznaqat� qerez �� tak
qto

��X� 	 ��
� X��
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Otmetim oqevidny� fakt� qto razliqnye konfiguracii poro�

da	t razliqnye traektorii sluqa�nogo processa� pri X� 
	 X�

��X�� 
	 ��X��� ��
�

Qerez P
 budem oboznaqat� meru� poro
dennu	 processom � v
prostranstve D ��� ��� t�e�

P
 	 P���� ����

Dl� ka
do� funkcii z � D ��� �� qerez �z budem oboznaqat�
funkci	

�z�t� 	 z�t�� z�t� ��� t � ��� ���

a qerez � funkci	 ��t� 	 sgn��z�t��
�sno� qto funkcii �z�t�� ��t� otliqny ot nul� tol�ko v toqkah

razryva funkcii z�
Dalee� pust� funkci� f � L�� ���� ���f��� �g�� S pomow�	 funk�

cii f my opredelim preobrazovanie �f 
 D ��� ��� D ��� ��� polaga�

��f �z���t� 	 z�t� �
X
s�t

�
��s�Tf�s���s���j�z�s�j���z�s�

�
� ����

gde Tt� t � � � polugruppa preobrazovani� ����
Posmotrim� qto proishodit s funkcie� z � D pod de�stviem


togo preobrazovani�� Esli funkci� z imela v moment vreme�
ni t skaqok po modul	 ravny� x i ime	wi� znak �� to funkci�
�f �z� imeet v moment t skaqok togo 
e znaka� modul� kotorogo
raven Tf�t����x�� t�e� preobrazovanie men�et tol�ko absol	tnu	
veliqinu skaqka� a moment skaqka i ego znak osta	ts� neizmen�
nymi� Otmetim� qto nepreryvnye funkcii �vl�	ts� nepodvi
�
nymi toqkami �f �z�� Dalee� rassmotrim polugruppu preobra�
zovani� �f � f � L�� ���� ��� f��� �g� �� prostranstva konfiguraci�
X �G�� G 	 ��� ���f��� �g� ����� v seb�� zadavaemoe ����� Iz �����
���� i ���� nemedlenno sleduet� qto

�f 	 � 	 � 	�f � ����

Sootnoxenie ���� pokazyvaet� qto �f opredeleno poqti vs	du
po mere P
� Krome togo� iz ��� vytekaet� qto dl� l	byh f� g �
L�� ���� ��� f��� �g� ��

�f�g 	 �f 	�g �
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Dalee� dl� f � L�� ���� ��� f��� �g� �� opredelim podmno
estvo
D f mno
estva D ��� ��� polaga�

D f 	

�
z � D ��� �� 
 �t � ��� ��j�z�t�j�

�

��f�t� ��t������

�
�

Iz opredeleni� vidno� qto prinadle
nost� mno
estvu D f

oznaqaet opredelennye ograniqeni� na veliqinu skaqkov � v ka�

dy� moment vremeni veliqina skaqka ne dol
na byt� bol�xe
opredelennogo znaqeni��

Teorema �� Dl� l�bogo f � L�� ���� ��� f��� �g� ��

P
�
��
f � P
 �

priqem

P
�
��
f 	 e

�R

�
�f�t�����f�t����dt


 P

��
Df
�

Dokazatel�stvo� V silu teoremy � i ����

P���f � P�

sledovatel�no

P ����f ���� � P���� ����

Prava� qast� ���� ravna P
 � a leva� qast�

P ����f ���� 	 P �� 	�f �
�� 	 P ��f 	 ��

�� 	 �P�������
f 	 P
�

��
f �

�

Predpolo
im teper� dopolnitel�no� qto process � ne �vl�et�
s� odnostoronnim� t�e� C� � � i C� � �� Na prostranstve konfi�
guraci� X ���� ���R� rassmotrim puassonovsku	 meru P s inten�
sivnost�	 ��dt� dx� vida

dt
�
c��������x� � c���������x�

� dx

jxj���
�

gde c� 	 �C�� c� 	 �C� �napomnim� qto C�� C� � parametry spek�
tral�no� funkcii usto�qivogo processa��
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V sootvetstvii s ���� ��� na vero�tnostnom prostranstve
�X ���� ���R�� P � odnorodny� strogo usto�qivy� prowess ��t� mo�

et byt� zadan pri � � �

��t�X� 	
X

�s�x��X�
s�t�x �
�

x� ����

a pri � � ��� ��

��t�X� 	 �L�� lim
���

� X
�s�x��X�

s�t���jxj	�

x� t�c� � c��

Z
��x

xd�

�
� ����

Otmetim� qto v simmetriqnom sluqae� kogda C� 	 C�� formula
���� prinimaet bolee prosto� vid

��t�X� 	 �L�� lim
���

X
�s�t��X�

s�t��	jxj	�

x�

Dalee� rassmotrim gruppu Tt� t � ������� opredel�emu	 ����

i sootvetstvu	wu	 e� gruppu e�f � f � L���� �� preobrazovani�

prostranstva konfiguraci� X ���� ��� R�� Analogiqno tomu� kak


to delalos� vyxe� s pomow�	 gruppy e�f i otobra
eni� � �za�

davaemogo ����� ����� opredelim gruppu e�f � f � L���� �� preobra�
zovani� prostranstva D ��� �� tak� qtoby vypoln�los� sootnoxe�
nie e�f 	 � 	 � 	 e�f �

Legko proverit�� qto preobrazovanie e�f mo
et byt� zadano
formulo�

�e�f �z���t� 	 z�t� �
X
s�t�

Tf�s���z�s���
�

�Tf�s���z�s�� ��z�s��� �
��

Otmetim� qto v otliqie ot preobrazovani� �f �opredel�emogo

iz ����� preobrazovanie e�f mo
et men�t� ne tol�ko veliqinu
skaqka� no i ego znak�
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Teorema �� Pust� C� 
	 C�� Togda

�� dl� l�bogo f � L���� �� preobrazovanie e�f opredeleno na mno�
�estve P
�polno	 mery�
�� Dl� l�byh f� g � L���� ��

e�f�g 	 e�f 	 e�g �

�� Dl� l�bogo f � L���� �� mery P
 e���
f i P
 vzaimno absol�tno

nepreryvny�

Dokazatel�stvo� Utver
denie teoremy faktiqeski sleduet iz
teoremy �� pri 
tom ispol�zu	ts� soobra
eni�� analogiqnye
tem� kotorye primen�lis� pri dokazatel�stve teoremy �� �

Rassmotrim teper� otdel�no simmetriqny� sluqa� kogda
C� 	 C��

Teorema 
� Pust� C� 	 C�� Togda
�� Dl� l�bo	 borelevsko	 funkcii f 
 ��� �� � R preobrazovaniee�f opredeleno na mno�estve P
�polno	 mery�
�� Dl� l�byh borelevskih funkci	 f� g

e�f�g 	 e�f 	 e�g �

�� Dl� l�bo	 borelevsko	 funkcii f

P
 e���
f 	 P
�

Dokazatel�stvo� Utver
denie teoremy sleduet iz teoremy ��
�
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