
×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÉ ÑÁÎ�ÍÈÊÒîì 11 Âûïóñê 1 (2010)Òðóäû VII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèèÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ,ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðî�åññîðà Àíàòîëèÿ Àëåêñååâè÷à Êàðàöóáû����������������������ÓÄÊ 511Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÂÅÑÎÂÎ�Î �ÅØÅÒÀ Ê ÎÖÅÍÊÅÍÀÈÌÅÍÜØÅ�Î ÏÎ×ÒÈ Ï�ÎÑÒÎ�Î ×ÈÑËÀÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÎÒÍÀÒÓ�ÀËÜÍÎ�Î À��ÓÌÅÍÒÀÅ. Â. Âàõèòîâà (ã. Âîðîíåæ)ÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ïîëó÷åíà îöåíêà íàèìåíüøåãî ïî÷òè ïðîñòîãî ÷èñëà â ïîëè-íîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.In work 
ome out estimate the most smaller almost-prime number in poly-nomial sequen
e of natural argument.�àññìîòðèì çàäà÷ó îá îöåíêå íàèìåíüøåãî ïî÷òè ïðîñòîãî ÷èñëà â ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè
A = {Φ(n)|n 6 x}, (1)ãäå x - äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå ïî÷òè ïðîñòîå ÷èñëî ÷åðåç P ∗

r (r ∈ N, r > 2) . Áóäåìîöåíèâàòü ÷èñëî P ∗
r êàê �óíêöèþ k : P ∗

r ≤ kA, ãäå A - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ,íå çàâèñÿùàÿ îò k.Â 1965 ãîäó Ëåâèí Á.Â. ([1℄, òåîðåìà 2) ïîëó÷èë äëÿ Φ(n) = k2n2+1, k, n ∈ N,îöåíêó:
P ∗
3 ≤ k10,9578.Â 1985 ãîäó Áóõøòàá À.À. ([2℄) àíîíñèðîâàë íîâûé òèï âåñîâîãî ðåøåòà. Âíàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ îäíîìåðíîå ðåøåòî Ñåëüáåðãà ñ âåñàìè Áóõøòà-áà íîâîãî òèïà, èçó÷åííûå àâòîðîì â ðàáîòå [3℄. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿîöåíêè P ∗

r ìîæíî ïðèìåíÿòü è ìåòîä ðåøåòà Áðóíà ñ âåñàìè Áóõøòàáà íîâîãîòèïà, ðàññìîòðåííûé àâòîðîì â ìîíîãðà�èè [4℄ (ãë. 6).Òåîðåìà 1. Ïóñòü Φ(n) = kgng + lg - íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì, k, n, l ∈
Z, g ∈ N, 2 6 g 6 16, ρ(p) - ÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ Φ(n) ≡ 0(mod p), ρ(p) < päëÿ âñåõ p , à k è l - òàêèå, ÷òî ρ(p) 6= 0 .



82 Å. Â. ÂÀÕÈÒÎÂÀÒîãäà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå Φ(n) , èìåþùåå íå áîëåå g+1 ïðîñòûõ ìíîæèòå-ëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, íå ïðåâîñõîäèò kA , ãäå
A = g +

6g2

5, 5797− 0, 3g
.Â ÷àñòíîñòè, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå Φ(n) = k2n2 + 1, èìåþùåå íå áîëåå òðåõïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, íå ïðåâîñõîäèò k6,82.Òåîðåìà óëó÷øàåò ðåçóëüòàò Á.Â. Ëåâèíà è äàåò îöåíêó äëÿ áîëåå îáùåéçàäà÷è ïðè âñåõ g , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 2 6 g 6 16.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðèìåíÿòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû àâòîðà [3℄ . Äëÿïîñëåäîâàòåëüíîñòè A , îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (1), áóäóò âûïîëíåíû âñåóñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ðåøåòà.Äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ an èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A , èìåþùèõ â ñâîåì ðàçëî-æåíèè íå áîëåå r ïðîñòûõ ÷èñåë ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþîöåíêó:

∑

an∈A, ν(an)≤r
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∏
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(2)äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x , ãäå α, a, b, c, g′ ∈ R, 0 < α ≤ 1, αa− c ≤ g′, 1 ≤ b <

c < αa, g′ + 1 ≤ αa ≤ 2(g′ + 1), 2c − b − 1 > 0, (r + 1)c −Ma = 2c − b − 1, γ -ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà (γ ≈ 0, 57...) , ν(an) - ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë â ðàçëîæåíèè anñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, B(α, a, b, c, g′) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì:
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M îïðåäåëåíî èç óñëîâèÿ |an| ≤ XM äëÿ âñåõ an ∈ A, f(u), F (u) - �óíêöèèðåøåòà. Î ñâîéñòâàõ �óíêöèé ðåøåòà ìîæíî óçíàòü èç ãëàâ 6 è 7 ìîíîãðà�èè[5℄.Îöåíêà (2) äîêàçàíà â ðàáîòå [4℄ (òåîðåìà 2.1.1)Îñóùåñòâèì òåïåðü âûáîð ïàðàìåòðîâ îäíîìåðíîãî ðåøåòà Ñåëüáåðãà ñ âå-ñàìè Áóõøòàáà íîâîãî òèïà. Âûáåðåì a èç óñëîâèÿ αa = 6, α = 1, r = g + 1. .Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(b, c) ïðîèçâåäåíèå

H(b, c) = 3e−γ(f(6)− B(α, a, b, c, 3)).Ïðèìåíèì òåîðåìó 4.3.1 èç [4℄ , òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî
H(b, c) ≥ 1

2c− b− 1
{1, 4576291c−1, 4882304b+8, 0666578−c lnc−(6−c) ln(6−c)}.Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå äëÿ H(b, c) ( H(b, c) äîëæíî áûòü íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëü-íîå), ïðè c = 5, 7 ïîëó÷èì

H(b; 5, 7) ≥ 1

2 · 5, 7− b− 1
{1, 4576291 · 5, 7− 1, 4882304b+ 8, 0666578−

−5, 7 ln 5, 7− (6− 5, 7) ln(6− 5, 7)} =

=
1

10, 4− b{8, 30848587− 1, 4882304b+ 8, 0666578−

−9, 920657196 + 0, 361191841} = 1

10, 4− b{6, 815678315− 1, 4882305b}.Ñëåäîâàòåëüíî,
H(b; 5, 7) ≥ 1

10, 4− b{6, 815678315− 1, 4882305b} > 0Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî ïðè b = 4, 5797 áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:
H(b, c) ≥ 1

10, 4− 4, 5797
{6, 815678315− 1, 4882305 · 4, 5797} =

=
1

5, 4203
(6, 815678315− 6, 815648763) =

1

5, 4203
· 0, 000029552 =

= 0, 000005452 > 0.Ïðè ýòîì P ∗
r = kgng + lg, P ∗

r ≤ kA, |P ∗
r | ≤ XM , X = k

A−g
g . Îòñþäà

XM = kM ·A−g
g ,ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

(r + 1)c−Ma = 2c− b− 1,



84 Å. Â. ÂÀÕÈÒÎÂÀïîëó÷èì
A =

Mg

M − g = g +
g2

M − g = g +
ag2

1 + b− (a− c)g .Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü îöåíêó äëÿ P ∗
r :

P ∗
g+1 ≤ kA,ãäå

A = g +
6g2

5, 5797− 0, 3g
,åñëè 2 ≤ g ≤ 16.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ Φ(n) = k2n2 + 1 ïîëó÷èì:

A = 2 +
24

5, 5797− 0, 6
= 2 +

24

4, 9797
= 2 + 4, 81957 ≤ 6, 8196 ≤ 6, 82.Ïîýòîìó P ∗

3 ≤ k6,82. Òåîðåìà äîêàçàíà.ÑÏÈÑÎÊ ÖÈÒÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û[1℄ Ëåâèí Á. Â. Î íàèìåíüøåì ïî÷òè ïðîñòîì ÷èñëå àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-ñèè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k2n2 + 1 // ÓÌÍ. - 1965. - Ò. 20.- � 4 (124). - Ñ.158-162.[2℄ Áóõøòàá À. À. Íîâûé òèï âåñîâîãî ðåøåòà // Âñåñîþç. êîí�. "Òåîðèÿ ÷èñåëè åå ïðèëîæåíèÿ". Òåç. äîêë. - Òáèëèñè, 1985. - Ñ. 22-24.[3℄ Âàõèòîâà Å. Â. Îá îäíîìåðíîì ðåøåòå Ñåëüáåðãà ñ âåñàìè Áóõøòàáà íîâîãîòèïà // Ìàòåì. çàìåòêè. - 1999. - Ò. 66. - � 1. - Ñ. 38-49.[4℄ Âàõèòîâà Å. Â. Ìåòîäû ðåøåòà ñ âåñàìè Áóõøòàáà è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ìî-íîãðà�èÿ. - Ì.: Èçä-âî ÌÏ�Ó Ïðîìåòåé 2002. - 268 ñ. (�Æ Ìàòåì. - 2003.- 03.11 - 13À.115Ê).[5℄ Halberstam H., Ri
hert H.-E. Sieve methods. - London: A
ad. Press., 1974. -364 p.Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòalgebraist�yandex.ruÏîñòóïèëî 13.05.2010


