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Обсуждается термодинамический подход к построению феноменологической макроскопической 
модели развитой турбулентности в сжимаемой жидкости при учете происходящих в ней нелиней­
ных кооперативных процессов. Включение в модель набора случайных переменных в качестве 
внутренних параметров подсистемы турбулентного хаоса, дало возможность получить методами 
статистической неравновесной термодинамики кинетическое уравнение Фоккера-Планка в кон­
фигурационном пространстве. Это уравнение предназначено для определения временной эволю­
ции плотности распределения условной вероятности структурных параметров, относящихся к 
каскадному процессу дробления крупномасштабных вихрей и температурных неоднородностей, а 
также для анализа марковских стохастических процессов перехода из одного стационарно-
неравновесного состояния в другое в результате последовательной потери устойчивости при изме­
нении управляющих параметров. Одновременно рассмотрен альтернативный метод к исследова­
нию механизмов подобного перехода, основанный на стохастическом уравнении ланжевеновского 
типа, тесно связанном с выведенным кинетическим уравнением (и данная связь прослеживается в 
работе). Проанализирована кардинальная проблема развиваемого подхода - возможность сущест­
вования асимптотически устойчивых стационарно-неравновесных состояний подсистемы турбу­
лентного хаоса. Предложен неравновесный термодинамический потенциал для внутренних коор­
динат, обобщающий известное соотношение Больцмана-Планка для равновесных состояний на 
стационарно-неравновесные состояния представляющего ансамбля, и показано, что он является 
функцией Ляпунова для таких состояний. Рассмотрена связь между внутренней перемежаемостью 
в инерционном интервале масштабов и флуктуациями энергии диссипации. 
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AT THE REGISTRATION OF COHERENT VORTEX STRUCTURES 

A.V. Kolesnichenko 

Keldysh Institute of Applied Mathematics, Russia Academy of Sciences 

The thermodynamic approach to build-up of phenomenological macroscopic model of a developed 
turbulence in compressible fluid is considered at the registration of nonlinear cooperative processes, 
happening in her. The insert in model of a gang of variates as interior parameters of a subsystem of 
turbulent chaos, has enabled to receive by methods of statistical nonequilibrium thermodynamics the 
Fokker-Planck equation in configurational space. This equation is intended for definition of time 
changes of a density function of conditional probability of structural parameters concerning to cascade 
process of bucking of widescale vortexes and temperature inhomogeneities, and also for the analysis of 
Markovian stochastic processes of transition from one stationary disequilibriums in other as a result 
of series loss of stability at change of driving parameters. The alternate method to examination of 
mechanisms of similar transition, founded on the stochastic differential equation simultaneously 
surveyed, intimately bound with the output kinetic equation (and the given connection is traced in 
paper). The cardinal problem of the developed approach is parsed - an opportunity of existence 
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asymptotically of inconvertible stationary - disequilibrium of a subsystem of turbulent chaos. The 
nonequilibrium thermodynamic potential for interior coordinates extending a known relation 
Boltzmann-Planck for equilibrium states on stationary-disequilibrium of representing band is offered 
and is rotined, that he is Lyapunov function for such states. The connection between an interior 
alternation in an inertial interval of gauges and fluctuations of energy of a dissipation was surveyed. 

Введение. Турбулентность без преувеличения является самым распространенным видом 
движения «космической жидкости» во Вселенной и, вместе с тем, принадлежит к числу наи­
более сложных природных явлений, связанных с возникновением и развитием многомасштаб­
ных пространственно-временных когерентных структур при определенных режимах течения в 
существенно неравновесной открытой системе. Процессы самоорганизации на фоне турбу­
лентного движения являются важнейшим механизмом, формирующим свойства астро- и гео­
физических объектов на разных стадиях их эволюции, включая возникновение галактик и га­
лактических скоплений, рождение звезд из диффузной среды газопылевых облаков, образова­
ние протопланетных дисков и последующую аккумуляцию планетных систем, формирование 
газовых оболочек планет (атмосфер), динамику больших вихрей в атмосферах и околопланет­
ной плазме и т.д. К сожалению, прямое численное моделирование нестационарных турбулент­
ных движений на основе точных (мгновенных) гидродинамических уравнений сопряжено 
обычно со значительными математическими трудностями^, а построение общей теории турбу­
лентности, из-за чрезвычайной сложности механизмов возникновения и эволюции взаимодей­
ствующих диссипативных разномасштабных структур при больших числах Рейнольдса, вряд 
ли вообще возможно в обозримом будущем. Все это требует развития новых модельных под­
ходов к описанию предельно развитой турбулентности, которые, несмотря на все упрощения 
«реального мира», отражают в главном гидродинамические свойства турбулизованного течения 
(при минимуме необходимых вычислительных усилий). На наш взгляд, именно на пути созда­
ния феноменологических макроскопических моделей структурированной турбулентности от­
крываются реальные возможности эффективного преодоления математических проблем, с ко­
торыми, в частности, связаны постановки и численные реализации разнообразных задач астро-
и геофизики (см., например, [1-2])2). 

В [3-4] в рамках синергетического подхода к моделированию турбулентных движений 
однородной сжимаемой жидкости было проведено макроскопическое рассмотрение режима 
развитой трехмерной (по пространственным переменным) турбулентности с учетом процессов 
образования разнообразных пространственно-временных турбулентных структур при переходе 
от одного режима турбулентного движения к другому. К ним относятся, в частности, совокуп­
ности неупорядоченных вихрей с разными размерами и скоростями, вихревых колец, вихре­
вых трубок и иных компактных мелкомасштабных структур в физическом или в конфигура­
ционном пространстве. Турбулизованное течение жидкости можно представить в виде термо­
гидродинамического комплекса, состоящего из двух взаимодействующих континуумов (подсис­
тем), которые заполняют одновременно один и тот же объем координатного пространства не­
прерывно — подсистемы осредненного движения (которая получается в результате теоретико-
вероятностного осреднения мгновенных гидродинамических уравнений и предназначена для 
исследования динамики осредненных крупномасштабных образований) и стационарно-
неравновесной подсистемы турбулентного хаоса (связанной с флуктуационным (вихревым) 
движением жидкости и моделируемой, в соответствии с точкой зрения Пригожина [5] на тур­
булентность, как на течение макроскопически высокоорганизованное, континуумом с внут-

') Спектр изменения волновых чисел в реальных турбулентных потоках может достигать 4-5 порядков. 
2) Новые результаты исследований российских ученых в области построения конструктивных моделей 
структурированной крупномасштабной турбулентности и разработки соответствующих численных алго­
ритмов содержатся в монографии [7]. 
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ренней структурой). Такой подход использован в монографиях [2],[6]. Это позволяет исполь­
зовать при моделировании процессов переноса и кинетики в подобной среде обобщенную 
теорию Онзагера, описывающую не только линейную релаксацию осредненных значений экс­
тенсивных термодинамических параметров к их стационарным значениям, но и особенности 
поведения турбулентных флуктуации в окрестности стационарно-неравновесных состояний. 
Для каждого из континуумов 3 ) вводились локальные (для физически бесконечно малых облас­
тей dx) термодинамические параметры, такие как плотность, давление, термодинамическая 
температура, внутренняя энергия, энтропия и т.д., причем для описания квазистационарной 
«мезоструктуры» турбулентного хаоса, помимо обобщенных термодинамических переменных 
[8], вводились дополнительные внутренние переменные, отвечающие, в конечном счете, воз­
бужденным коллективным (макроскопическим) степеням свободы турбулизованной жидко­
сти^ . Поля гидродинамических скоростей для указанных подсистем предполагались совпа­
дающими, поскольку в процессе эволюции реального турбулизованного континуума не проис­
ходит разделения соответствующих лагранжевых объемов ( эффекта диффузии) — подсистема 
турбулентного хаоса не имеет диффузионной скорости относительно подсистемы осредненно-
го движения. Кроме этого, предполагалось, что обобщенные термодинамические параметры 
состояния, характеризующие стационарно-неравновесную вихревую структуру хаоса («собст­
венно» турбулентность), связаны обычными для локально-равновесной термодинамики соот­
ношениями типа тождеств Гиббса, Гиббса-Дюгема и т.п. Другими словами считалось, что по­
добного рода соотношения остаются справедливыми и вдали от локального равновесия 5 ) , если, 
тем не менее, подсистема находится в устойчивом стационарно-неравновесном состоянии. Это 
ключевое предположение явилось своего рода "новым" постулатом, на котором и основывает­
ся термодинамический подход к модельному описанию развитой турбулентности. При данных 
допущениях, методы неравновесной статистической термодинамики позволили получить для 
линейного режима осредненной турбулентности определяющие соотношения для термодина­
мических потоков и сил в виде, наиболее полно описывающем процессы переноса и кинетики 
в турбулизованной среде. Одновременно, оказалось возможным использовать в качестве до­
полнительных макроскопических параметров турбулентного хаоса внутренние координаты, 
связанные, в частности, с набором мелкомасштабных статистических характеристик флуктуи­
рующих полей скорости и температуры в случайном каскадном процессе Ричардсона-
Колмогорова. При учете центрального для данного подхода постулата Пригожина, касающего­
ся направления протекания необратимых процессов в каком-либо локальном объеме про­
странства внутренних координат (см. [9]; гл.З, § 11), это дало возможность вывести термоди­
намическим путем эволюционные уравнения Фоккера -Планка в пространстве конфигураций. 
Подобные кинетические уравнения предназначены для определения временной эволюции 
плотностей распределения условных вероятностей различных стохастических мелкомасштаб­
ных характеристик структурированной турбулентности, и, кроме этого, позволяют исследовать 

3) Абстрактные термины "жидкий континуум", "среда", "подсистема турбулентного хаоса" и т.п. интер­
претируются далее в соответствии с физическим смыслом модели. 
4) Заметим, что, согласно Онзагеру [10], для описания системы из точечных вихрей, в которой вихри 
хорошо перемешаны, можно использовать методы статистической термодинамики. Вместе с тем, про­
блема построения вихревой статистической механики в трехмерном случае все еще остается до конца не 
решенной. 
5) Поскольку энергия турбулентных движений благодаря вязкости непрерывно рассеивается, то ситуация, 
при которой достигается локальное статистически равновесное состояние турбулентного хаоса, оказыва­
ется, в общем случае, невозможной. Вместе с тем, в случае стационарного течения турбулизованной 
жидкости, когда вязкая диссипация энергии за большое время в среднем компенсируется энергией от 
стационарного источника неравновесности, стохастические процессы в подсистеме турбулентного хаоса 
в принципе не отличаются от случайных процессов в какой-либо бездиссипативной системе. 
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процессы перехода из одного устойчивого стационарно-неравновесного состояния в другое, 
вызванные последовательной потерей устойчивости гидродинамической системой при измене­
нии управляющих режимом турбулентного движения в целом параметров, например, чисел 
Рейнольдса и Пекле. 

В настоящей статье, развивающей указанные концепции автора, рассмотрен альтерна­
тивный подход к исследованию механизмов перехода подобного рода вблизи критических то­
чек самоорганизующейся подсистемы турбулентного хаоса. Этот подход, базирующийся на 
стохастических уравнениях ланжевеновского типа и/или детерминистских уравнениях перено­
са для условных средних, тесно связан с подходом, опирающимся на кинетическое уравнение 
Фоккера-Планка, что и прослеживается в работе. Его преимущество при изучении стохастиче­
ских процессов в окрестности стационарных состояний проявляется, в частности, в возмож­
ности использования существующих математических методов теории устойчивости движения, 
теории нелинейной динамики хаотических и стохастических систем и т.п. В связи с этим 
уместно отметить, что только за последнее время на проблеме моделирования структуриро­
ванной турбулентности (в рамках синергетического подхода) произошло сближение таких на­
ук, как гидродинамическая устойчивость, статистическая термодинамика неравновесных про­
цессов, теория бифуркаций нелинейных динамических систем и т.п. Между тем, уже давно 
было ясно, что любая адекватная макротеория развитой турбулентности не может быть по­
строена без явного моделирования когерентных диссипативных структур и описания их каки­
ми-то макроскопическими параметрами [11-13], поскольку именно мелкомасштабные про­
странственно-временные вихревые структуры являются в известном смысле «молекулами» та­
кой теории. 

В литературе известны четыре «сценария» начального этапа зарождения турбулентности 
в гидродинамических системах \ которые практически целиком относятся к анализу неравно­
весных нестационарных состояний с нелинейными переходными режимами, периодическими 
траекториями и ограниченными апериодическими движениями (см., например, [14-15]). Вре­
менную эволюцию неравновесных нестационарных динамических систем принято изучать с 
помощью нелинейных (стохастических) дифференциальных уравнений - обыкновенных или в 
частных производных, или уравнений эволюции с дискретными временными интервалами (на­
пример, логистического уравнения). Решить подобные динамические уравнения в явном виде в 
общем случае не представляется возможным. Вместе с тем, их численные реализации облада­
ют гораздо более сложным поведением, по сравнению с особенностями поведения отдельных 
решений стационарных систем. В частности, здесь могут существовать изолированные замкну­
тые траектории, являющиеся образами периодических движений в фазовом пространстве, -
так называемые предельные циклы, к которым стремятся траектории, начинающиеся в облас­
ти их притяжения; квазипериодические движения на торах с бифуркациями; траектории, яв­
ляющиеся хаотическими аттракторами, которые непрерывно плотно заполняют компактное 
пространство и соответствуют непериодическим решениям, а также различные переходы меж­
ду подобными структурами в критических точках со своей локальной бифуркацией, где про­
исходит потеря устойчивости и т.д. Вся эта огромная совокупность численных решений, с 
разнообразными типами поведения (от детерминированного к стохастическому), чрезвычайно 
существенна для понимания механизмов возникновения турбулентности7). 

ь) Три из этих сценариев целиком относятся к начальному этапу зарождения турбулентности, когда чис­
ло возбужденных макроскопических (коллективных) степеней свободы все еще невелико. Данная работа 
придерживается в основном сценария Ландау-Хопфа, согласно которому непрерывный переход к полно­
стью развитой турбулентности осуществляется через каскад бифуркаций, связанный с последовательным 
возбуждением все новых и новых степени свободы. 
7) Следует отметить, что теория динамических систем пока еще не оказала значительного влияния на 
количественный аспект изучения развитых турбулентных течений при больших числах Рейнольдса. 
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Мы не будем, однако, касаться здесь этих важных проблем, а сосредоточимся пре­
имущественно на макроскопическом описании предельно развитой структурированной турбу­
лентности, включая некоторые аспекты теории марковских флуктуации применительно к ста­
ционарно-неравновесным состояниям турбулентного хаоса, используя для данной цели стати­
стические методы в неравновесной термодинамике. В предыдущих статьях автора [3,4] остал­
ся открытым следующий вопрос: являются ли стационарные состояния турбулентного хаоса 
действительно устойчивыми, подобно термодинамически равновесным состояниям в классиче­
ской термодинамике? Для ответа на этот ключевой для развиваемого термодинамического 
подхода вопрос необходимо, прежде всего, иметь принципиальную возможность «пригото­
вить» исходный стационарный статистический ансамбль, отвечающий макроскопической под­
системе турбулентного хаоса. Ясно, что возможность сформировать подобный ансамбль появ­
ляется, например, при наличии асимптотически устойчивых стационарных состояний, имею­
щих конечные области притяжения. В случае среды с молекулярными флуктуациями, когда 
стационарное состояние является статистически равновесным, асимптотическую устойчивость 
равновесного состояния обеспечивает существование соответствующей термодинамической 
функции Ляпунова. Ниже показано, что аналогичная связь с термодинамикой существует и 
для стационарных состояний континуума с турбулентными флуктуациями. В частности, пред­
ложен в явном виде неравновесный термодинамический потенциал, обобщающий известное 
соотношение Больцмана-Планка для функции распределения равновесного состояния на ста­
ционарные состояния ансамбля, отвечающего подсистеме турбулентного хаоса, и показано, 
что он является функцией Ляпунова для асимптотически устойчивых стационарных состоя­
ний. 

Проанализирована взаимосвязь между динамическими свойствами турбулентных флукту­
ации в стационарно-неравновесных состояниях и устойчивостью бифурцирующих состояний в 
пространстве конфигураций. Качественно^ рассмотрено динамическое поведение крупномас­
штабных флуктуации в окрестности критических точек перехода, приводящее к появлению 
простейших типов аттракторов - притягивающих периодических движений (предельных цик­
лов). Проанализирована связь внутренней перемежаемости в инерционном интервале масшта­
бов с флуктуациями скорости диссипации турбулентной энергии. Закономерности, устанавли­
ваемые в процессе исследования марковских флуктуации диссипации энергии или родствен­
ных ей положительных мелкомасштабных характеристик структурированной турбулентности, 
важны, на наш взгляд, и для понимания эволюции немарковских случайных полей скорости и 
температуры в условиях реального турбулентного движения жидкости, и, кроме того, они мо­
гут оказаться полезными при создании так называемых подсеточных моделей турбулентности 
с учетом перемежаемости. 

Обсудим теперь более детально обоснование ряда постулатов, а также физических и 
математических предположений, на которых основан развиваемый подход. 

1. Моделирование структурированной турбулентности методами статистической термоди­
намики 

1.1. Подсистема турбулентного хаоса. Проблема осреднения, тесно связанная с теорией 
турбулентности, является одной из центральных в механике сплошных сред, а в случае такой 
сложной системы, как турбулизованная температурно-неоднородная сжимаемая жидкость \ 
именно от способа осреднения зависит само построение макроскопической модели (см., на-

) Исследованию движения системы на предельных циклах (связанных с мезомасштабными когерентны­
ми структурами вихревого континуума) будет посвящена следующая работа автора. 
9) Имея ввиду разнообразные астрофизические приложения модели, когда отношение характерной скоро­
сти жидкости к осредненной скорости звука (мера значимости флуктуации плотности) намного больше 
единицы, далее будем предполагать переменность массовой плотности. 
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пример, [16]). В классических теориях турбулентности, обычно для всех без исключения гид­
родинамических параметров, осреднения вводятся некоторым одинаковым образом, причем, 
как правило, без весовых коэффициентов. Вместе с тем, подобное идентичное для всех пара­
метров осреднение в общем случае жидкости с переменной массовой плотностью p(x,f) (где х 
- радиус-вектор точки в декартовой прямоугольной системе координат) приводит не только к 
громоздким уравнениям масштаба среднего движения, но и к затруднениям физической ин­
терпретации некоторых отдельных членов в них. Поэтому при построении макроскопической 
модели развитой турбулентности в сжимаемой среде удобно пользоваться, наряду с теоретико-
вероятностным средним } значением / (х , / ) какого-либо гидродинамического параметра 
Дхд), так называемым, средневзвешенным значением этого параметра (осредненным по Фав-
ру), задаваемым соотношением <Дх,г)>=р/(х,/)/"р;; при этом: / = / + / , / ' = 0; /=</>+/', 

f" Ф 0; / ' , / " — соответствующие турбулентные пульсации. 
При модельном описании турбулизованной среды разделение реального течения жидко­

сти на воображаемые осредненное и турбулентное зависит, вообще говоря, от выбора про­
странственно-временной области, для которой установлены средние значения локальных фи­
зических переменных, являющиеся непрерывными функциями координат х и времени /, т.е. 
имеет до некоторой степени условный характер. Гидродинамический масштаб осредненного 
движения Л (масштаб наблюдения по Обухову [17], или шаг разрешения разностной сетки), 
лежащий в инерционном интервале r |<A«L и определяемый размером dx~A3 области осред­
нения G, предполагается далее таким, что подсистема турбулентного хаоса содержит всю со­
вокупность вихрей, размер которых меньше области осреднения11\ В этом случае воздействие 
турбулентного хаоса (флуктуации с пространственными масштабами меньшими Л) проявляет­
ся в появлении дополнительного турбулентного переноса масштаба среднего движения, что 
требует привлечения полуэмпирических моделей замыкания и моделирования соответствую­
щих коэффициентов турбулентного обмена. Здесь т] = (v3 /ё)1 / 4 - колмогоровский масштаб 

длины, который характеризует влияние вязкой диссипации на структуру мелкомасштабной 
турбулентности; L - внешний, или интегральный пространственный масштаб, характеризую­
щий механизм возникновения турбулентности; ё = е(х,/) - важнейшая характеристика разви­
той турбулентности (каскадного процесса), представляющая собой среднюю скорость передачи 
кинетической энергии пульсационного движения по иерархии вихрей и одновременно (в рав­
новесных условиях) равная скорости диссипации турбулентной энергии в единице массы жид­
кости в единицу времени. 

В [3] исследован стационарно-неравновесный режим полностью развитой турбулентно­
сти в жидкости, при котором процесс последовательного дробления крупных вихрей создает 
непрерывный поток энергии вдоль иерархии вихрей различных размеров через инерционный 
интервал от энергетического к вязкому, где и происходит ее диссипация в тепло (на масштабе 
г]). Поскольку турбулентность сопровождается диссипацией кинетической энергии, то для 
поддержания ее стационарного режима (когда накачка и диссипация энергии взаимно уравно­
вешиваются) необходим постоянно действующий внешний (по отношению к среде) источник. 
При этом предполагалось, что непрерывный процесс перекачки кинетической энергии осред­
ненного движения от крупномасштабных вихрей к малым может быть адекватно описан в 
рамках случайного каскада Ричардсона-Колмогорова. Кроме этого использовалась концепция 

10) Будем также использовать средние по пространству и/или времени при учете обычного для статисти­
ческой физики предположения об эргодичности. 
и) Согласно существующим оценкам (см., например, [7]), чтобы осредненному потоку содержать основ­
ную долю (80% или 90%) полной энергии турбулизованного течения нужно, чтобы масштаб осреднения 
Л был в десять-двадцать раз меньше интегрального масштаба L. 
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теории Колмогорова [21] , согласно которой в пределе очень больших чисел Рейнольдса 
Re = LuQ / V И Пекле Ре = LTuTQ I %, соответствующих крупномасштабным движениям в пото­

ке, несмотря на анизотропность, неоднородность и нестационарность осредненного течения, 
случайный характер дробления вихрей (или макроструктурных неоднородностей температуры) 
и хаотичность передачи их энергии по каскаду вниз приводят к тому, что статистический ре­
жим турбулентных флуктуации в границах небольшой пространственно-временной области 
осреднения G мгновенных гидродинамических уравнений, является почти1 ) локально изо­
тропным - однородным, изотропным и квазистационарным, т.е. изменяющимся в зависимости 
лишь от управляющих параметров, и прежде всего от числа Рейнольдса Re, определяющего, в 
конечном счете, число каскадов в иерархии вихрей различных порядков. Здесь щ и ито - ти­
пичные изменения средней скорости на расстояниях соответственно L и LT\ %, v - коэффици­
енты молекулярной температуропроводности и кинематической вязкости; Lj - расстояние, на 
котором заметно меняется средняя температура \ 

С учетом сделанных предположений было показано [4], что для континуума, отвечаю­
щего флуктуирующему хаосу, устанавливается такое «квазилокальное равновесие», при кото­
ром производство энтропии турбулизации (из-за внутренних диссипативных процессов) ком­
пенсируется ее оттоком, так что суммарное возникновение энтропии хаоса отсутствует. Под­
держание подобного стационарно-неравновесного состояния в подсистеме хаоса осуществля­
ется благодаря притоку отрицательной энтропии (негэнтропии) от «внешней среды» (в нашем 
случае от подсистемы осредненного движения). Как известно, такой обмен энтропией между 
двумя взаимооткрытыми системами часто является достаточным условием возникновения но­
вых когерентных структур в одной из них [20]. 

При макроскопическом описании структуры турбулентного хаоса в цитируемых работах 
был применен альтернативный статистическому термодинамический формализм, основанный 
на включении в модель, помимо обобщенных экстенсивных термодинамических переменных 
типа внутренней энергии £/turb(x,/) и удельного объема 1/"р(х,/), некоторой бесконечной по­
следовательности внутренних переменных и(<7*,х,г), где параметры q^ изменяются непрерывно. 
Внутренние переменные n(q^x,t) представляют собой концентрации мелкомасштабных вихре­
вых структур ) и температурных неоднородностей в состоянии, характеризуемом данными 
значениями параметров q^ (внутренних координат). При этом предполагается, что подобные 
когерентные структуры каким-то образом локализованы, как в координатном пространстве х, 
так и в пространстве конфигураций qk. Таким образом, внутренние координаты #*(х,г) 
(/с=1,2,...,л) (рассматриваемые характеристики ансамбля вихревых и температурных структур, 
отвечающие мелкомасштабным турбулентным пульсациям) могут быть, вообще говоря, слу­
чайными функциями, флуктуирующими около своих стационарных (средних) значений qf . В 

качестве внутренних координат хаоса могут фигурировать, в частности, следующие положи­
тельные величины (являющиеся четными функциями флуктуирующих скоростей, температур 
или концентраций) или их логарифмы: кинетическая энергия вихрей, е(х) = и"2/2; скорость 
диссипации турбулентной кинетической энергии в тепло под влиянием молекулярной вязко-

12) Теории Колмогорова [17-18] 1941 года и 1961 года, вслед за Фришем [19], для краткости будем соот­
ветственно обозначать через аббревиатуру К41 и К 6 1 . 
13) Полной локальной изотропии из-за наличия мелкомасштабных структур естественно быть не может. 
и ) Далее будем для простоты предполагать, что число Прандтля Pr=v/x имеет порядок единицы и L*Lj\ в 
этом случае границы инерционного и конвективного интервалов, в которых существенны эффекты моле­
кулярной вязкости и молекулярной теплопроводности можно считать совпадающими. 
| 5 ) Плотность вероятности W\(q,t) можно рассматривать как концентрацию (относительное число) частиц 
в точке q в момент времени t. 
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V V~^ 2 

сти, е(х) = —У. (ди-7дх • + ди" Idxi) ; скалярная диссипация температурных неоднородно-

стей, ЕТ(\) = %/j .(dT'ldXjY ; скорость смешения до молекулярного уровня вещества с кон­

центрацией 0(х,/), не влияющего на динамику течения, се(х) = хУ .(дв" /dxj)2 и т.п. Заме­

тим, что величина cG определяет меру неоднородности концентрационного поля, исчезающей в 

единицу времени за счет молекулярной диффузии Z)~X-
Очевидно, чисто термодинамическое описание стационарно-неравновесной вихревой 

структуры подсистемы турбулентного хаоса, сжатое по необходимости, является до известной 
степени неполным, поскольку любые две подобные подсистемы с одинаковым набором экс­
тенсивных термодинамических параметров состояния не могут быть (как и в классической 
термодинамике) тождественными во всех отношениях. Происходит это, в частности, от того, 
что такие подсистемы, находящиеся в том или ином стационарном состоянии вдали от ло­
кального термодинамического равновесия, при определенных значениях управляющих пара­
метров могут приближаться к стационарным состояниям с нейтральной устойчивостью (так 
называемым критическим точкам потери устойчивости), и вслед за тем скачкообразно перехо­
дить к другим асимптотически устойчивым стационарным образованиям, соответствующим той 
или иной форме надмолекулярного когерентного поведения огромного числа частиц, напри­
мер, осцилляциям разномасштабных вихрей. Причиной этого являются возникающие стати­
стические крупномасштабные (турбулентные 0 флуктуации внутренних координат состояния 
хаоса. Они и служат мерой различий в любом множестве термодинамически одинаковых сис­
тем, которые представляют собой множество подсистем хаоса, обладающих одними и теми же 
термодинамическими параметрами. Эти турбулентные флуктуации не подавляются в сильно 
неравновесных условиях, а напротив, усиливаются при определенных обстоятельствах внут­
ренними необратимыми процессами в точках бифуркации, в которых подсистема «может вы­
бирать» между различными состояниями, что и приводит, в конечном счете, к образованию 
разнообразных когерентных структур. 

Напомним, что, согласно Пригожину, подобная способность осуществлять «порядок че­
рез флуктуации» является фундаментальным свойством любых открытых сильно неравновес­
ных динамических систем. Таким образом, из-за постоянно происходящих турбулентных 
флуктуации любое стационарно-неравновесное состояние подсистемы турбулентного хаоса 
следует представлять себе, как состояние не одной отдельной подсистемы, а физического ан­
самбля - множества подсистем, тождественно «приготовленных» с точки зрения их сжатого 
описания. Для адекватного моделирования подобного физического ансамбля необходимо при­
влекать, в общем случае, формализм обобщенной статистической термодинамики, или стати­
стические методы в неравновесной термодинамике. 

Будем далее предполагать, что для полного статистического описания стохастического 
векторного процесса q(x,f) в турбулизованном континууме (набора структурных мелкомас­
штабных характеристик хаоса #*(x,f), где k=l,2,...,n, который удобно собрать в один вектор-
столбец в я-мерном пространстве конфигураций) достаточно знать одноточечную плотность 
вероятности W\(q,t) и совместную двухточечную плотность распределения вероятности 
W2((jo,'o'>q>0- Как известно, случайные процессы, полностью описываемые только этими двумя 
функциями, являются марковскими процессами . Будем также использовать двухточечную 

16) Крупномасштабные турбулентные флуктуации следует отличать от статистических молекулярных 
флуктуации, обусловленных атомной структурой системы. 
17) Можно сказать, что это кардинальное предположение определяет класс случайных процессов (турбу­
лентных флуктуации), к которому применима рассматриваемая стохастико-термодинамическая модель 
развитой турбулентности. 
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плотность условной вероятности, ^2(Чо»^о|ч>0* которая позволяет найти вероятное значение 

параметра q в момент времени /, если в момент времени Го, с вероятностью равной единице, 
q=qo. Эти плотности вероятности будем употреблять для получения средних значений функ­
ций f(q(t)) от случайного вектора состояния q(t): в частности, формула f(q(t)) = 

г о 
= /(Ч(0) ^i(q,0^4 определяет безусловное среднее величины/(q(0), а формула /(q(/)) = 

- IУ(я)А(QoJQ'^)^Q вводит среднее значение f(q(t)) в момент времени t при условии, что 

Я('о) = Яо (условное среднее). Связь между этими средними значениями по условному подан-
о 

самблю /(q(/)) и всему физическому ансамблю /(q(/)) неявно содержится в соотношении 
^2(Чо»'о|ч>0= ^2(4o»/oi4>0/^'i(qo»'o)» которое, собственно, и определяет, так называемую 
вероятность перехода /V Далее мы будем, в основном, рассматривать, так называемый, ста­
ционарный физический ансамбль турбулентного хаоса, состоящий из адекватных в указанном 
выше смысле подсистем, поддерживаемых непрерывно действующими внешними источника­
ми турбулентности в таком состоянии, при котором случайные переменные q(f) являются ин­
вариантными относительно сдвига по оси времени, т.е. q(tp +x) = q(/ ) при всех р и т. Ясно, 

что в этом случае одновременная плотность вероятности W\(q) не зависит от времени, а плот­
ности совместных вероятностей зависят лишь от попарных разностей (t-to), например, 
P2(qo^o|q>0- ^ ( Я о ^ Я ^ - ' о ) • Имея это ввиду, далее везде будем опускать в выражениях для 
W2 и ?2 начальный момент времени и записывать их сокращенно: Л(Яо|я>0 и т.д. 

Наконец, введем в рассмотрение гауссовский стохастический процесс q(t) в про­
странстве конфигураций, для которого все совместные и условные плотности вероятности 
имеют гауссовскую форму. Как будет ясно из дальнейшего, можно считать, что стационарные, 
гауссовские и марковские процессы (так называемые процессы Орштейна-Уленбека) пред­
ставляют собой неплохое приближение при описании локальной структуры модельной макро­
скопической подсистемы турбулентного хаоса, отвечающей случайному каскадному процессу 
непрерывного дробления вихрей и температурных неоднородностей. Важно при этом иметь в 
виду, что статистика сильно нелинейных случайных полей скорости и температуры в реальной 
турбулизованной жидкости не носит ни гауссовского, ни марковского характера, особенно на 
больших масштабах (см., например, [21]). Тем не менее, преимущество подобного приближе­
ния состоит, в частности, в том, что мы приобретаем возможность, на уровне теории случай­
ных функций, исследовать свойства и поведение тех стационарно-необратимых диссипатив-
ных процессов в подсистеме хаоса, которые связаны с флуктуациями, устойчивостью и би­
фуркационными изменениями отдельных стационарных состояний в конфигурационном про­
странстве. Многомерное обобщение кривой Гаусса G(q) = ((2л)" detaj 
ехр[-а~' : ( q - q ) ( q - q ) / 2 j определяется двумя матричными величинами: средним значением 
q = qG(q)dq и тензорной дисперсией а = (q -q) (q -q)G(q)dq (здесь а"1 - матрица, об­
ратная к положительно определенной матрице п-го порядка а). Отметим, что для стационар­
ного гауссовского процесса только условные средние / (q (0 ) и соответствующие дисперсии 
зависят от времени и, именно, с этими величинами связаны детерминистские уравнения пере­
носа, описывающие линейную релаксацию средних к их стационарным значениям. 

Ранее [3] для непрерывного марковского диффузионного стационарно-неравновесного 
стохастического процесса q(x,/), описывающего эволюцию внутренних параметров турбулент­
ного хаоса, включая временную эволюцию статистических характеристик вихревых структур в 
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случайном каскаде Ричардсона-Колмогорова, нами было термодинамически выведено кинети­
ческое уравнение Фоккера-Планка для описания эволюции плотности условной вероятности 
Р2 =Л(Чо|ч>0 Для вектора состояния q по отношению к начальным параметрам foQo- В мат­
ричных обозначениях оно имеет вид 

^ . = -A.[K(q>r t u r b)P 2] + l « r t u l b - ^ - : [ Q ( q ) P 2 ] . (1) 
ot oq 2 oqoq 

Здесь вектор K(q,r t u rb)18) и тензор второго ранга ~i?riurbQ(q) в правой части определяют 

соответственно дрейфовую и диффузионную части потока вероятности, причем Р^ - положи­
тельная функция, обладающая следующими свойствами: 

\P2(q0\q,t)dq = l, \^(q0)P2(q0\q,t)dq0 = Щц) , lim P2(q0|q,/) = ^ ( q ) . (2) 

Последнее соотношение означает, что для стационарных процессов условная плотность 
асимптотически со временем перестает зависеть от начального условия. Параметр ^ГШгЬ = со 
отражает интенсивность естественного (внутреннего) источника флуктуации переменных q, 
связанного с собственным нелинейным возмущающим механизмом системы - с «тепловой» 
структурой турбулентного хаоса. Предельному случаю со—И) отвечает детерминированное по­
ведение вектора состояния q(t), удовлетворяющего детерминистскому дифференциальному 
уравнению 

3q/d/ = K(q,0) (3) 

(см. ниже формулу (24)). Уравнение (1) удобно для изучения стохастических процессов, свя­
занных с начальными условиями вида /2(чо|ч>0)~ °Xq-q 0 ) , которые соответствуют дельта-
образной плотности вероятности, сосредоточенной в точке q=qo- Другими словами, предпола­
гается, что в момент Г=0 из точки qo конфигурационного пространства выходит большое чис­
ло (ансамбль) траекторий, движущихся независимо друг от друга, и при этом ищется плот­
ность их распределения в какой-либо области q-пространства в момент времени г. Сверх это­
го, на функцию /2(Яо|Я'0 могут быть наложены те или иные граничные условия по q, ко­
торые должны быть специально сформулированы для анализа конкретных задач. Если в на­
чальный момент времени г=0 задано не начальное состояние q(0)=qo, а начальное распределе­
ние W(q), то удобно искать решение уравнения Фоккера-Планка для плотности вероятности 
W\(qj)c начальным условием Wi(q,0)=W(q). Заметим, что при использовании второго соотно­
шения (2), легко можно убедиться в том, что одномерная плотность вероятности W\(q,t) также 
удовлетворяет уравнению (1). 

1.2. Термодинамический вывод кинетического уравнения. Для удобства читателя, для 
которого недоступна работа [4], повторим здесь частично (но с необходимыми модификация­
ми, учитывающими многомерность пространства конфигураций, отвечающего подсистеме тур­
булентного хаоса) термодинамический вывод кинетического уравнения (1). Уравнение (1) -
это просто уравнение неразрывности дР21 dt = -3J(q,/)/3q для нормированного к единице 
числа вихревых структур n(qj) в единице объема q-пространства (так называемое основное 
кинетическое уравнение), в котором 

18) Матрица К не образует, вообще говоря, вектора, если не ограничиваться только линейными преобра­
зованиями координат. 
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J (q ,0- [K(q ,o) )P 2 ] - io3^ . [Q(q)P 2 ] (4) 
2 dq 

- поток вероятности состояния q, принимающего в начальный момент времени t=Q значение 
q(0) = q0 . Здесь P2(q0\qj) = n(q(q0,t))/n^\ n1(x,t) = \n(q(x),t)dq — полное число вихревых 

структур в элементарном объеме среды. 
Для термодинамического вывода уравнения Фоккера-Планка (1) может быть использо­

вана глубокая аналогия между консекутивными химическими реакциями (̂ i—>̂ 2—>̂ з— .̂..) и 

каскадным процессом Ричардсона-Колмогорова, который будем далее рассматривать как сво­
его рода химические превращения с соответствующими химическим потенциалом jaturb(q) для 
внутренних степеней свободы q и химическим сродством де Донде Aturb(q) = -d|a turb/dq , 
представляющим собой движущую силу каскадного процесса и отвечающим протеканию одно­
го эквивалента n(q) —> n{q + dq) процесса дробления вихрей. 

Следует отметить, что понятие химического потенциала отличается большой общ­
ностью: оно применимо почти к любой сплошной модельной среде, если для нее возможно 
ввести понятие термодинамической температуры. Ранее [2] формализм химического потен­
циала был распространен на стационарно-неравновесный турбулентный хаос, для которого 
интенсивные термодинамические параметры, такие как обобщенные температура ГШгЬ (не сво­
дящаяся в общем случае к абсолютной температуре) и давление p turb турбулизации, а также 
химический потенциал Цшгь(ч) для внутренних степеней свободы q, определялись из фунда­
ментального соотношения Гиббса для обобщенной энтропии StUTb (заданной a priori в виде ха­
рактеристической функции 5turb = Sturb(̂ turb> */?>> ^(qVp) (см., например, [22]) с помощью 
обычных соотношений 

Murb 

dStutb 
dUtmbJ 

Aurb 
' TUl 

^ t u r b 

3(1/p) 
^ t u r b ( q ) 

l /p ,w/p t u r b v V WJ'Ututb,n/p turb 

ад turb 
ТТЛ 3Wq)/p) 1/P.^,u 

в которых, однако, химический потенциал |iturb(q) ДЛЯ внутренних степеней свободы опреде­
ляется, как функциональная производная. По предположению, введенная таким образом эн­
тропия турбулизации 5шгь содержит все термодинамические сведения о подсистеме стационар­
но-неравновесного турбулентного хаоса, т.е. связана с устойчивостью, флуктуациями и дина­
мическими изменениями в квазистационарном состоянии так же, как локальная равновесная 
энтропия в квазиравновесном состоянии [23]. Тогда дифференциальная форма фундаменталь­
ного соотношения Гиббса для энтропии турбулизации 5Шгь» записанная вдоль траектории дви­
жения центра масс физически элементарного объема dx, принимает следующий вид [4]: 

dStujb = 1 dUiuvb [ piurb d(\/p) [ 1 
dt Tturb dt Tturb dt Tturb 

^J(q)'Aturb(q)flfq, 

где d(..)ldt = d(..)/3/ + < u > V(..) — полная субстанциональная производная по времени отно­
сительно осредненного поля скоростей; V - оператор Гамильтона; < и > (х,/) = ри/]5 — ос-
редненная по Фавру гидродинамическая скорость сжимаемой среды. При отождествлении 
«внутренней энергии» Ышъ хаоса с энергией турбулентности < е>= р(и")2 /2р" (осредненной 
по Фавру удельной пульсационной кинетической энергии течения жидкости) и*в предположе­
нии, что подсистема турбулентного хаоса в термодинамическом смысле является идеальным 
классическим газом с тремя степенями свободы, по которым энергия распределена равномер­
но, будем иметь 
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P^turb = К Л P t̂urb =KAurb. JAtuA(q.O = ^ turbln[/i(q,/)//i I] +0(q, r t u r b) , (5) 

где R = kBlm\ кв - постоянная Больцмана; т( = ~р/п1) - масса вихревого моля; 0(q,r t u r b)~ 
так называемая потенциальная энергия (на единицу массы) по внутренней координате q, кото­
рая может зависеть от обобщенной температуры Тшъ- Это одно из ключевых допущений мо­
дели [3,23]. 

Определяющие соотношения для турбулентных термодинамических потоков и сил, за­
мыкающие систему осредненных гидродинамических уравнений сжимаемой жидкости (приве­
денную, например, в монографии [2]), могут быть получены из балансового уравнения для эн­
тропии суммарного континуума S s =<S>+Siurb (для так называемой сигма-функции Z), ко­
торое в случае стационарно-неравновесного состояния подсистемы турбулентного хаоса, при­
нимает вид [4] 

р — - + V-
< T > Т1шЪ j <T> 

' f • - V ^ + R : E+ p f J(q) • Aturb(q)Jq 
< T > J 

> 0. (6) 

J 

Здесь <5> и <7Ъ> - осредненные по Фавру удельная энтропия и абсолютная температура под­
системы осредненного движения; 

»^turb) Aturb^4>';~ z - ~~, т " ~ oq >nq,/) oq oq 

- обобщенное химическое сродство для состояния q (функция состояния подсистемы турбу­
лентного хаоса); jX(x,/) = (j +j t u r - р'и") — полный поток тепла в подсистеме среднего дви­

жения; j(x,/) и j t u l (х,/) = ph"u" — соответственно осредненный молекулярный и турбулент­

ный поток тепла (h = U + p/p— мгновенное значение удельной энтальпии среды); 

j),ul (х,/) = p(u""/2 + p7p)u" —"диффузионный"'поток турбулентной энергии; R(x,/) = -pu"u" 

и Е(х,/) = х/) (У < и > +V <и>)— соответственно тензор рейнольдсовых напряжений и тен­

зор скоростей деформации для осредненного континуума, a R(x,/) и Е(х,/) - их части с ну­

левым следом, определяемые соотношениями: Е= E - ^ ( V - < u > ) I , R = R + %?><e>I; I -

единичный тензор; символы А: В и АВ (VA) означают соответственно внутреннее произве­

дение двух тензоров и внешнее произведение двух векторов (диада); символ V-A означает 

обобщенную дивергенцию, поскольку А не всегда является вектором; индекс «7» означает 

транспонирование. 
Исходя из (6), для изотропного19) осредненного течения можно записать следующие 

обобщенные определяющие (реологические) соотношения для турбулентных потоков и со­
пряженных им термодинамических сил: 

j s(x,/)--^ l u r bV(ln<r>), 

R(x,/) = -2/ъ р < е > I + pvlurb(^(V < и > +Vr< u >) - X ( v > < u >)l). 

J(q,x,f)= jL(q,q)-A(q,x,0^q, (7) 

19) Эти соотношения могут быть обобщены и на неизотропный случай (см., например, [6]). 
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отвечающие линейному режиму20) осредненной стационарно-неравновесной турбулентности. 
Здесь A,tu,b(x) и v t u r b(x)- скалярные (положительные) коэффициенты турбулентного обмена, 

a L(q,q,x) - матрица кинетических коэффициентов в интегральном феноменологическом со­
отношении для термодинамического потока J(q). Разумеется, эти коэффициенты, в отличие от 
коэффициентов молекулярного обмена, не являются материальными константами. Это связано 
с тем, что для осредненного турбулизованного континуума процессы переноса вещества, им­
пульса и энергии определяются коллективными движениями молекул (вихревыми образова­
ниями малых масштабов, типа вихревых колец или нитей), и поэтому сильно зависят от пара­
метров интенсивности турбулентного поля, в частности, от ключевых параметров турбулент­
ности, таких, как <s> и <е>. Так, например, в инерциальном интервале масштабов r\<A<L, 
коэффициент турбулентной вязкости vturb, может быть рассчитан по формуле типа 

vtu,b ~ < £А. >1/3 Л4/3 ~ < е>2 I < ег >, отвечающей эмпирическому «закону четырех третей» 

Ричардсона-Обухова (этот закон следует также из анализа размерности). Таким образом, при 
моделировании стационарно-неравновесной турбулентности в тех приложениях, когда сущест­
венны энергетические процессы в системе, необходимо привлекать к рассмотрению уравнение 
переноса тепла (6) для осредненного движения; это уравнение должно быть дополнено опре­
деляющими соотношениями (7). 

Вместе с тем, согласно принципу Пригожина необратимые процессы, связанные с обра­
зованием вихревых структур, должны протекать таким образом, чтобы положительными были, 
не только соответствующий глобальный рост суммарной энтропии системы d^S^/dt^ 

= (1/<Г>) J (q)A t u r b (q)Jq , но и локальная величина diS^{q)ldt = 

Ц1/< Т >)J(q)- A turb(q)> 0, относящаяся к приращению сигма-функции Е в каждом элемен­
тарном объеме dq пространства внутренней координаты. Поэтому при использовании данного 
принципа можно установить более простое локальное феноменологическое соотношение 

J(q) = L(q)-Atul.b(q) = -L(q). RTtmb dn(q,t) ^ дФ(д 
n(q,t) dq dq 

(8) 
-L(q). RTiuvb^^--P2(qj)f(qJturb) 

отвечающее протеканию одного эквивалента процесса распада турбулентных вихрей. Здесь 
L(q) - положительно определенная локальная матрица коэффициентов переноса, удовлетво­
ряющая соотношению взаимности Онзагера-Каземира, L =L; L(q) = L(q)/?s ln(q)- так назы­
ваемый тензор подвижности в q-пространстве (не зависящий в первом приближении от п)\ 
f(q,Tiurb) = -d<3>(q,T{urb)/dq - «сила трения» в пространстве конфигураций q, порожденная по­
тенциальным полем 0(q,r t u r b) . При написании второй строки формулы (8) была использова­
на «термодинамическая» интерпретация плотности вероятности P2(qj), как величины, про­
порциональной числу вихревых частиц n(q,t)h единице объема q-пространства. 

Сравнение (8) с (4) дает следующие выражения для тензора коэффициентов диффузии 
Q(q) и вектора дрейфа K(q,r turb) в кинетическом уравнении (1), описывающем временную 

20) Это условие не настолько сильно, чтобы лишить рассматриваемый случай практического значения; 
оценивая состояние проблемы замыкания в целом, следует признать, что в настоящее время почти все 
полуэмпирические модели турбулентности в той или иной степени основаны на градиентных соотноше­
ниях. 
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эволюцию турбулентного хаоса 

Q(q) = L(q) + i7 (q) , K(q,r turb) = L(q)-f(q,r turb) = - L ( q ) - ^ % ^ r b ) , ( 9 ) 
dq 

Из этих соотношений следует, в частности, обобщенная формула Нернста-Эйнштейна: 
Q(q) = 2K(q)-f~ (q), которая может рассматриваться как пример флуктуационно-диссипаци-
онной теоремы для "квазилокального равновесия" турбулизованной жидкости. 

Заметим, что в некоторых случаях можно исключить из выражения (8) для потока ве­
роятности потенциальную энергию Ф, используя для этого известное равновесное распределе­
ние внутренних координат q, например W{

ss(q)y соответствующее отдельному асимптотически 
устойчивому стационарному состоянию (см. ниже) турбулентного хаоса. Действительно, из­
вестно (см., например, [24]), что по мере перехода химически активного молекулярного кон­
тинуума к устойчивому стационарному, хотя и достаточно близкому к равновесному, состоя­
нию, характеризуемому минимальным производством энтропии, уменьшается величина и са­
мой энтропии. Поэтому, в случае стационарного состояния подсистемы турбулентного хаоса, 
когда числовая плотность вихревых образований n(q) может флуктуировать около некоторого 
устойчивого стационарного значения nss при определенных (для данного элементарного объе­
ма dx) внутренней энергии и удельном объеме, энтропия турбулизации Siurh\ , по аналогии с 

химическими реагирующими системами, должна быть минимальной среди всех .других состоя-
ний с теми же значениями Utuvb и 1 / р . Соответственно справедливо условие ' 

55ШгЬ = - (8 / /Щ Л J(q)-^</q = (5//Г1игЬ) j ^ r b -^dq = 

dn(q) = - ( i /y^b) jjn^rt, - ^ 5 / r f q = -(\/Tiuvb)j^rb5n(q)dq = 0, 

где Ъп = n(q) - nss. Поскольку полное число вихревых молей nz постоянно, имеем также 

8« (q)dq = 0 . Из этих двух условий следует, что для устойчивого стационарного состояния 

турбулентного хаоса химический потенциал Цщгь(ч) по внутренним координатам не зависит от 

вектора состояния q (ц^гЬ = const). С использованием этого факта, получим 

( 
u lurb(q,0 = ^rturbln ^(ЧоМ 

W"(q) 
+ *Съ. (Ю) 

f ( q , 0 ) ^ ( ^ b W t u r b ^ ^ ^ ( q ) - o n s t . e x p j - ^ ^ M b ) l ( 1 1 ) 
л " tUrb *ч 7 1 \ Ж / - I I n m 

dq dq [ RTturb 

где функция ^ ^ ( q ) определяет максимальную вероятность устойчивого стационарного со­
стояния qss, когда флуктуирующие внутренние координаты q остаются неизменными, а функ-

21) Здесь и далее для простоты предполагается, что флуктуации потенциала и других термодинамических 
параметров пространственно локальны, т.е. зависят только от флуктуации 5q в той же самой точке q-
пространства. Вместе с тем, в пространственно распределенной системе турбулентного хаоса набор всех 
термодинамических параметров следует трактовать, вообще говоря, как векторнозначное поле плотно­
стей экстенсивных параметров с пространственной вариацией. Необходимая модификация проста: суммы 
надлежит интерпретировать, как и интегралы, а частные производные - как функциональные производ­
ные. 
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ция 0(q,r t u rb) играет роль термодинамического потенциала для стационарного состояния. 
Напомним, что в равновесной термодинамике не делается различия между двумя концепциями 
равновесия - равновесным состоянием, отвечающим максимальной энтропии, и равновесным 
распределением по возможным состояниям, которые физически почти эквиваленты [25]. Ана­
логичная ситуация справедлива и для стационарных состояний в термодинамике неравновес­
ных процессов. Это связано с тем, что асимптотические плотности вероятности (см. формулу 
(18)) сосредоточены в чрезвычайно узкой области по сравнению с характерным размером 
среднего и в термодинамическом пределе эти гауссовские величины переходят в дельта-
функции, сосредоточенные на q". Формулы (9) и (11) позволяют записать уравнение Фоккера-
Планка (1) в другом эквивалентном виде 

9ft(q0|q,0 1 д 
~ - ^ ^ t u r b " dt 2 шш dq 

Q(q):P 2(q 0 |q , / ) | - ln 
Dq ^,"(q) 

(1 ) 

удобном при исследовании системы в локальной окрестности единственного асимптотически 
устойчивого стационарного состояния. 

Поясним теперь почему иногда удобно выбрать в качестве внутренних координат лога­
рифмы положительных стохастических характеристик турбулентности, типа скорости дисси­
пации энергии. Пусть е*(х,0 - некоторая положительная локальная характеристика турбу­
лентного поля, определяемая турбулентными пульсациями (например, скорость диссипации 
турбулентной энергии е(х,г), или скорость вырождения дисперсии температуры Ej{x,t) и т.п.). 
Тогда в случае полностью развитой турбулентности, согласно уточненным гипотезам подобия 
Колмогорова [18], диссипация s(x,/) (или родственные ей величины) асимптотически удовле­
творяет логарифмически нормальному распределению вероятностей, т.е. случайная переменная 
Ins* распределена по гауссовскому закону 

-2 ^ ( l n s ) = (V2na l n 8 , r ,exp[-( ln8 -m Г / 2 а ^ . ] , (12) 

и кроме этого, в теории предполагается зависимость 

aiL* =^* ш — + ^(х>0> т* = ш£* ~ _ а ь е * /2 +Inе*. (13) 

Здесь ст|" / и га* суть дисперсия и среднее (стационарное) значение случайной переменной 

Ins*; B(x,t) — слагаемое, зависящее от характеристик крупномасштабного движения; ji*— 
универсальная постоянная, принимающая, однако, различные значения для разных перемен­
ных Б*; L/rpRe 4. Распределение (12) уточненной теории К61 может быть оправдано тем об­
стоятельством, что модель случайного каскада подобна процессу дробления пылевых частиц, 
которому, как известно, асимптотически отвечает логарифмически нормальное распределение 
по размерам. Помимо этого, имеются многочисленные экспериментальные Подтверждения 
логнормального распределения вероятностей диссипации энергии и связанных с ней положи­
тельных мелкомасштабных характеристик турбулентности в широком интервале умеренных 
значений аргумента22). Основательный обзор соответствующих работ приведен, например, в 
книге [21], к которому и отсылаем читателя. Однако во всех случаях было обнаружено, что на 
«хвостах», т.е. при очень малых или очень больших значениях аргумента, эмпирическое рас­
пределение вероятностей все же отклоняется от логарифмически нормального. С этим фактом 

) В ряде публикаций справедливость логнормального распределения для подобных величин подвергнута 
сомнению, поскольку она предполагает, в частности, появление сверхзвуковых скоростей при очень 
больших числах Рейнольдса (см., например, [19]). 
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связано, в частности, то обстоятельство, что высшие моменты 8* уже не могут быть аккуратно 
вычислены с помощью распределения (12). 

Второй аргумент в пользу использования переменных g*=lne* состоит в том, что вели­
чина 1пе* флуктуирует гораздо слабее, чем е*, и потому ее среднее значение имеет больший 
физический смысл: значительные флуктуации случайной переменной 8*, возникающие, на­
пример, в критической точке, искажают статистику Ins* гораздо меньше, чем статистику 8*. 
Кроме того, в случае больших флуктуации 8* экспонента от среднего значения 1пе* дает наи­
более вероятное значение самой величины 8*. 

При подстановке многомерного гауссовского распределения W\SS(q ) для подобных 

мелкомасштабных характеристик q = {1п£,,1п£2,...} в (11), получим: 

f(q*^turb) = ^ Г Ш г Ь ^ ^ Ж ^ - -^ГШгЬ(а*)-' -(Я* -Q*^), (14) 
dq 

где a = RTinvh{x) + г/А\к InRe. Таким образом, «сила трения» в пространстве.конфигураций 
зависит, например, от глобального числа Рейнольдса Re, управляющего режимом турбулентно­
го движения в целом, что и определяет, в конечном счете, возможность перестройки структу­
ры ассоциированного с турбулентным хаосом ансамбля, позволяя выявить те критические зна­
чения ReCA., при которых происходит, например, его скачкообразный переход из состояния 

q к новому моностабильному стационарному состоянию. 

2. Стохастический подход к изучению эволюции турбулентного хаоса. Гауссовский процесс 
2.1. Фундаментальное решение уравнения Фоккера-Планка. Известно, что получить 

аналитическое решение уравнения (1) в явном виде удается лишь в немногих редких случаях, 
в частности, если дрейфовая матрица K(q) = L • f(q) линейна по переменным q: K(q)=H q, а 

матрица коэффициентов диффузии Q = 2L не зависит от q. Именно этот случай, представ­
ляющий наибольший интерес для термодинамических ансамблей (см., например, [26]), будет 
рассмотрен в данной статье. При этом стохастический процесс q(0 будет заведомо ограничен, 
если дополнительно принять (что и предполагается далее), что квадратичная матрица /i-го по­
рядка (по числу внутренних координат хаоса) Н является сильно связанной. Сильная связан­
ность означает, что матрица Н имеет одно нулевое собственное значение, а действительные 
части всех остальных собственных значений Хр(Н) (р=1,...,и-1) отрицательны, ReA^tTKO. С 
учетом этих предположений фундаментальное решение (упрощенного соответствующим обра­
зом) кинетического уравнения (1), 

dP2(qQ\q,t) Т д ( , \ Од2 , 
dt dq ' 2 dqdq 

удовлетворяющее начальному условию /^(Яо^О) - ° 4 q - q 0 ) , будет представлять собой гаус-
совское распределение (в чем нетрудно убедиться прямой подстановкой) 

P2(q0 |q,o42*)"detoW^ (16) 

в котором условное среднее q°(Qo»0- Ч(^2(Чо|ч>О^Ч Для стохастического процесса q(r), 

если q(0)=qo, может быть записано в виде q°(q0,/) = exp(H/)-q0 (здесь под экспоненциалом 
ехр(Ш) квадратной матрицы Н понимается абсолютно сходящийся матричный ряд ехр(Ш)= 
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= / —(Н/)р ), а матричная дисперсия a(t) = bq(t)bqT(t) = RTturb \ exp(Hs)-Q-Qxp(HTs)ds 

условной флуктуации 5q=q(7)- q°(q0 ,0 удовлетворяет дифференциальному уравнению 

do(t)ldt = Н • а(0 4- а(/) • Ят + tfFturbQ (17) 

с начальным условием а(0)=0 [25]. 
Забегая несколько вперед, покажем, что асимптотически устойчивому стационарному 

состоянию qss (состоянию-аттрактору, для которого lim q°(q0 ,0 = q" ) , в случае, если пред-

ставленные физическим ансамблем начальные значения вектора q(0)=qo сосредоточены в об-
23) 

ласти его притяжения , отвечает стационарный гауссовский марковский процесс. Действи­
тельно, если воспользоваться третьим соотношением (2), устанавливающим асимптотическое 
равенство Р^ и W\, то выражение (16) при t—»оо переходит в гауссовское распределение для 
одновременной функции распределения 

limP2(q0|q,/) = ^ ( q ) = ( (2n rde t a (q" ) ) " ' / 2 exp[ - a " ' (q I S ) : (q -q"Xq-4" ) / 2 ] ' <18) 

характеризующей одновременные средние в стационарном ансамбле, а стационарная диспер-
: т° 

сионная матрица a(q") = (q - q")(q -qss) , в силу того, что существует предел lim a(t) - а , 
а значит и предел lim da/dt = 0, удовлетворяет алгебраическому уравнению 

H(qss)-<j(qss) + o(qss).HT(qss) = -RTturbQ, (19) 

выражающему обобщенную флуктуационно-диссипационную теорему для стационарного со­
стояния q" . Напомним, что по предположению ReX (Н)<0 . 

При известных Q и Н уравнение (19) можно рассматривать как линейное, решением 
которого служит искомая стационарная дисперсия a(q" ') . Так как матрица ass симметрична, 

можно найти и(и + 1)/2 независимых элементов ayS (1 < / < j < n). Например, в случае двух 

переменных независимыми элементами матрицы а являются а п , а12 и а22 . Как следует из 

соотношения (19), они удовлетворяют линейным уравнениям 

2Н, , < + 2H,2af2 = -*r t u r b Q,, . 2H2lof5 + 2H2 2a£ = -RTlurbQ22, 

H2,a{2 + ( H n + H22)aJ2 +H12a22 = -/?7,
turbQ12, 

имеющим единственное решение, когда матрица Н имеет собственные значения с отрицатель­
ными действительными частями. Немаловажен и альтернативный вариант, когда из (19) опре­
деляется явный вид диффузионной матрицы Q (интенсивности случайных сил Ланжевена, см. 
формулу (23)) по известным дисперсионной o(qM) и релаксационной H(qw) матрицам. Этот 
вариант существен, когда явный вид матрицы а для стационарного состояния известен, на­
пример, выражен через надлежащий термодинамический потенциал (см. ниже). 

2.2. Стохастические уравнения в пространстве внутренних координат. Если умножить 
(15) на qp и проинтегрировать по q от -оо до +оо, то в предположении, что проинтегриро-

) Подробнее об этом говорится в следующем разделе. 
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ванные по частям выражения с Н и Q исчезают на границах, легко получить следующую бес­
конечную цепочку зацепляющихся уравнений: 

^ = , H Y + ^ « . ^ ° , „ = 1,2,.... (20) 
ot 2 

содержащую условные моменты разных порядков. Исключением является только первое де­
терминистское уравнение системы (получаемое при /?=1), которое отщепляется и является 
замкнутым: 

dq°/d/ = H-q° . (21) 

Здесь Н(а) - постоянная матрица релаксации, обусловливающая возвращение вектора услов-
-о 

ных средних значений внутренних переменных q к некоторому стационарному значению и 
зависящая в общем случае параметрически от внешних управляющих параметров а= 
= {Re,Pe,...}. Решение q°(q0 ,a,/) уравнения (21) зависит также от начального условия 

q(0)=qo-
Следуя формальной структуре теории Онзагера относительно статистических флуктуа­

ции, будем считать, что условные турбулентные флуктуации Sq=q(/)-q°(q0 ,a , / ) стохастиче­
ского векторного процесса q(t) удовлетворяют динамическому уравнению, аналогичному урав­
нению (21) для условного среднего, но дополненному членом, описывающим влияние слабого 
«естественного шума»" подсистемы турбулентного хаоса: ddq/dt = H-5q + F(q,/) (аналог рег­
рессионной гипотезы Онзагера для молекулярных флуктуации). Отсюда следует, что dqldt и 
Н q также могут различаться только некоторым случайным членом F(q,/) , условное среднее 
которого равно нулю: 

5q/5/ = H-q + F(q,/), F(q,/) = 0 . (22) 

Стохастическое дифференциальное уравнение (22) является уравнением Ланжевена, от-
— о. 

вечающим уравнению Фоккера-Планка вида (15). Отметим, что условие F(q,/) =0 лишь час­
тично задает свойства так называемой случайной силы (источника) Ланжевена F(q,/), дейст­
вующей в пространстве конфигураций q. Однако статистические свойства стохастического 
процесса F(q,/) будут полностью определены, если задан вид его корреляционного тензора 

^ о 
F(q,,/ j):F (q,/) . Обычно, при решении практических задач, дополнительно предполагают, 
что случайная величина F(q,/) есть стационарный 5 -коррелированный во времени гауссов-
ский процесс (многомерный белый шум) 

F(q,t}):*T(4,t)° -^TturbQS(t-*,), (23) 

причем матрица интенсивностей случайной силы Q совпадает с тензором коэффициентов 
диффузии Q = 2L в кинетическом уравнении (15). 

С учетом этого ключевого предположения, как известно, оба подхода - основанный на 
уравнении Фоккера-Планка (15) и основанный на системе обыкновенных дифференциальных 
стохастических уравнений первого порядка (22) для случайной функции q(r) - оказываются 
полностью равнозначными. Заметим, что процесс Орштейна-Уленбека порождается именно 
линейным стохастическим дифференциальным уравнением с белым шумом в качестве случай-
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ного источника. В частности, решая уравнения (22) и (23) можно получить соотношения (16) 
для условной плотности вероятности и (17) для дисперсии условной флуктуации, а также со­
ответствующие асимптотические (при /-»оо) выражения (18) и (19)). Для наших целей это 
означает, что анализ эволюционных процессов в подсистеме турбулентного хаоса (к ним от­
носятся, например, релаксационные процессы в окрестности устойчивых пространственно-
временных структур) можно проводить и на основе такого рода стохастических уравнений 
или их следствий, с привлечением мощных методов качественной теории дифференциальных 
уравнений и линейного анализа устойчивости. Одновременно отметим, что доказательство эк­
вивалентности уравнения Фоккера-Планка общего вида (1) и соответствующего ему нелиней­
ного уравнения Ланжевена24) 

5q/5/=K(q,r t u r b ) + F(q,0, F(q,/,): F ( q , / ) ° = *rturbQ(q)8(/ -t{) (24) 

для случайного векторного процесса q{t) (где F(q , / ) - распределенная нормально в простран­
стве параметров (q,/) случайная величина), требующее привлечения весьма тонких математи­
ческих методов, осуществлено, например, в [27]. 

Проанализируем теперь, с использованием уравнения (24) (точнее его детерминистского 
варианта), кардинальную проблему развиваемого термодинамического подхода к моделирова­
нию стационарного каскадного процесса - возможность существования асимптотически ус­
тойчивых стационарно-неравновесных состояний qss в подсистеме турбулентного хаоса. 

3. Неравновесные стационарные состояния и их устойчивость 
3.1. Стационарно-неравновесное состояние турбулентного хаоса. Рассмотрим детерми­

нированное поведение подсистемы, при котором внутренние переменные q(t) удовлетворяют 
детерминистскому дифференциальному уравнению (3)25), отвечающему предельному случаю 
со —> 0 отсутствия влияния на движение «внутреннего шума», связанного с «тепловой» струк­
турой турбулентного хаоса. Это динамическое уравнение является автономным обыкновенным 
дифференциальным уравнением первого порядка по времени, решения которого параметриче­
ски зависят от начальных условий q(0) = q0 , а также от значений управляющих параметров 
а={ Re,Ре,... }, изменение которых приводит, вообще говоря, к изменению самого характера 
движения, а значит и хода эволюции подсистемы. 

Проанализируем, прежде всего, стационарные решения qss уравнения (3) (решения, не 

зависящие от времени, dqss' Idt - K(q") = 0). Напомним, что образом стационарного движе­
ния в q-пространстве служит особая (предельная) точка определенного типа (центр, устойчи­
вый фокус, седло, неустойчивый узел и т.п.; в случае конфигурационного пространства боль­
шой размерности п число типов особых точек возрастает). Устойчивость предельной точки 
означает, что траектории в ее окрестности, описывающие процесс релаксации, стремятся к 
ней при -̂>оо. Другими словами, предельная точка, имеющая в пространстве конфигураций 
определенную область притяжения, является аттрактором. Как уже упоминалось выше, при 

" ) В зависимости от того, в каком смысле понимаются стохастические интегральные соотношения (в 
смысле Ито, или Стратоновича), выписанные для стохастического дифференциального уравнения, зави­
сит вид коэффициента дрейфа в уравнении (1), а также вид регулярного члена в соответствующем урав­
нении Ланжевена (см., например, [23]). 
25) Аналогичное (совпадающее до деталей при замене q на q ) рассмотрение можно провести на основе 
осредненного уравнения (21), справедливого и при учете «тепловых» флуктуации. «Внутренний шум» 
подсистемы турбулентного хаоса вносит некоторое усложнение, которое, однако, возможно учесть уже 
после того, как исследовано поведение детерминированной системы (3). 
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некоторых значениях управляющих параметров аттрактор может быть не единственен. Воз­
можны ситуации, когда в пространстве внутренних координат существует несколько аттракто­
ров, каждый из которых имеет свою область притяжения. Это связано с тем, что система 
уравнений K(q") = 0 может иметь более одного решения, даже если К - линейная вектор-
функция: K(q,0) = H q; в этом частном случае H-q™ = 0 , т.е. состояния q" являются соб­
ственными векторами (модами) матрицы Н с нулевыми собственными значениями. 

При изучении вероятностных аспектов возможных стационарных состояний, требуется 
иметь исходный физический ансамбль, соответствующий подсистеме турбулентного хаоса. Ес­
ли исследуется вполне конкретное стационарное состояние qss, то необходимо, чтобы пред­
ставленные ансамблем начальные условия qo были сосредоточены в области именно его при­
тяжения. Возникает вопрос: является ли данное стационарное состояние qss действительно ус­
тойчивым по Ляпунову при начальном условии qo (или орбитально устойчивым по Пуанкаре), 
подобно термодинамически равновесным состояниям в классической термодинамике? В про­
тивном случае траектории q(/), которые начинаются вблизи qss, не выйдут на нужное стацио­
нарное состояние. А это с высокой вероятностью означает, что неустойчивые стационарные 
состояния, не имеющие области притяжения, не могут быть описаны стационарным статисти­
ческим ансамблем, поскольку его невозможно даже организовать подобающим образом. Тем 
не менее, такую возможность, несомненно, обеспечивает так называемая асимптотическая ус­
тойчивость, являющаяся частным случаем устойчивости по Ляпунову, при которой существует 
некоторая окрестность стационарного состояния qss, такая, что все выходящие из нее траек­
тории остаются близкими к этому состоянию-аттрактору, и со временем асимптотически 
стремятся к нему, т.е. когда состояние qss устойчиво по Ляпунову и, кроме этого, всегда 

можно найти 8>0, такое, что при q " - q 0 < с , 

limq(q0,/) = qM (или lim q°(q0 ,0 = qss ). (25) 

Асимптотическая устойчивость2^ характерна для любых систем с диссипацией, в част­
ности, она присуща и подсистеме турбулентного хаоса, обменивающейся с подсистемой ос-
редненного движения энергией. 

В случае статистических флуктуации, связанных с атомарной структурой среды, из вто­
рого начала термодинамики следует, что все состояния термодинамического равновесия, не 
являющиеся критическими точками (см. ниже), асимптотически устойчивы. Далее будет пока­
зано, что аналогичная ситуация возможна для стационарно-неравновесных состояний флук­
туирующего континуума. Но прежде обсудим некоторые критерии, гарантирующие асимптоти­
ческую устойчивость отдельных стационарных состояний хаоса. Один из них основан на ана­
лизе устойчивости решения уравнения (3) по первому (линейному) приближению, другой - на 
существовании «функции Ляпунова» 

q/-(5q) = 5 q r . V . 5 q > 0 (26) 

- вещественнозначной положительно определенной квадратичной форме \ заданной на 
пространстве состояний q и удовлетворяющей условию dY(8q) / dt < 0 ; при этом временная 

26) Здесь имеется в виду не только асимптотическая устойчивость по Ляпунову, но и асимптотическая 
орбитальная устойчивость. 
27) Для статистической термодинамики неравновесных процессов особый интерес представляет случай, 
когда функция Ляпунова - квадратичная форма. 



112 А.В.Колесниченко 

производная берется вдоль траектории, определяемой уравнением (27). В соотношении (26) 

равенство достигается только при q(/) = qw; 8 q = ( q ( / ) - q ^ ) - отклонение вектора состояния 

q(r) от стационарного состояния q" , V - некоторая действительная, симметричная и положи­

тельно определенная матрица. 
Рассмотрим сначала случай, когда подсистема турбулентного хаоса имеет единственное 

стационарное состояние qss (dqss Idt = K(q") = 0 ), отвечающее текущему значению числа 
Рейнольдса Re . Проведем анализ по первому приближению на асимптотическую устойчивость 
этого изолированного стационарного состояния qss, который, как известно, заключается в 
проверке на асимптотическую устойчивость линейной системы 

d5q/d/ = H-5q, (27) 

полученной путем отбрасывания нелинейных членов разложения в ряд Тейлора правой части 
уравнения (3): 5(q"+5q)/5/= K(q"+8q) = K(qM) + 5K/Sqr -5q + 0(5q). Здесь 

H(qss) s OK I dq\M - матрица Якоби, К = - Ё a ° ( q , R e ) . Используя теперь формальное ре-
aq | 

шение 5q(/) = exp(H/)5q(0) уравнения (27), выясним, в каких случаях имеет место асимпто­
тическая устойчивость его решений. Запишем для этого нормальную форму экспоненциала 
матрицы H(q^) в виде 

ехр(Ш) = S-ldiag[Qxp(al(Xl)9...9Qxp(t3m(Xj]S , (28) 

где 
ШР ' Л 

exp(tJp(Xp)) = exp(Xpt)^-l[p\ ^ Ч " " 1 ) 

Здесь S - некоторая неособенная матрица, приводящая матрицу Н к жордановой форме, 
(detS^O); ?ц,...Дш - это т (т<п) собственных значений матрицы Н, отвечающих различным 
клеткам 5р(Хр) (=Xplp+l\p)) ее канонической формы Жордана, а тр - соответствующие им 

порядки этих клеток (} тп =п)\ \р - единичная матрица порядка р и \\р) - ее первый 

единичный косой ряд; l[p>> = [ l j^ ]* (k=l,...,mp-l) - соответствующие единичные косые ряды, 

Из общего решения (28) линейного уравнения (27) непосредственно вытекают извест­
ные теоремы Ляпунова об устойчивости по первому приближению, которые, применительно к 
рассматриваемому здесь движению в пространстве конфигураций, могут быть переформулиро­
ваны следующим образом: 

1. Стационарное состояние турбулентного хаоса асимптотически устойчиво, тогда и 
только тогда, когда все характеристические корни X (И) (р = \,...,п) релаксационной матри­
цы H(q") (при текущем числе Рейнольдса) имеют отрицательные действительные части, т.е. 
все Хр располагаются в левой полуплоскости. 

2. Если среди корней векового уравнения det(H(q")-Xln) = 0 имеется хотя бы один, 
вещественная часть которого положительна, то стационарное состояние q^ неустойчиво. 
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3. Если некоторые корни векового уравнения имеют нулевые действительные части, а 
остальные корни имеют отрицательные действительные части, то стационарное состояние 
турбулентного хаоса (называемое в этом случае критическим состоянием) 

а) будет устойчивым (по Ляпунову), если корням с нулевой вещественной частью отве­
чают простые элементарные делители (т.е. соответствующие тр=\)\ 

б) будет неустойчивым, если хотя бы один корень с нулевой вещественной частью явля­
ется кратным корнем соответствующего элементарного делителя (тр>1). 

Важно иметь ввиду, что анализ устойчивости линеаризованной задачи (27) в окрестно­
сти стационарного состояния q" позволяет также получить информацию относительно устой­
чивости исходного нелинейного детерминистского уравнения (3): из асимптотической устой­
чивости, устойчивости по Ляпунову или неустойчивости решений линейной системы (27) вы­
текает соответственно асимптотическая устойчивость, устойчивость по Ляпунову либо неус­
тойчивость решений исходной системы (З)2 \ 

3.2. Функция Ляпунова. Наряду с этим, из теории устойчивости движения известно, что 
достаточным условием асимптотической устойчивости стационарного состояния qss, является 
существование функции Ляпунова (26) для дифференциального уравнения возмущенного дви­
жения (27). С другой стороны, можно показать, что из теоремы Ляпунова об асимптотической 
устойчивости вытекает существование положительно определенной квадратичной формы с от­
рицательно определенной производной по времени. Из этих двух результатов следует, что су­
ществование функции Ляпунова (26) является необходимым и достаточным условием устойчи­
вости стационарного решения уравнения (3) (см., например, [28]). 

Приведем здесь возможную версию доказательства существования функции Ляпунова 
для асимптотически устойчивого стационарного состояния qss турбулентного хаоса, которому 
соответствует стационарный гауссовский марковский процесс (18) (детали этого доказательст­
ва будут использованы в следующем подразделе). Но сначала найдем необходимое условие, 

т при котором, положительно определенная квадратичная форма ^(zlq) = 5q -V-5q>0 имеет 
отрицательно определенную производную по времени. Пусть ^(Sq) - функция Ляпунова. То­
гда для временной производной вдоль траектории, определяемой уравнением (27), имеем 

c!Y(8q)/dt ^ (dbqT/dt)-\-bq + bqT-Y-(dbq/dt) = 

= 5 q r - H r - V - 6 q + Sq r -V'H-8q = 5q r -B-5q<0, 

т 
где Н - устойчивая матрица (напомним, что Re^ p (H)<0) , а В = Н -V + V - H - отрицатель­
но определенная матрица. Так как V - симметричная положительно определенная матрица, у 
нее есть обратная матрица V"1, которая также является симметричной и положительно опре­
деленной, поэтому V_1=V"ir Следовательно, выполнив над В ортогональное преобразование 
V"1, мы получим также симметричную отрицательно определенную матрицу 

G = V_1 В V~ i r =H-V~ 1 +V~ 1 -H 7 \ (29) 

поскольку этим свойством обладает матрица В . Отметим, что искомое соотношение (29), по 
форме тождественно уравнению (19), выражающему обобщенную флуктуационно-диссипаци-
онную теорему. Последнее является, очевидно, проявлением глубокой связи, имеющейся меж­
ду динамическими свойствами флуктуации в стационарных состояниях и их устойчивостью. 

28) Напомним, что анализ устойчивости по первому приближению системы, находящейся в окрестности 
критического состояния, дает весьма ограниченную информацию относительно характера решений нели­
нейного уравнения (3) - необходимо рассмотреть влияние нелинейных членов. 
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Перейдем теперь непосредственно к доказательству существования функции Ляпунова -
положительно определенной квадратичной формы с отрицательно определенной производной 
по времени, для асимптотически устойчивого стационарного состояния qss (18). Это доказа­
тельство основано на том, что, поскольку матрица H(q) является устойчивой, то уравнение 
(19) H(q)-a(q) + a(q)-H r(q) = -RTlurbQ для нахождения дисперсии (в котором Q - положи­
тельно определенная матрица, соответствующая постоянному тензору коэффициентов диффу­
зии) имеет единственное положительно определенное решение 

a(q) = ЯТшЪ I ехр(Ш) • Q-exp(H s)ds . С другой стороны, это уравнение эквивалентно соот­

ношению (29) (при G = -RTimbQ, V -1 = a ), в силу чего матрица а~1 (обратная дисперсион-
т —1 

ной матрице а), порождает функцию ^(Sq) = 5q a 5q , имеющую отрицательно опреде­
ленную производную по времени. Таким образом, для всех асимптотически устойчивых ста­
ционарных состояний, характеризующихся стационарной гауссовской одновременной плотно­
стью вероятности вида (18), существует функция Ляпунова. 

В заключение этого раздела отметим следующее: асимптотическую устойчивость ста­
ционарных состояний системы (24) можно определить, исследуя собственные значения матри­
цы релаксационного уравнения (27) для флуктуации. Существует утилитарный критерий (Рау-
са-Гурвица), дающий необходимые и достаточные условия асимптотической устойчивости 
стационарного решения системы (24) (см., например, [28]). Если записать вековое уравнение 
для постоянной матрицы Якоби H(q i s) = ЭК / Sq|" = [hJk ] в раскрытом виде 

Г - Я 1 Г " 1 + Я 2 Г " 2 + . . . + (-1) '7Я„=0, где Я,=5/>Н, Я2 - ^ 
а<р 

действительные коэффициенты, то выполнение неравенств 

fyta ^рр 
Н„ =detH-

Д, = - # , > ( ) , А2 = 
- Я , 1 
- # 3 Н2 

= -Н{Н2 + Я3 > 0 , ..., А, = (-1)пНпА„_{ > О , 

является необходимым и достаточным условиями, при которых алгебраическое уравнение име­
ет корни лишь с отрицательными вещественными частями. Этот критерий удобно использо­
вать для исследования потери устойчивости стационарными состояниями подсистемы турбу­
лентного хаоса (в зависимости от текущего значения числа Рейнольдса) при п<Ъ\ однако для 
больших п целесообразно все же перейти к численным методам решения векового уравнения, 
поскольку раскрытие определителя det(H-AIw) в этом случае представляет трудоемкую зада­
чу. 
4. Термодинамическая устойчивость и критические стационарные состояния 

4.1. Термодинамическая устойчивость стационарных состояний. Выше была установ­
лена связь, имеющаяся между динамическими свойствами флуктуации в стационарных состоя­
ниях и их устойчивостью, и было показано, что матрица а~ (обратная одновременной дис­
персионной матрице) в случае асимптотически устойчивого стационарно-неравновесного со­
стояния турбулентного хаоса порождает функцию Ляпунова. С другой стороны, наличие 
функции Ляпунова является достаточным условием асимптотической устойчивости стационар­
ного состояния qss. Как известно, в случае молекулярных флуктуации, когда стационарное со­
стояние является статистически равновесным, существует еще одна немаловажная взаимозави­
симость между устойчивостью и флуктуациями параметров системы, которая устанавливается 
вторым началом термодинамики и приводит к квадратичной функции Ляпунова 
cVe(bq)= 5q -(ce)~ -5q для релаксационных процессов вблизи равновесия. В частности, для 
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замкнутых систем с молекулярными флуктуациями второй дифференциал энтропии есть отри­
цательно определенная функция Ляпунова, а обратная дисперсионная матрица (а6)'1 в соот­
ношении (18) для стационарной гауссовской одновременной плотностью вероятности Wx

e(q), 
связана с матрицей вторых производных энтропии формулой Эйнштейна 

(а ) = -(l/kB)d~S73q3q (см., например, [25]). Покажем, что аналогичная связь с термоди­
намикой существует и для физического ансамбля, отвечающего стационарно-неравновесному 
состоянию турбулентного хаоса. 

С этой целью сделаем следующее обобщающее предположение относительно вида од­
новременной плотности вероятности ^(q , r t u r b ) для стационарно-неравновесных состояний 
ансамбля: по предположению будем считать, что формула (см. (11)) 

^ ( q , o a ) ~ e x p | - ^ ) + . . . j , O(q) = O0(q)+ co01(q) + ... (30) 

задает вероятность Jf,(q,r turb), как функцию неравновесного термодинамического глобального 
потенциала O(q) для стационарно-неравновесных состояний системы [29]. В показателе экс­
поненты (30) указана лишь главная часть функции W\(q,Tturb), отвечающая предельному слу­
чаю слабого шума со-»0, т.е. когда переменные q удовлетворяют детерминистскому варианту 
стохастического уравнения (22) - уравнению (3). Таким образом, потенциал 

O0(q) = - lim coln^(q,co). (31) 
со-»0 

определяет асимптотическое выражение для стационарно-неравновесной функции распределе­
ния. По предположению будем считать, что функция Ф$((\) однозначна, непрерывна и по 
крайней мере обладает кусочной дифференцируемостью первого порядка. Соотношение (30) 
является в некоторой степени обобщением постулата Больцмана-Планка (для равновесного 
распределения флуктуации термодинамических параметров замкнутой системы, когда Ф=-8) 
на случай стационарно-неравновесных состояний ансамбля, отвечающего подсистеме турбу­
лентного хаоса. 

Если подставить (30) в уравнение (1) и перейти к детерминистскому пределу оз->0, то 
в результате получим уравнение 

0 = K ( q ; 0 ) . ^ M + l Q ( q ) : ^ ^ ) ^ M , " (32) 
dq 2 dq dq 

которое связывает потенциал Oo(q) с K(q,0) и Q(q). Функция O0(q)определяется как ре­
шение уравнения (32), если граничные условия соответствуют бесконечно большим значениям 
O0(q) при q —» оо (для устойчивой системы). 

Отметим теперь три важнейших свойства глобального потенциала O0(q): 
1) Функция Ф0^)убывает со временем вдоль траектории, определяемой детерминист­

ским уравнением (3), так как 

at ас^ Ъ аа^ Зсц 

(напомним, что матрица Q(q)является положительно определенной); следовательно, O0(q) 
представляет собой функцию Ляпунова для детерминистского уравнения (3). 

2) Из свойства (33) следует, что Ф0(ч)имеет локальный минимум для любого устойчи­
вого аттрактора уравнения (31) в пространстве конфигураций. На любом связном подмножест-
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ве аттрактора потенциал Ф0(ч) постоянен. Неустойчивые стационарные решения уравнения 
(31) соответствуют максимумам или седловым точкам функции O0(q). 

3) Потенциал O0(q), когда он найден, содержит богатейшую информацию относитель­
но функции распределения вероятностей в стационарных состояниях и аттракторов детерми­
нистских уравнений. 

Рассмотрим здесь частный случай моностабильного стационарного состояния q", когда 
формула (30) существенно упрощается: процесс релаксации подсистемы флуктуирующего хао­
са оказывается гауссовским. Действительно, раскладывая вблизи этого состояния функцию 
<2>o(q)B ряд Тейлора, будем иметь 

Фо(Ч) = Ф о ( ч Г ) + 5 Ф ° ( Ч ) 
dq 

.8q + ! ^ 9 > : 8q8q + .. 

. , р- 1 d"O0(q) 
2 dqdq 

2 dqdq 

: 5q6q = Ф0(ЧГ) + ^f±(a*yl : Sq5q , (34) 

где (a*)ij1=(a*)ji
1 =(RTtuvb) ]d2<&0/dq-ldqA - симметричная положительно определенная мат­

рица. Одновременно, детерминистское уравнение (3) в окрестности qss можно переписать в 

виде 5q/a/=K(q|55+5q)=K(q|") + 5K/5q|"6q+... = H-8q = H-q , где H = dK/dq|*'; тогда 

уравнение (32) приобретает следующую форму: 

0 = (H.q)-^iql + l Q ( q ) : a ° ° ( q ) a O ° ( q ) . (35) 
dq 2 dq dq 

Подставляя (34) в (35), получаем уже известное нам алгебраическое уравнение (19) 

H(qM)-oV) + oV).HV s) = -*W} (19*) 

для определения a*(q")- Отсюда, независимо от глобального условия (33), при использовании 
флуктуационно-диссипационной теоремы (19), можно сделать вывод, что термодинамический 
потенциал (34) для внутренних степеней свободы q является функцией Ляпунова для неравно­
весных стационарных состояний флуктуирующего хаоса. Поскольку линеаризация уравнения 
переноса проводилась вблизи стационарного состояния, то потенциал Ф0(ч) вида (34) можно 
назвать локальным потенциалом; пользоваться им можно только в локальной окрестности 
стационарного состояния q". Из (19 ) следует, что а* будет положительно определенной мат­
рицей, если действительные части всех собственных значений матрицы Н отрицательны, т.е. 
если стационарное состояние, как и предполагалось, устойчиво. 

С другой стороны, независимо от условия (19 ) имеем 

^ ^ = - ^ < J * ) " ' Q ( 4 ) ( a * ) - , : 5 q 5 q < 0 , (36) 
ot 2 

т.е. в любом случае система движется в направлении убывания потенциала O0(q). При этом 
она стремится к стационарному состоянию, если последнее устойчиво, и к бесконечности, ес­
ли оно не устойчиво. Критические точки возникают в тех случаях, когда члены второго по­
рядка обращаются в нуль при малых ненулевых значениях 5q. Вместе с тем, принцип мини­
мума потенциала гарантирует, что в окрестности устойчивого стационарного состояния, кото­
рое не является критической точкой, матрица (a*)-1 = (RTturby]д2Ф0 /dqdql строго положи-
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тельна. Таким образом, для устойчивого стационарного состояния qss, не слишком близкого к 
критическим точкам, из постулата (30) имеем следующее гауссовское распределение вероят­
ностей: 

и/и ( ч ) = д/1/(2я)'7 deta* ехр{-(а*)-1 :5q5q/2J, (37) 

где значение нормировочного коэффициента следует из условия нормировки (2). 

4.2. Множественные стационарные состояния. Проанализируем теперь некоторые ста­
тистические аспекты конечного числа асимптотически устойчивых стационарных состояний 
подсистемы турбулентного хаоса, области притяжения которых заполняют практически все 
пространство конфигураций. Исключая на время из рассмотрения состояния вблизи критиче­
ских точек, будем считать, что динамические уравнения (24) для условных средних ансамбля 
имеют р аттракторов qf, q? , ••-, q^, а остальные стационарные состояния неустойчивы. 

Найдем сначала вид одновременной стационарной плотности вероятности ^ , " ( q ) , связанной 
с каким-либо из этих аттракторов. Пусть qo принадлежит области притяжения вполне опреде­
ленного состояния qf, тогда lim q°(q0,/) = qf . Условные флуктуации 5 q = q ° ( / ) - q " , co-

гласно регрессионной гипотезе Онзагера, определяются стохастическим дифференциальным 
уравнением 

S5q/S/ = H(q0,0-Sq + F(q,0, 

f 0 b 0 ° = 0 , F(q,/, )F(q , / ) ° = *rturbQ(q)5(/ - / , ) , (38) 

в котором 

H = SK/dqf\ Q(q) = 2L(q). (39) 

Уравнения (38) описывают стационарный ансамбль локально в окрестности асимптотически 
устойчивого стационарного состояния. На основании указанной выше эквивалентности урав­
нения (38) уравнению Фоккера-Планка (15), можно заключить, что с состоянием qj5 связана 
гауссовская плотность вероятности следующего вида: 

l im^(q 0 | q j ) = r i
( j )(q) = ( (2n rde t a (q f ) ) " 1 / 2 exp[ -a - 1 (q f ) : (q -q f ) (q -q f ) /2 ] , (40) 

где стационарная дисперсионная матрица a(q") удовлетворяет соотношению (19). Таким об­

разом, с каждым из асимптотически устойчивых стационарных состояний q™ связана одно­

временная стационарная плотность распределения вероятности W^ (q), к которой асимпто­

тически стремятся все условные плотности вероятности, находящиеся в области притяжения 

данного стационарного состояния. Поскольку функция W^\q) сконцентрирована в весьма 

узкой области вокруг аттрактора qs-s, то каждому подобному состоянию отвечает некоторый 

единственный процесс Орштейна-Уленбека. Отсюда следует, что если распределение Wx
 J (q) 

описывает начальный ансамбль, то вероятность того, что решение q(/) существенно отлича­

ется от решения q^ , или лежит вне области его притяжения, пренебрежимо мала. Следова-
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тельно, W\ (q) является и одновременной плотностью вероятности для всего ансамбля, отве­

чающего подсистеме турбулентного хаоса. 
Это утверждение допускает следующее обобщение: временная эволюция ансамбля с 

произвольно приготовленным (т.е. отличным от своей стационарной формы) начальным рас­
пределением ^l(qo^o) и сосредоточенным в начальный момент времени внутри области при-

тяжения р аттракторов qj , q2 ,..., qp , приводит к некоторой суперпозиции локальных 

стационарных ансамблей. Действительно, из соотношения (40) следует, что 

W{{q)= lim Wx{q,t) = Hm \wl(q0,t0)P2{q0J0\q,t)dq0 = X / j ^ f a ) , (41) 
7=1 

где /:° = ^(Чо^оМЧо ~ д о л я первоначального ансамбля, приходящаяся на область притя-

жения Dj аттрактора qs-s. Таким образом, со временем одновременная плотность вероятности 

распадается на сумму гауссовских величин, сконцентрированных в устойчивых стационарных 
состояниях, с весами, равными доле начальной плотности вероятности, приходящейся на каж­
дую область притяжения. 

4.3. Критические состояния с нейтральной устойчивостью. Причина, по которой ло­
кальные стационарные подансамбли ведут себя автономным образом, состоит в том, что флук­
туации в окрестности асимптотически устойчивого стационарного состояния qs-s относитель­
но малы. Вместе с тем, обращение в нуль действительной части одного или нескольких собст­
венных значений релаксационной матрицы Н29), когда действительные части остальных кор­
ней отрицательны, приводит к так называемому критическому стационарному состоянию 
(qf)cr с нейтральной устойчивостью (критическая точка) рассматриваемой системы. Подоб­
ное критическое состояние макроскопической подсистемы турбулентного хаоса может быть 
связано с ростом числа Рейнольдса. Согласно третьей из приведенных выше теорем об устой­
чивости, критическое состояние не является асимптотически устойчивым (хотя и может быть 
устойчивым по Ляпунову). В критической точке существует по крайней мере одна релаксаци­
онная мода, представляющая собой решение, являющееся собственным вектором матрицы Н , 
которая либо постоянна, либо осциллирует с частотой, равной мнимой части собственного 
значения этой моды. В другом возможном случае, когда мнимую ось пересекает (с нулевой 
скоростью) пара комплексно-сопряженных собственных значений и тем самым приобретает 
положительную действительную часть, то одной из двух типичных ситуаций в критической 
точке является нормальная бифуркации Андронова-Хопфа, при которой стационарное состоя­
ние в момент потери устойчивости переходит в устойчивую периодическую траекторию (с 
частотой периодических колебаний со0, к которой начинают притягиваться все соседние тра­
ектории. В результате появляется предельный цикл, сначала очень маленький, но постепенно 
увеличивающийся в размерах, по мере превышения управляющими параметрами бифуркаци­
онных значений (см., например, [30]). В другой возможной ситуации (известной как обратная 
бифуркация Андронова-Хопфа) возникает неустойчивая предельная точка. Таким образом, в 
окрестности критических точек флуктуирующего хаоса статистический закон изменения тур­
булентных флуктуации (в q-пространстве) не может обеспечить их малости и потому формула 

) Соответствующее вековое уравнение имеет п корней, среди которых могут быть как действительные, 
так и комплексные; последние появляются комплексно сопряженными парами, поскольку все коэффици­
енты векового уравнения - действительные. 
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(41) неприменима для подобных стационарных состояний. С ними, по всей вероятности, свя­
зана негауссовская функция распределения. Для выяснения того, как действительно выглядит 
плотность вероятности в области нестабильности, необходимо, в общем случае, численно ре­
шать уравнение Фоккера-Планка (1) или попытаться определить неравновесный термодинами­
ческий потенциал Oo(q), решая уравнение (32). 

Флуктуации, происходящие вблизи точки бифуркации (q"" )cr непредсказуемым образом 

влияют на «выбор» системой дальнейшего пути эволюции30). В принципе можно исследовать в 
рамках уравнения (24) потерю устойчивости и для периодических движений, подобно стацио­
нарным состояниям и найти соответствующие бифуркации. Строгие результаты такого анализа 
относятся в основном к случаю бифуркаций одних стационарных решений в другие стацио­
нарные или периодические решения (см., например, [31]). В одной из типичных ситуаций, 
аналогичной нормальной бифуркации Андронова-Хопфа, когда при некоторых бифуркацион­
ных значениях управляющих параметров предельный цикл перестает быть притягивающим, 
вместо одной возбуждаются две новые моды с частотами колебаний coi и со2, рождается квази­
периодический аттрактор - притягивающий двумерный гладкий тор i , на котором распола­
гаются все траектории. Таким образом, можно прийти к последовательности нормальных би­
фуркаций Андронова-Хопфа, т.е. к движению на поверхности некоторого тора 7* возрастаю­
щей размерности к. Движение выглядит все более и более сложным и при бесконечном числе 
бифуркаций - не отличается от хаотического (детерминированный хаос). 

Именно таким образом, согласно гипотезе Ландау (см., например, [14], [15, (Гл. 4)]), 
происходит возникновение и самой турбулентности, когда после каждой нормальной бифур­
кации Андронова-Хопфа набор основных частот колебаний скорости течения жидкости по­
полняется новой несоизмеримой частотой, решение переходит на новый тор (топологическая 
размерность которого совпадает с числом независимых частот), поток становится еще более 
нерегулярным, а при возбуждении множества мод (~Re 9 / 4 ) - турбулентным 31). Фактически 
этот сценарий предполагает, что турбулентность соответствует движению по бесконечномер­
ному тору (квазипериодическому аттрактору). Следует однако отметить, что сценарий Ландау-
Хопфа не приводит к возникновению режима истинно хаотических движений, т.е. движений, 
обладающих статистическими свойствами случайного процесса, например, чувствительной за­
висимостью временной эволюции системы от начальных условий. Кроме этого, для любых 
диссипативных динамических систем сценарий Ландау-Хопфа структурно неустойчив, т.е. не­
типичен: как правило, цепочка нормальных бифуркаций обрывается уже после первых трех 
шагов - либо незамкнутая намотка на трехмерном торе замыкается, превращаясь в предель­
ный цикл (эффект взаимной синхронизации мод), либо тор разрушается и в результате такого 
разрушения возникает так называемый странный аттрактор. На таком многообразии, которое 
уже не является гладким тором, а имеет сложную топологию, реализуется настоящий динами­
ческий хаос с континуумом частот, чувствительной зависимостью от начальных условий, пе­
ремешиванием и т.д. С геометрической точки зрения странный аттрактор представляет собой, 
как правило, фрактальное множество, характеризуемое нецелой размерностью Хаусдорфа-
Безиковича [32]. 

5. Эффекты перемежаемости 
Обратимся теперь еще к одной причине, по которой при феноменологическом постро­

ении модели развитой турбулентности важно исследовать поведение флуктуации скорости 

' ) Критическая точка не обязательно должна быть точкой бифуркации. 
31) Эта завышенная оценка следует из теории К41, не учитывающей наличие когерентных структур в 
инерционном интервале. Новейшие исследования показывают, что на малых масштабах в турбулентном 
течении присутствуют пучки тонких и весьма интенсивных вихревых нитей. Поэтому число степеней 
свободы может быть гораздо меньше, чем Re9/4. 
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диссипации турбулентной энергии и некоторых других положительных мелкомасштабных ха­
рактеристик, - к проблеме перемежаемости. Режим временной перемежаемости, связанный с 
резкими флуктуациями большой амплитуды, свойственен любым динамическим диссипатив-
ным системам при переходе их от квазипериодического движения к хаосу (см., например, 
[30]). 

5.1. Гидродинамическая перемежаемость. В основе гидродинамической перемежае­
мости лежит неустойчивость организованных пространственно-временных структур турбулент­
ного поля (интенсивных флуктуации скорости и температуры, локализованных в координат­
ном пространстве (см. [12-13])) и связанный с этим случайный каскадный процесс порожде­
ния все меньших вихрей скорости и макроструктурных неоднородностей температуры. 

В теории развитой турбулентности фундаментальную роль играет экспериментальный 
закон конечной диссипации энергии, утверждающий, что в пределе бесконечно.большого чис­
ла Рейнольдса (v-»0) средние значения скорости диссипации турбулентной энергии 8 и ска­
лярной диссипации ё г стремятся к конечным и положительным пределам, lim £(v) = ё > 0, 

v->0 
lini8r(v) = s r > 0 . Именно это обстоятельство было положено в основу гипотез теории К41 

для локально однородной и изотропной турбулентности. Вместе с тем, результаты многочис­
ленных экспериментов свидетельствуют о том, что в турбулентном потоке существуют крайне 
нерегулярные распределения градиентов скорости и температуры, когда области с чрезвычай­
но малыми значениями градиентов (нетурбулентная жидкость, для которой8~0, е^О) нерегу­
лярным образом перемежаются с областями, в которых значения градиентов очень велики 
(е>0, 8г>0). Этот феномен, получивший название внутренняя перемежаемость, был впервые 
исследован в [33] (см., также [34]). Особенно ярко выражена внутренняя перемежаемость при 
очень больших числах Рейнольдса, т.е. когда внешний масштаб турбулентности L достаточно 
велик по отношению к ее внутреннему масштабу г\ (например, в звездах, океане, атмосфере). 
Своеобразие турбулентного течения проявляется еще и в том, что эти области хаотически пе­
ремещаются в пространстве, а значения е(х,г) и е^х,/) в них зависят, вообще говоря, от Re. 
Укажем еще одно любопытное свойство асимптотического поведения величин 8 и 8 .̂ По­
скольку осредненные величины 8 и ё г не зависят от числа Рейнольдса, а коэффициенты 
эксцесса этих величин по данным разных авторов (см. [21]), по-видимому, неограниченно рас­
тут с увеличением Re, то отсюда вытекает следующая аномальная особенность: скалярная дис­
сипация и диссипация энергии происходит в объеме, который стремится к нулю при Re->oo. 
Возникает вопрос, каким образом можно интерпретировать эти результаты. В теории глобаль­
ной турбулентности предполагается (см., например, [35]), что движение жидкости заставляет 
вихревые трубки растягиваться, а растягиваемый вихрь должен сплющиваться, превращаясь в 
вихревой лист, чтобы сохранить фиксированный объем при увеличивающейся длине. Вслед за 
тем вихревые листы свертываются в бесконечно сложные фрактальные структуры. Турбулент­
ность включает в себя множество фрактальных аспектов. Самый важный вывод Мандельброта 
состоит в том, что области диссипации, которые часто называют опорными, т.е. пространст­
венные множества, на которых концентрируется турбулентное рассеяние, могут быть смодели­
рованы фракталами, причем размерности Хаусдорфа-Безиковича для подобных областей ле­
жат где-то в районе 2.5-2.6, но, вероятно, не превышает 2.66. 

Имея в виду макромоделирование развитой турбулентности, далее будем различать два 
вида перемежаемости32) - внешнюю, относящуюся к подсистеме осредненного движения, и 
внутреннюю, относящуюся к подсистеме турбулентного хаоса. В случае внешней перемежае­
мости пространственно-временное распределение параметра <е(х,г)> оказывается очень нерав­
номерным - «турбулентные пятна», в которых <е(х,г)»0 чередуются с ламинарными облас-

32) Здесь используется терминология не совсем совпадающая с общепринятой. 
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тями, в которых <s(x,/)>=0 (аналогично ведет себя и параметр <8т(х,0>). В частности, коле­
бания границ турбулентных следов, турбулентных струй, турбулентных пограничных слоев 
связаны с проявлением подобной перемежаемости. Внешнюю перемежаемость турбулентного 
течения удобно моделировать в рамках инвариантной теории турбулентности с привлечением 
эволюционного уравнения для осредненной скорости диссипации (см., например, [6]). С дру­
гой стороны, внутри элементарного объема dx подсистемы турбулентного хаоса пространст­
венно-временные распределения диссипации турбулентной энергии 8 и скалярной диссипации 
zj также весьма неравномерны: одни подобласти объема dx (опорные) характеризуются высо­
кой степенью диссипации энергии и температурных неоднородностей, тогда как в других по 
сравнению с первыми диссипация практически отсутствует. Кроме того, существуют подобла­
сти, в которых диссипация энергии и скалярная диссипация намного превышают средние зна­
чения. 

В силу сказанного, диссипация турбулентной энергии 8 или родственные ей величины 
(квадратичные по градиентам скорости и температуры) могут служить индикатором переме­
жаемости [17]. Следует отметить, что статистические модели случайного каскада, в которых 
перемежаемость турбулентности в инерционном интервале описывается в терминах пульсаций 
8, в настоящее время развиты во многих работах отечественных и зарубежных ученых (см., 
например, [19],[21], [36-37]). Разработаны и другие подходы к моделированию гидродинамиче­
ской перемежаемости, основанные, в частности, на понятии о странных аттракторах [38]. 
Существуют к тому же теории, в которых предпринята попытка объяснить взаимосвязь пере­
межаемости турбулентности «космической жидкости» и распределение (происхождение) га­
лактик или звездную перемежаемость. 

5.2. Мультифрактальная модель перемежаемости Колмогорова (К61). Флуктуации ве­
личин 8 и 87 в развитой турбулентности, вызванные изменениями гидродинамических характе­
ристик осредненного движения, в частности, изменением чисел Re и Ре, оказывают, очевидно, 
влияние на статистические свойства структурных функций произвольного порядка для про­
странственных разностей скоростей или температур (и их спектры), являющиеся, как извест­
но, основным математическим средством количественного изучения случайного каскада. По 
этой причине явные выражения для них, полученные в рамках теории К41, не могут быть 
вполне универсальными. Знаменитое «казанское замечание» Ландау (см., например, [14]) от­
носительно гипотез теории К41 касалось именно этого влияния. В связи с этой критикой, 
концепция Колмогорова о случайном каскаде была уточнена в работе Обухова [17], который 
предложил отказаться от условия 8 = const в области G (с центром в точке х и характерным 
масштабом A«L) и исходить из того, что статистические свойства турбулентности определя­
ются не теоретико-вероятностным средним значением ё(х,/) случайной величины 8, а зависят 
от значений диссипации еДх,/), осредненной по некоторому объему Vr с характерным разме­
ром г (получаемые результаты слабо зависят от формы области осреднения), малым по срав­
нению с типичным масштабом неоднородности осредненного течения, г « Л . Если в качестве 
области осреднения, лежащей в пределах G, выбрать шар радиуса г (в нашем случае в качест­
ве величины г можно выбрать характерный размер вихревых мезоструктур), то 

8,(х,/) = ̂ у [ dr*-v£ {duJ(x + r*)/dxJ+du''j(x + r*)/dxi)
2. (42) 

|r*|<r 

Возможные статистические флуктуации скорости диссипации еДх,/) требуют следующего 
уточнения понятия физического ансамбля, по которому осуществляется теоретико-вероятнос­
тное осреднение гидродинамических уравнений [21]: статистический ансамбль, параметриче-
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ски зависящий от zr (так называемый «чистый» ансамбль), позволяет рассчитать лишь услов­
ные средние значения любых гидродинамических параметров (относящихся к мгновенному 

движению среды), /(х,еД/)) = \f(x,zr)P(zr\zrJ)dzf. , определяемых при некотором фикси­

рованном значении величины zr = z°r = const. Однако на практике всегда приходится иметь 

дело с некоторым «смешанным» ансамблем, в котором величина zr изменяется согласно не­

которому общему статистическому закону Jfj(eJ!,f)- Поэтому для вычисления безусловных 

средних значений этих параметров необходимо осреднение условного среднего соответствую­

щего момента по возможным значениям параметра ег. Величины подобных средних могут, 

вообще говоря, различаться для разных типов течений и, в частности, зависеть от числа Re. 
Как известно, используя параметр ег(х,0, Колмогоров [18] построил усовершенствован­

ную модель случайного каскада в терминах флуктуации локально усредненной диссипации. 
Для этой цели он переформулировал первую и вторую гипотезы подобия (установив, так назы­
ваемые, уточненные гипотезы, в которых величина ё(х,/) была заменена на zr(x,t)) и, кроме 
этого, дополнил их еще и третьей гипотезой, постулирующей (при большом отношении мас­
штабов L\r) нормальное распределение плотности вероятности величины lner и линейность 
зависимости дисперсии cr2iner от \n(L/r): 

Wl(er) = -j= ехр| 
л/2я егсг, 

lir(er//HlnEf) 

2а 1пбЛ 

(43) 

где a2
ne = (lne,. - lne r)2 = |iln(Z,/r) — дисперсия величины ln8 r ; w,ne = exp(lner) —медиана 

распределения, (Inwln8 = l n e - a 2
n £ / 2 , гг=г)\ ц — универсальная постоянная, \i = 0,2 . Часто 

предполагают, что эта формула дает и плотность распределения вероятностей неосредненной 
диссипации, если г«г] [39]. Из приведенной формулы следует, что при г = г\, 

lim Г WAer)de=0 (44) 
Re->oo Jk(z) 

при любом сколь угодно малом (но фиксированном) значении к. Отсюда вытекает, что при 
Re—>оо диссипация энергии сосредотачивается в области, объем которой стремится к нулю. 

Как можно интерпретировать эти результаты? По-видимому, наиболее точно и вместе с 
тем просто отражает существо дела изложенная выше модель внутренней перемежаемости. 
Повторим еще раз основной результат достигнутый в этой области: при Re->ao диссипация 
энергии сосредоточена на множестве точек, которое с топологической точки зрения является 
поверхностью. Эта поверхность имеет бесконечную площадь и является столь «запутанной», 
что ее можно рассматривать как фрактал, для которого размерность Хаусдорфа-Безиковича 
лежат где-то в районе 2.5-2.6 [35]. 

Распределение (43) позволило рассчитать важные статистические свойства стационар­

ной турбулентности, в частности, моменты zr" : 
00 

ег
я= \*rnW\(Zr)der =(^r^n(nA)ai,]=Fn(xJ)Ce)4r/Ly \хп{п-\)12 

(коэффициенты Fn(\j) зависят от макроструктуры турбулентного течения). Отсюда для струк­
турной функции п-го порядка V " ~гп/3 -гп/3 (где V = w"(x)-w"(x + r)) , следует выражение 
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V" -Fn(x,t)(e)n 3(г/£0)"ц/7(/7"1)/6(г)'7/3, которое, в случае л=2, оказывается близким к преде­
лам точности имеющихся экспериментальных данных, а в применении к структурным функ­
циям высших порядков сильно отличается от зависимости, предсказываемой теорией К41 для 
изотропной турбулентности, но в то же время неплохо согласуется с имеющимися экспери­
ментальными данными. Аналогичным образом была поправлена теория локальной структуры 
пульсационных полей температуры и концентрации химически активной примеси, перемеши­
ваемых турбулентностью (см., например, [21]). 

Перспективы. Теория Колмогорова-Обухова позволяет, вообще говоря, усовершенство­
вать полуэмпирические подходы к описанию развитой турбулентности, к примеру, термодина­
мические методы, используемые для замыкания осредненных уравнений гидродинамики на 
уровне моментов первого порядка (см., например, [2], [6], [23]). До последнего времени, в по­
луэмпирических моделях подобного рода определяющие соотношения носили исключительно 
локальный характер. В частности, в градиентных соотношениях (7) для компонент тензора 
напряжений Рейнольдса R(x,0 коэффициенты тензора турбулентной вязкости обычно задава­
лись выражениями, включающими диссипацию и кинетическую энергию (или локальный 
внешний масштаб) турбулентности, которые были вычислены в той же пространственно-вре­
менной точке (х,0, т.е. без учета влияния глобального числа Рейнольдса Re или других харак­
теристик осредненного движения на характер этой функциональной связи [40]. Для наилучше­
го описания различных течений значения эмпирических постоянных в соотношениях для ко­
эффициентов турбулентного обмена следует варьировать, поэтому подобные теории не нужда­
ются во введении перемежаемости. В то же время, перемежаемость, как ясно из сказанного, 
является некоторым признаком нелокального крупно-мелкомасштабного взаимодействия, ко­
торое не учитывается в полуэмпирических теориях для одноточечных моментов. Таким обра­
зом, теория К61 в полуэмпирических моделях турбулентности до настоящего времени никак 
не применялась. Рассмотренный в представленной работе модифицированный термодинамиче­
ский подход, позволяющий использовать диссипацию турбулентной энергии в осредненных 
гидродинамических уравнениях движения в качестве индикатора перемежаемости, является 
основой для разработки более точного и универсального описания развитой турбулентности. 
Однако детальный анализ феноменологического моделирования внутренней перемежаемости 
(связанной со скоростью и температурой) в инерционном интервале и тем самым разработка 
методики определения коэффициентов турбулентного обмена в зависимости от параметров, 
управляющих режимом течения жидкости в целом, лежит вне рамок настоящей работы. 

Заключение. Кратко суммируем основные результаты. Использование концепции раз­
деления течения на осредненное, для описания осредненных больших («надсеточных») вихре­
вых структур, и собственно турбулентное (хаос), включающее ансамбль мелкомасштабных 
вихрей, позволило построить феноменологическую макроскопическую модель развитой ста­
ционарно-неравновесной турбулентности, как процесса самоорганизации в открытой системе. 
Включение в модель флуктуирующего хаоса набора случайных внутренних параметров для 
описания когерентных мезоструктур («подсеточные вихри»), таких как вихревые кольца, вих­
ревые трубки, вихревые слои и т.п., дало возможность получить методами статистической не­
равновесной термодинамики кинетическое уравнение Фоккера-Планка в конфигурационном 
пространстве [3]. Это уравнение предназначено для определения временной эволюции плотно­
стей распределения условных вероятностей характеристик, относящихся к вихревым и темпе­
ратурным образованиям малых масштабов, а также для анализа стохастических процессов пе­
рехода из одного стационарно-неравновесного состояния турбулентного хаоса в другое в ре­
зультате последовательной потери устойчивости гидродинамической системой при изменении 
параметров, управляющих режимом течения. 



124 А.В.Колесниченко 

В настоящей работе рассмотрен также альтернативный метод для исследования меха­
низмов подобного перехода, основанный на стохастических уравнениях ланжевеновского типа, 
тесно связанных с выведенным кинетическим уравнением. С использованием детерминистских 
динамических уравнений проанализирована фундаментальная проблема разрабатываемого под­
хода - возможность существования асимптотически устойчивых стационарно-неравновесных 
состояний турбулентного хаоса. Предложен обобщенный неравновесный термодинамический 
потенциал для внутренних переменных и показано, что он является функцией Ляпунова для 
неравновесно-стационарных состояний ансамбля, отвечающего подсистеме турбулентного хао­
са. 

Хотя проблема развитой турбулентности с формальной точки зрения относится к тео­
рии диссипативных динамических систем, потенциальные возможности этой теории (бифур­
кации, показатели Ляпунова, странные аттракторы, фрактальная размерность аттракторов и 
т.д.), разрабатываемые в основном для систем с малым числом степеней свободы, оставались 
до последнего времени практически не использованы для развитой турбулентности, характери­
зуемой очень большим числом возбужденных макроскопических степеней свободы. Нами 
предложен комбинированный стохастико-термодинамический подход к моделированию турбу­
лентности, когда фазовым пространством физического ансамбля служит не бесконечномерное 
пространство состояний турбулизованной жидкости, каждая точка которого отвечает опреде­
ленному распределению случайных полей скорости и температуры, а пространство конфигу­
раций двух или трех измерений, отвечающее внутреннему строению подсистемы турбулентно­
го хаоса. Такой подход, по нашему убеждению, отвечает более продуктивному применению 
методов исследования динамических систем - одного из быстро развивающихся направлений 
нелинейной динамики, включающего в себя эволюцию хаотических движений и формирова­
ние упорядоченных диссипативных структур. Вместе с тем, следует признать, что построить 
предложенным способом эффективную математическую модель развитой турбулентности с 
учетом когерентных образований пока невозможно, поскольку не определены их топологиче­
ские свойства, другими словами, представляют ли они собой извилистую разветвленную кри­
вую - вихревую трубку или волнистую слоистую поверхность - вихревой лист, или вихри 
Бюргерса и т.п. А это, в свою очередь, не позволяет описать подобные вихревые структуры 
малых масштабов адекватным набором внутренних параметров. 

Двойственный характер необратимых процессов, приводящий к отсутствию порядка 
вблизи равновесия и к упорядоченности вдали от равновесия, наглядно проявляется при ана­
лизе современных проблем турбулентности макромира во всем многообразии пространствен­
но-временных масштабов, от вопросов происхождения и нелинейной эволюции Вселенной, 
звездной и планетной космогонии, до процессов в газовых оболочках небесных тел и форми­
рования экосистем, в которых возможны случайные каскадные процессы образования разно­
масштабных вихрей. С попыткой построить более полные и отвечающие реальным природ­
ным процессам модели указанных сложных явлений и нацелена данная работа. При после­
дующем анализе этих конкретных явлений в задачах численного моделирования, разрабаты­
ваемый термодинамический подход к описанию структурированной турбулентности, несо­
мненно, получит свое дальнейшее уточнение и развитие. 
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