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Г.А.Серегин 

О РЕГУЛЯРНОСТИ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 
ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ 

В работе рассматриваются вариационные задачи деформационной теории 
пластичности, функционалы которых имеют линейный рост относительно девиатора 
тензора деформаций и квадратичный рост относительно его следа. Даны обобщенные 
постановки, гарантирующие существование слабых решений. Особенность основного 
результата по регулярности состоит в том, что дифференциальные свойства слабого 
решения выражаются в терминах решения двойственной задачи. При некоторых 
ограничениях на интегрант задачи установлена частичная регулярность слабого 
решения. 

Во многих практически интересных случаях функционалы вариационных задач 
деформационной теории пластичности имеют линейный рост относительно девиатора 
тензора деформаций и квадратичный рост относительно первого инварианта того же 
тензора. Это приводит к тому, что функциональная постановка вариационных задач, 
которая естественным образом вытекает из классической и в которой предполагается 
суммируемость тензора деформаций, не обеспечивает их разрешимости. Для некоторых 
моделей деформационной теории пластичности в работах [1-4] были даны обобщенные 
постановки, гарантирующие существование слабых решений. В данной работе изучаются 
дифференциальные свойства таких решений. В случае упругопластической среды Генки 
некоторые утверждения по поводу их регулярности приведены в статьях [5-7]. 

В математическом плане задачам деформационной теории идеальной пластичности 
присущи те же трудности, что и вариационным задачам для функционалов линейного 
роста относительно градиента искомой функции. В скалярном случае известно уже 
довольно много как локальных, так и глобальных результатов по регулярности их 
решений (см., например, [8-12]). Если же искомая функция векторнозначна, то 
аналогичных достижений пока не так много. По данному вопросу мы отсылаем к двум 
недавно опубликованным работам [13,14] (см. также библиографию в них). 

Наряду с исходной вариационной задачей деформационной теории пластичности, в 
которой определяется вектор перемещений точек упругопластического тела, мы 
рассматриваем двойственную задачу относительно тензора напряжений и изучаем его 

Ключевые слова: вариационная задача, существование и регулярность слабых 
решений, пластичность. 
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дифференциальные свойства. Полученная информация о регулярности решения 
двойственной задачи, а также соотношения двойственности позволяют установить 
качественные свойства слабых решений прямой задачи. 

В настоящей работе доказывается наличие у тензора напряжений локально 
суммируемых с квадратом обобщенных производных первого порядка (теорема 2). Для 
интегрантов, которые порождены конкретными моделями пластических сред, утверждения 
основной теоремы 4 можно интерпретировать как существование упругой области. При 
некоторых дополнительных ограничениях на интегрант установлена частичная 
регулярность слабого решения (теорема 5). 

Отметим принципиальный характер привлечения двойственной задачи для анализа 
регулярности слабых решений. Дело в том, что двойственная задача не зависит от 
способа определения слабого решения прямой задачи и, как правило, однозначно 
разрешима. 

Доказательство основного результата проводится по схеме, которая используется 
для установления частичной регулярности методом от противного (см. [15-17.3). 
Центральное звено в ней - неравенство Каччопполи. Его аналог для двойственной 
переменной содержится в формулировке леммы 2. 

В первом параграфе дано определение слабого решения вариационной задачи 
деформационной теории идеальной пластичности. Во втором параграфе рассмотрена 
регуляризованная задача и установлена ее связь с исходной задачей. Наиболее 
существенные результаты данной работы представлены в третьем параграфе. В 
четвертом параграфе доказан аналог неравенства Каччопполи, а в пятом даны оценки 
решения одной системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. 
Основная лемма и теорема 4 доказаны соответственно в шестом и седьмом параграфах. 
И наконец, в восьмом параграфе сформулированы результаты по регулярности слабых 
решений для деформационной теории пластичности со степенным упрочнением (по этому 
поводу см. также работы [18-20]). 

§ 1. Слабые решения и вариационное неравенство 

Обозначим через И"*" пространство вещественных тхп матриц, через И" х п -
вре 

подпространство симметричных матриц из М п х п. Пусть, далее, е - е - — SD - девиатор 
матрицы ееМ"3"1, a sp е - ее след и 0 - единичная матрица в м п х п. Кроме того, мы 
будем использовать следующие обозначения 

e-cr=sp (Етср')ве.ив- , |Е|2=е-.е, ^=^1}), •(r=(.iri])eWPxn, 

в которых принято соглашение о суммировании по повторяющимся индексам, а матрица 
с т получается из матрицы е транспонированием. 

Пусть П - ограниченная область в ж" (п=2 или 3), граница 30 которой 
непрерывна по Липшицу, обозначим через 1.Р(П;МГ) и ы^п-.ш") соответствующие 
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- множество допустимых тензорных полей; 

пространства Лебега и Соболева функций со значениями в ИГ. 
В рамках деформационной теории пластичности поле перемещений и точек 

однородного и изотропного упругопластического тела, занимающего область П и 
находящегося под действием заданных нагрузок f и F, определяется в результате 
решения следующей вариационной задачи (см., например, [ 2 1 ] ) : 

найти u=(u1)eK0+u0: I(u)= inf {I{v):veV0+uQ}. (1.1) 

Здесь в качестве области определения функционала 

I(v) = Г (g(e(v)) - f-v)dx - Г F-vdS 
ft a2n 

выбирается пространство 

П Р > Ч Ш ) = iv={Vi): div veLp{Q), |v| + |e D(v)| e 1Ч(П)} 

при p=2 и g=l; VQ - множество всех вектор-функций из В 2 , 1 Ш ) , равных нулю на 
д^сдО.; agO^snNajQ; u Q - заданное поле перемещений из В 2 , 1 Ш ) ; e(v) - симметричная 
часть градиента векторного поля v, т.е. e(v)=(e (v)), е^(") =' (vt J + V ^ J J / 2 и 
v, = Эу-j/aXj; g(a)=|K0sp2a+ + g0(|aeD|) для всех ав из W^*", где KQ - положительная 
постоянная, а функция g 0 определяется выбором конкретной модели пластичности. 

Будем считать, что 

feL n ( n :R n), FeZ.ra(a2Q; R n ) , и^ЛП; R n ) . (1.2) 

Мы предполагаем, что четная функция g 0:R—Ж удовлетворяет условиям: 
а) g 0 непрерывно дифференцируема на R; 

б) g'Q не убывает на [0, + ю [; (1.3) 

в) g'(0)=0, g'(t) > / 2 " к», 

t »+со 

где к» - заданная положительная постоянная. 
Задача ( 1 . 1 ) имеет двойственную задачу, в которой определяется тензор 

напряжений <г 
найти o~GQtnK: iUo-)=sup{K(x): теОутКЬ (1.4) 

Здесь функционал R задачи вычисляется по формуле 

Я(г) = Г (r-e(u0) - g*(x) - f-u0)dx - J" F-udS, 
ft Э 2П 

в которой g*(x)= \ sp 2x+g*( IT d I) - преобразование Юнга функции g, а 
2n zK Q

 0 

g*(t)=sup{ts-g0(s):seR} - преобразование Юнга функции g0; 

К = {теЕ: |т°| s к, П . В . В Q} 
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Qt = {те2 п : div т = -f В Q, xv = F на 3 2 Q } 

- множество тензорных полей, удовлетворяющих уравнениям равновесия (через v 

обозначена единичная внешняя нормаль к поверхности ЭШ; при определении множеств К 
и Q f были использованы следующие пространства тензорных функций: 

S = {т = (т и) : т = т т, |т|е12(П), |T D|eL"(n)b 

I = { т б I : div т е L4(Q)}. q 

З а м е ч а н и е 1. Пусть beL°°(a2n.;lRn) и теХ п. Будем говорить, что xv = ь 
на 9 2Q тогда и только тогда, когда функции Ъ и т связаны тождеством 

i (x-e(v) + v-div ) dx = Г b-vdS, VveHQ. 
3 2Q 

Приведем достаточное условие разрешимости задачи (1.4) (см., например, [2,4]) 

Эо-^О^лК: k 1 D | s V^ZT к»Л п.в. в а для некоторого ле[0,1[. ( 1 . 5 ) 

Функционалы задач (1.1) и (1.4) порождены лагранжианом 1 

liv.x) = Г (e(v)-x - g*(x)-f-v)dx - J F-vdS, veV0 + uQ, xeZ, 

j R(x), при этом 

I(v) = sup l(v,x), inf l(v,x) = \ f 

xeZ v 6 V o l "ю ' T*V 
Более того, справедливо утверждение: 

пара функций и и о- есть решение задач (1.1) и (1.4) тогда и только тогда, 
когда она является седловой точкой лагранжиана 1 на множестве {VQ+uQ) (1 . 6 ) 

т.е. когда 

. 1{и,х) £ Ни,а-) £ l(.v,<r), Vve7 0 + u Q, V T е К. 

Задача (1.1), вообще говоря, не имеет решения. Это объясняется тем, что 
функционал I в лучшем случае коэрцитивен на аффинном многообразии v

0
+ u 0 

нерефлексивного пространства D2,1(Q). С физической же точки зрения в задаче (1.1) 
не учитывается возможность появления разрывных решений. 

Наш подход к построению вариационного расширения задачи (1.1) изложен в [3,4] 
и основан на введении расширенного лагранжиана L 

L{v,x) = - Г F-uQdS + Г (x-e(u0) + (u0-v) • div т - g* (x)-f- v)dx, 
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областью определения которого является множество V хЕ. Класс V состоит из всех 
п 

суммируемых в П со степенью п_^ вектор-функций v, для которых конечна величина 

sup U - Г b-u Q dS + Г ( T - C ( U 0 ) + ( U 0 - V ) • div r)dx | : II т II s + 

+ ' Ь ' Vo Q ) " X ' T € S n ' W = " та ^ } " 

Прямо из определения класса К + следует, что он вкладывается в пространство 
BD{Q) суммируемых в П вектор-функций, для которых симметричная часть градиента 
есть ограниченная в Q мера [22]. Имеет место следующая теорема 

Т е о р е м а 1 . Яусть выполнены условия ( 1 . 2 ) , ( 1 . 3 ) , ( 1 . 5 ) , тогда лагранжиан 

I, имеет на множестве К+х(Кг\<?) по крайней мере одну седловую точку (и,<г) такую, 
что: 

L ( U , T ) £ Liu.o-) s L(.v.<r), 4veV+, VxeKnQ, ( 1 . 7 ) 

где Q = {те£ п : xv = F на Э 2П }. 
Волее того, тензорное поле а- есть решение задачи ( 1 . 4 ) , а векторное поле иеК + 

есть решение вариационной задачи вида 

Ф(и) = inf {ФМ-.veV }, ФЫ) = sup I ( V , T ) , ( 1 . 8 ) 
тео 

и справедливы равенства 

Ф(и) = inf{I(v): veV0+u0} = R(<r). ( 1 . 9 ) 

Отметим также, что ФМ = J(v), если veVQ*uQ. 

Положим t Q= int {t>0:g'0lt)=v~~2~' k„}. Если предположить еще, что 

g 0 e c 2 ( [ 0 , tQl и gl (t)>0 при te[0,to[, ( 1 . 1 0 ) 

то функция g0 будет строго выпуклой, а задача ( 1 . 4 ) - однозначно разрешимой 
(см. [ 1 4 ] ) . 

§ 2. Регуляризованная задача 

Рассмотрим следующую вариационную задачу, которая зависит от положительного 
параметра 5 , 

найти u 5eK*+u 0 : I 3(u 6) = inf US(v):V6K»+UQ}, ( 2 . 1 ) 

где 

ISlv) = -f- £ |eD(v)|2dx + I(v), V* = VQ л W 2 (n;R n). 

Мы будем предполагать, что 
пространство У* плотно в VQ по норме пространства П 2 , 1(П). ( 2 . 2 ) 

В [ 4 ] указаны практически интересные соотношения между множествами 6A~i и 
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аг<п, при которых условие (2.2) выполнено. 
Л е м м а 1. Пусть выполнены условия (1.2), (1.3), (1.5), (1.10), (2.2), и 

пусть 8 — > 0. Тогда существуют последовательности us и <rs такие, что 

о-5 = 5e D(u S) + (с(и5)) — » о* слабо в L2(£J;M^Xn ); (2.3) 

и —> и сильно в Lrto;IRn) при ге[1, [ ; 

п 

u 5 — > и слабо В L""1 (Я;К п); 

| x-e D(u), VT€C^(n;IM^Xn); 8 J*|eD(u5)|2dx > 0, 
r-eD(u5)dx 

t 5 D = _ S C D { u 8 ) — ¥ . _ B L » ( n ; | M n x n h 

где и - некоторое решение задачи (1.8), а о- есть единственное решение задачи 

(1.4). 
Доказательство леммы 1 для интегранта вида 

0 s i s t = ( 2ut, 
g'M) = _ О 2 Ц ' ( 2 > 4 ) t > t0, 

соответствующего упругопластической среде Генки, имеется в [23] (см. также [14], 
лемма 2) и без труда переносится на общий случай, если воспользоваться равенством 
T 5- E(u 5)=g(e(u 5))+/(T S) п.в. в П. 

Из леммы 1 можно вывести следующие утверждения: 
Т е о р е м а 2. Пусть fel/^ 1 о с(П;К п) и существует положительная постоянная 

с* такая, что неравенство g'At)sc^g'Q{t)/t имеет место для всех неотрицательных t. 

Тогда в условиях леммы 1 справедливо включение <rewl , Ш;МпХп ). 

Т е о р е м а 3. Яуошь выполнены условия леммы 1, а также 
функция t I > £ 0 ( * ) выпукла вверх при t>t^0, (2.5) 

t Q = +00. (2.6) 
Тогда meas {х€П : | o-D(x) | = V^Z К»} = 0. 
Для интегранта (2.4) теорема 2 доказана в [7]. В общей ситуации она 

доказывается по той же схеме, что и лемма 2 настоящей рг1боты, а те несложные 
изменения, которые при этом необходимо сделать, можно найти в [7]. Теорема 3 
фактически доказана в [14], теорема 2. 

§ 3. Формулировка основных результатов 

Доопределим нулем функцию t i—> g|J(t) в точке t = tQ. 

Теперь введем два симметричных линейных оператора Л 0 , л * : И " Х п — > И^ Х п, 
которые зависят от тензорных параметров следующим образом: 
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ci >Л0(т)е= 
( a 2 g 0 ( | P | ) 

С" 

I °Pijapk» 
e k m ,aei »Л0(<г)ае = 

d2g'0(\pl) 
ар, ,вр. *к» 

р=<Г' 
(3,1) 

где е,ае,т,о-€И°хп, причем |<г| < v~2T к*. 
Если <г = g'A \х\ )т/|т|, то операторы Л 0(т) и Л*(о-) взаимно обратны, т.е. 

Л" 1 (т)=Л*(<г). Далее, введенные операторы порождают билинейные формы 

£0(т;е,ге) = (Лп(т)е)-аг, £0(<т;е,зе) = (Л0(сг)е)-а. 

Если ввести функции hAt)=min{g'At),g'At)/t}, n2(t)=max {g'At),g'At)/t}, то 
нетрудно установить следующие неравенства 

hA\x\)\e\2 £ £0(т;е,е) =s h2(|r|)|e|2, e,x€lMfn . 

Будем предполагать, что 
для У\е[0,}/~2~' к А существует постоянная > 0: 

(3.2) 

g0(|T|) g0(|g|) 
|е| 

• (т-е) * яЛл2(|т|)|т-с|: (3.3) 

для VT,eeMjJXn , но таких, что е = (g 0)' (1<г| )<r/W\ и \сг\ * Л. 
Введем величины v (Г) = min h.[t),v = max h (t). Как показывают условия 

(1.10), (3.3), они связаны следующими неравенствами 
0 < vAT) s v2 < + со, v r e [0, t 0 [ . (3.4) 

Из (3.1), (3.2) и (3.4) легко получаются полезные оценки 
v (Г)|е|2 * с " ^ " '" | 2 U t " = iMn><n £0(т;е,е) s 1>21еГ, V T , Е е 0^ х п , |т| s Т < tQ. (3.5) 

(3.6) М х |ае|2=£Е0 (о-; ае, s)^M2(A) |ае|2, Vo\a> е И^ Х п, |<r|s А< к*. 

Теперь мы можем дать основные результаты данной работы. 
Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия (1.2), (1.3), (1.5), (1.10), (2.2) 

(3.А), а также 

f е 1/f (fi;Rn) при п > п. (3.7) 
п, 1ос 

Пусть а- есть решение задачи (1.4). Тогда существует открытое множество Q tc fi 

/покое, что 

о- е cPdJ^Wj^"), № е ] 0,1 [, 

|o-D(x)| < / 7 i , Vxefij, |<rD(x)| < \Г2 k» п. В. в £2 \ fir 

(3.8) 

(3.9) 

Т е о р е м а 5. Если выполнены условия теорем 3 и 4, то теав (ОЛО^) = 0 . 
Для доказательства теоремы 4, согласно терминологии, принятой в [ 1 7 ] , 

используется мнепрямой" метод (см. также [ 1 5 , 1 6 ] ) , в котором фундаментальную роль 
играет неравенство Каччопполи. Его аналог устанавливается в следующем параграфе. 
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I , h d x = ( h ) x 0 > R = meas Щ И ) J 
в(х , R ) И В ( Х П , Н ) 

hdx 

среднее значение функции л на шаре В(х 0,Я), а через 7«={v:c(v)=0 в П } -
пространство жестких смещений. 

Л е м м а 2. Выберем положительное число пх так, чтобы п<п^<min {2л/(п-2),п. 
Яусть В(х,К) в П 0 s П, ie[0, II, и пусть постоянные матрицы <г°,ге°е М ° Х п связаны 

соотношениями 

* 
ж 0 = -gl- (о-0) при |o-ODl s Л < v~Z К». (4.1) 

Тогда в условиях теоремы 4 справедливо неравенство 

с - 2 / n i 
Л B ( x 0 , t R ) l i l J " \ В ( х 0 , В ) 

1 - * / * 
+ J |u| n idx) 2 / n i}, 5= = «гчг°. 5 = u-^Cr-XoJ-v^n*-^-, (4.2) 

в колюром постоянная с% зависит только от п, К0, к*, П 0, f. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для интегранта (2.4) лемма 2 установлена в [23]. 

Поэтому мы изложим лишь план ее доказательства с указанием тех изменений и 
дополнений, которые необходимо сделать в [23], теорема 1. 

Итак, мы рассматриваем регуляризованную задачу. Используя разностную технику, 
у Я 1 nxn 

легко показать, что e(u . ), <r°eWl . (Q;M. ). Поэтому мы можем написать 
* У 1С ) К X О С S 

тождества 
(4.3) 

где 

jjo-*k-e(v)dx = | / k-vdx, W б С£Ш;КП), k=l,2 л, 

<r k̂ = K0dlv u*kl +5e D(u^ k) + A 0(e D(u S))e D(u^ k). 

При доказательстве леммы 2 для краткости мы будем часто опускать индекс "5". 
Принимая во внимание оценки (3.2) и (3.4), для решения регуляризованной задачи 
будем иметь следующие неравенства: 

o-°k-o-°ks(S+v2) (5e D(u k) - «^(и k)+£ 0(c D(u); e D(u > k), eD(u k))), (4. 4) 

o->k-o-)k£ с 2(К 0,л,У 2)о- к-е(и ) к) при 3e]0,lJ. 

Возьмем произвольную функцию yeC™(Q)nW^(n) и положим в тождестве (4.3) 

§ 4. Неравенство Каччопполи 

Обозначим через B{x0,R) шар радиуса R с центром в точке xQ через 
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v=<p2u к. Затем повторяем рассуждения работы [23], теорема 1. Необходимая при этом 
их модификация связана лишь с очевидным применением оценок (3.2) и (3.4). В 
результате получим 

Isc 3I 1 / 2 Ц| V<p | 2 ( б I e D(S) 1 2+1?1 2+h 2(I e D ( и ) I ) I e D ( й ) 12)dxj 1 / Z + 

+ | 2(f®V)-eD(u)dx + I ^ J V ^ J H 5Rdx - ^ (feu)-vVdx + 

+ I -Vudx, I = | <p2<rye(.uk)dx. (4.5) 

Самым „ПЛОХИМ" В неравенстве (4.5) слагаемым является интеграл вида 

|VV|2h2(|eD(u)|) |eD(u)l2dx. 

Именно для его квалифицированной оценки требуется условие (3.3). Действительно, в 
силу уравнений равновесия имеем 

| IVpl2? -e(u)dx = |(|V#>|2f-U - ( o ^ d V ^ D - u )dx. (4.6) 

Теперь если воспользоваться соотношениями (4.1), зависимостью тензора 
напряжений сг от тензора деформаций е(и) (см. лемму 1) и условием (3.3), то можно 
установить следующую оценку: 

ff-edD^div^+SlePfu) |2+S3e°-eD(u)+Hxh2( |eD(u) I) |eD(H) | 2, 

которая вместе с (4.6) приводит к соотношению 

If B^-J{ lVf-й - (5=7(|7V|2))-u-6|V«)|2»0-eD(II)}dx. (4.7) 
Я 

Выберем теперь функцию <р специальным образом: 0£«>(х)£1 при xeQ, supp 

<pcB{xn,s)cB(x,R)mQ, <р(х)=1 при xeB(xn,r), 0<r<s£R, max|V>(x)N — j- при 
и " и и х (s-r) K 

к=1,2,3. Проинтегрируем по частям во втором и пятом слагаемых правой части 
неравенства (4.5) и применим оценки (4.4), (4.7). В результате придем к 
неравенству 

J <rfk-<r k d x ^ / — i — | J" (3|eD(u)l2+|?|2+6|eD(u)||a>0D|)dx+ 
B ( x 0 , r ) ' л (s r) B ( X o > s ) 

+ 7 ^ з J 1*1151^ J ^ M D X + T ^ T i +Vf||u|dx + 

l i > J B ( x Q , s ) B ( x 0 > s ) l S Г ) B ( x 0 , s ) 

9 Алгебра и анализ, № 2, 1990 г. 
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l S Г > B(x n.s) 
(4.8) 

Для оценки второго интеграла в правой части последнего неравенства 
воспользуемся теоремой вложения в следующей форме (см.[9]): 

{ \ 1*1 н 
B(x Q,s> 

1/2 *cAn)s П 1 ( [ ( « г ^ Д ^ ! 2 ^ ) . (4.9) 
B(x 0,s) 

Применяя неравенства Гельдера и (4.9) к оценке второго интеграла в (4.8) и 
итерационную технику, которая была использована для аналогичных целей в [23], 
теорема 1 , получим соотношение 

i f о-5 • (r6rdx s 
Ы 1 - 2 J ,k jfk 
л B(x Q,tR) 

* { f ( k 5 | 2 + a|e D(u s)| 2
 +5|a>°| |eD(u5|)ldx 

( l - t ) 6 f f 2 V J I J 
7A B(x 0,R) 

* 2/n, 
— n l 2/n n l 

f J |u 5| dx) 1 4 + K 2f I |f| dx] + 
Л B(x 0,R) B(x Q,R) 

2/n. 2/n, 
П1 Л t П1 Л 

+ W I |Vf| dx] + W I |Af| dxj у (4.10) 
B(x Q,R) B<x Q,R) 

Последняя оценка фактически означает (см. лемму 1), что <г5—хг слабо в 
"г юс ( П ; ИГП ) и- следовательно, о-3—ю- сильно в £ 2

о сШ; М"™). Принимая во 
внимание:это обстоятельство, а также утверждения леммы 1, предельным переходом в 
(4.10) устанавливаем требуемое неравенство (4.2). 

§ 5 . Оценки решения одной системы дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 

Положим для краткости B(t)=B(0, t), В=В(1), (h) t=(h) o t. Пусть функции 
* 

veLlliB;$(n) и те! 1fB;iMnxn) удовлетворяют системе линейных дифференциальных 
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уравнении вида 
с(у-)=Л*(<г°)т= ̂  0 + A*(<r0D)TD, divx=0 в В, (5.1) 

где <г°еМ™п и lo^lsX-V-ZTc.. 

Из результатов по регулярности линейных эллиптических систем дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами нетрудно вывести следующее утверждение (см. 
[14], лемма 4). 

Л е м м а 3. Для функций v и х, удовлетворяющих системе уравнений (5.1), 
справедлива оценка 

где 

Wit) * c8(t*,A)tV(l), 0<t<t»<l, (5.2) 
* 

, ni ч 1 г * 1 1 
W(t) = f | |T-(T)tl dy] + \ inf J |v-(A (o-°)(T)t)y-w»| dyl 

B(t) ' "*^н„ B ( t ) 

и 

V* = {w,:e(w») = 0 в В). 

§ 6. Основная лемма и ее итерации 

Л е м м а 4. Пусть 0<е3<1 и 0<г*<1, тогда для любых te]0, t*[ и Ае[0,уТ к*[ 

существуют положительные числа e 0=e Q(t, t*,A,е 3), Я 0 = Я о и, t*,A, е 3) такие, что 

если 

0<R<Rn, Blxn,R)s fi ; |(o-D) 1<А; Ulxn,R) + < e , (6.1) 
mo 

где 

о' 
кг 

Ulx0,tR) £ 2c8(t», \)t(.UlxQ,R) + (6.2) 

C/(xQ,/?)=U1(x0,i?)+i/2(x0,R), (71(x0,«) = ̂  J I O - ( O - ) X Q R I dxj 
1/n 

1 • 

B(x 0,R) 
* 

* 1/n, 
X R П 1 Л 

U (х,Я)=| inf ( f lu-/ 0' (x-xQ)-v»| dx] 
v * e V * ^ B(x 0,R) ; 

x n,R Sg* o-0 = — (((Г) ) . 

эт xo'R 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что утверждение леммы неверно. Тогда 
существуют числа t, Л и последовательности x h, Rh, e h такие, что 

х ,к к 

Е, 

B ( A ^ ) с nQ; C h=y(x h,R h) +R h
3 0; I (И) Н А , (6.3); 

X ,R h 

У (xh; ti^) >2с81 (У (xh, i?h) +R13 ) =2с81 e h. 
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Локальный вариант первого неравенства в (1.7) имеет вид 

J" {-u h-div(0(T-<r))+0(<rX ,RH-(T-<r)-g*(x)+g*(<r))|dxso (6.4) 
B ( x h , R h ) 

для любых т е С ^ Ш х " , ^ ) ; w £ x n ) и ф<г С* (B(x h,K h)), но таких, что | T D ( X ) | S V T ^ K * И 
О£0(х)з1 для всех x€B(x h,K K). 

h 

Здесь uh=u-o- * h(x-xh)-v£, а жесткое смещение выбирается из условия 
* h * 

— n l х , R h
 п1 

Г |u h| dx = inf Г |u-<r U-xh)-v,\ dx. (6.5) 
h v * e v « h 

B t x . i y B < x , i y 

Неравенство (4.2) можно записать в следующей форме: 

1 г c Q(n,f,A) п-2 

Теперь переведем все на единичный шар при помощи замены переменных x=x h +i? h y, 

xeB(xh, i^J.yeB. Положим 

^1у)=йЬ[х)/1е1^), (гп(у) = (о-(х)-((г) )/е (6.7) 
х > R h 

Из (6.3), (6.5)-(6.7) после замены переменных получаем такие соотношения: 
» * 

(0^)^=0, V h ( l ) = [ J | < r h | n i d y J + у J l v ^ l d y j 
в в 

l/h(l) + R^3/eh=l, Wh(t)> 2c 8t, (6.8) 

В (s) 
где 

n l / n l 

V hCt)=wJ(t) + VljU), I/h(t) = f I |<rlW<rh)>t|nidy) 
B(t) 

I/^(t)4 inf [ I l A y ) - j (Л*((<г) h + e e h ( < r h ) t ) ( < r > h ) y d e - w » | n i d y ) 
н»ен» Btt) о x , Rh 

Осталось произвести замену переменных в неравенстве (6.4). Для этого возьмем 
произвольное положительное число т и рассмотрим множество 

A ^ H x e ^ t B ; ^ ™ " ) : |т°Мш}. Затем выберем произвольным образом функцию *>еС*(В) 
такую, что Os<p(y)sl для всех у из В и положим в (6.4) 0(x)=y>((x-xh)/Kh). Тогда для 
n>h(m) после разложения по параметру e h в неравенстве (6.4) будем иметь 
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-Г {v^-div («>(T-«rh))+2( f £*((сг) + е е т;т,т)<Ю -
в К о . х >*h 

1 
- J £*((cr) h + e 2c h(r h; o-h,oJl)de2)}dy< 0 , VT6K M, ( 6 . 1 0 ) 

О x , B h 

где 

E (o-;ae, e) = - = — sp ae sp e + ЯЛо-"; aeD, e D). nKQ 

Непосредственно из (6.8) следует, что 
* 

< r h — w слабо в ( В ; иЦ"), V*—w слабо в L N B J R " ) . ( 6 . 1 1 ) 

Кроме того, поскольку 

1—2-
1/nj о V • „

 1/П1 
( J*|div <rh|nidyj)J - \ ( J If l^dx) ^ 0 , 

B B ( x h , R h ) 

. n l Л ' 

то div <r n—ьО в L ( B ; R N ) и, таким образом, div <r=0 в В . 

Теперь выберем и зафиксируем функции <р и т в (6.10). Пусть 0<s<l и supp у с 
cB(s). Тогда в силу оценки (6.9) будем иметь 

<r h—*г в L N I ( B ( s ) ; М"*"), o- h—хгп.В. В B ( s ) . ( 6 . 1 2 ) 

Устремим л к бесконечности в (6.10). Ясно, что 

Jv^-div (.<р(т-оЬ))<1у—> jv -div (.<р{т-<г ))dy. 
B ( s ) B ( s ) 

Если (<г) —хг°, то в силу сделанных предположений l<r0D| s Х - С У П С * . 

Следовательно, <r° есть точка непрерывности функции TI—>Л (т), поэтому из (6.12) 

вытекает, что 

£*((<г) h + S ^ x ; х , х ) — > £*(<г°; х , х ) . 

£*((<r) h + e2eh<rh; Л<гь) —> £*(<г°; ff.ff) 
х , 1 ^ 

п.в. в B(s)x [ 0 , 1 ] . Таким образом, согласно лемме Фату, будем иметь 
1 

lim inf Г V Г Е*(.(о~) . +e.e.c*l;<rh,ofl)de„dy* Г <рЕ* <?°;<r,<r)dy. 
в о 

Принимая во внимание оценку £*((о-) + е ^ ^ х , х ) ^ - ^ Sp 2x + 
х , 1 ^ n K 0 

/ У П ^ + Х Ч 

ц 2 g Их г при всех л>л(т), по теореме Лебега о мажорируемой сходимости + 
получим, что 
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lim Г if Г £*(((*•) . + е.е.т; x,r)de.dy = Г <рЕ* (<г°;т,т )dy. 
^ В О h В 

Итак, мы можем перейти к пределу в неравенстве (6.10) и установить 
соотношение 

- J" {v-div (?>(т4)) + j (£*(о-°;т,т) - £*(<r°,^))}dy s 0. 
B ( s ) 

В силу произвольности параметров т и s, функций т и <р и соображений плотности 
получаем окончательно равенство e(v)=A* (cr°)<r. Следовательно, пара v и <г 

удовлетворяет всем условиям леммы 3 и для нее верна оценка (5.2). Теперь если мы 
покажем, что 

* 
<rh кг В L4B(t);WF*n), v* bv В LNBU); RN), (6.13) 

то тем самым докажем лемму. Действительно, в этом случае, согласно сделанным 
предположениям, мы будем иметь неравенство I/(t)^2c8t. С другой стороны, в силу 
(6.8), (6.11) справедлива оценка И 1)̂1, что противоречит утверждению (5.2) леммы 
3. 

Перейдем к доказательству соотношений (6.13). Первое из них уже доказано 
(см. (6.12) при s=t). 

Пусть в (6.10) reCj(B(t);IM̂ XN), причем |т|=а, и пусть у(у)=1 для всех у из 
B(t) при t<s. Тогда из (6.10) выводим оценку 

J" v"-div Tdys - J <rh-(yh®y<p)dy+ J" [-^— s p 2 T + n 2 [ — | T D | 2 W 
B(t) B ( s ) B D s ^ о 

Вычисляя верхнюю точную грань левой части последнего неравенства по всем таким т и 
учитывая (6.8), получим, что последовательность v" ограничена в пространстве 
BD(B(t)). Принимая во внимание компактность вложения пространства BD{B{t)) в 

* 
п. 

пространство L 1(B(t);RN) (см.[22]), устанавливаем и второе предельное соотношение 
в (6.13). Лемма 4 доказана. 

Из леммы 4 по индукции выводятся следующие утверждения: 
Л е м м а 5. Пусть числа 0<v<l, 0<t<t», 0<X<v*~2k* таковы, что 

2ce(t»,X)t1-I'=l. (6.14) 
Пусть, далее, при e3s]v,1] выполнены условия 

0<R<R0, В(х0,Д)еП0; I (o"D)x^Rl<X1<X<vr~Z к ж; 
П 

UU0,R) + / 3 < £ 0 = (l-t G 3" V) min {cQAl-tv)tni (X-Xj)}. (6.15) 
Тогда для любого натурального к верны оценки 
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<e,-i>)k 
е„ 1-t 3 

|(<г°) | < Х ; U(x0,tkRUtv*[uU0,R)+RC3 " С з_„ )• (6.16) 
хо' R 

Л е м м а 6. Если выполнены все условия леммы 5, по 

<М*о'Р>*2(т) ^ = Р - ( Л ) ( ^ 0 < K ) + R C 3 ) , | ( < r D ) X O > P | < X (6.17) 

при CKpsK. 

§ 7. Доказательство теоремы 4. 

Докажем сначала две вспомогательные леммы. 
п 

Л е м м а 7. Пусть B(x0,K)<iQ.0, I (<rD)x R\<\-zniUAx0,R) при \<V~2 к», тогда 

справедлива оценка 

иЛх0, R/2)smax||, c1AR+U1 (xQ, R) )} UAxQ, R)+cn (К+Уг (xQ, R)), (7.1) 

в которой постоянные с10 и с п зависят, возможно, лишь от К0, к,,п,п^,\,Q.Q,f. 

Л е м м а 8. Пусть точка xQeQQ такова, что 

lim lMx o,R)=0, lim|(o-D) R| = A.< / 7 k,, 
P>O 1 0 R*O x o , R 0 

Тогда lim inf t/,(xn,R)=0. 

Утверждение леммы 8 непосредственно следует из леммы 7 (см. доказательство 
леммы 9 в [14]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 7. Как уже отмечалось в предьщущем 
параграфе, из первого неравенства в (1.7) можно вывести соотношение 

- J" {Ujj-div (0(T-<T))+0(O-R-(T-<r)-g*(T)+g(<r))}dx £ 0 (7.2) 
B(xQ,R) 

для любых теС 1 (B(x0,R); мЦ**) и 0ec£(B(xo,R)) таких, что |T dIsv^x, и Os^l в 

B(x Q,R). Здесь о*=о- °' , uR=u-o-R(x-x0)-v*R, а жесткое смещение v* R определяется из 
условия 

п*
 1/п1 

Й ( \ К" = " 2
( v R b 

B(x0,R) 
Далее рассуждаем так же, как и при выводе неравенства (6.10). Имеем 

- \ <ф lydiv (т-(а-) ) + * } £*((<г) в+в(т-(«г) );т -
B(X0,R) ° 0 ° " 
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B(x 0,R) 0 

- (u„eV0)- (<г-(<г) „)ЫхЛ (7.3) 
о* 

Рассмотрим множество К0(П)={теС^(П;1Мпхп): |т|з1 в Q}. Возьмем фушщию ф таким 
образом, чтобы 0(х)=1 при хеВ(х0,К/2), |V0(x)|s4/« при xeB(x Q,K), и положим в (7.3) 

т =(°") х R
+ 2 — ж ДО*1 ж и з К 0(В(х 0,Я/2)). В результате получим 

2 - j [-uR-div a - у - max { г п ^ . И ^ 2 ~ J / ' " ' Г * * 

J lu RKlx| + * k-(o-) Idx. 

Последнее неравенство можно записать в другом виде, а именно 

j" H(|e(uR)|)= sup - j" juR-div a e + c 1 2 ^ - ^ — N l 2 } dxs 
B(x 0R/2) aE6K 0(B(x 0,R/2) ) B(x QR/2) 

£ S j U g . R ) meas B ( x Q , « / 2 ) , 

где 
->n+2 

tf(t)= sup jst 5 c 1 2s 2: Is I =s i|. 

а постоянная c 1 3 зависит лишь от Q Q и f. 
После применения неравенства Йенсена будем иметь 

я( j |eCuR) ll — Sjfx^R). (7.4) 
B(x 0,R/2) 

Из теоремы вложения и соображений подобия выводится следующее неравенство 
• * 

п 1 / п 1 
|( / lu / ' d * ) ^ c 1 4 ( n , n i ) J |e(u R)|, 

B(x Q,R/2) B(x 0,R/2) 

где и н = и - < г к ( х - х 0 ) - у » н , причем жесткое смещение v* R выбирается из условия 
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* 
1/п 

J \uR\ dx = inf J |u-<rR(x-x0)-v»| 1 dx. 
B ( X 0 , R / 2 ) v«ev» B ( X o > R / 2 ) 

Следовательно, вместо ( 7 . 4 ) можно написать 

n* 1 

I 1 4 B<x 0,R/2) 

Решая последнее неравенство относительно интеграла, придем к следующей оценке 
. * 

s SAxQ,R). 

B(x 0,R/2) 

£ max ^ . C ^ O W / J U ^ K ) ) } fX , (x 0 , .R) + c^R+UAx^R)), 

в которой положительные постоянные c l g, c J 6 зависят от уже упомянутых величин. 
Далее имеем 

« 
n i — 

и
аЦ>- я> * £( / luRl dx) + I 

1/n. 
W Z R i 

<T -<rR|. 
B(x 0,R/2) 

1 

Отсюда, учитывая известное неравенство I (о-)х ̂ г'^К я' £ 2 1U 1(x 0,R), а 

также вытекающее из него и условий леммы 7 соотношение 
|о**-<г» |* | |л*( (<r ) X o > R + e( (<r) X o > R / 2-(<r) v R)) ((<r) X o i R / 2-(<r) X o > R) UBS 

Smax{^,M 2(X)}|(<r) X o ( R / 2-«r) v R| S C l 7(n,n 1,K 0,X)y i(x 1,R), 

без труда получаем требуемую оценку ( 7 . 1 ) . Лемма 7 доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Введем множество 

Е={х.бП:1ш inf U, (x„,R)>0}u{xneO:2 lim(<rD) „Ь 0 R̂O- 1 0
 0 в>о V R 

Представим множество £2\Z в виде объединения двух непересекающихся множеств 

n^ixenXE: |<rD(x)<\rz к , } , £̂ =(£242)40̂ . 

Возьмем произвольным образом число i>e]0,1[ и вычислим t*=(l/2) 1 / < 1" v ). Пусть 
х 0бО. г Выберем множество n Q так, чтобы x0efi0<iQ. Полагая Х=( \o~D (xQ ) I +^~2 к» )/2, 
определим постоянную cg(г»,X) в неравенстве (5.2). 
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Пусть t=(l/2c 8) 1 / u~ v ). Тогда te]0, t,[ и вьшолнено равенство (6.14), Далее мы 
находим числа e Q и ftQ леммы 4. Принимая во внимание утверждение леммы 8, можно 
гарантировать существование числа R, для которого выполнены условия (6.15). 
Поскольку функции x i — » K c D ) x R | , xi—» Uix.R) полунепрерывны сверху в точке х 0, то 
найдется шар B(x Q, г), в каждой точке которого выполнены условия леммы 6. Но это 
означает (см. [24]), что функция xi—хг(х) непрерывна по Гельдеру с показателем v в 
некоторой окрестности точки x Q, причем все точки окрестности принадлежат множеству 
П 1. Теорема 4 доказана. 

§ 8. Дополнение 

Предложенный в данной работе метод исследования регулярности слабых решений 
вариационных задач идеальной пластичности без особых изменений переносится на 
вариационные задачи пластичности со степенным упрочнением. В этом случае интегрант 
задачи имеет степенной рост относительно девиатора тензора деформаций. 

Рассмотрим задачу (1.1), в которой пространство В 2' 1 (Я) заменяется на 
пространство В 2 , 1 + а ( Я ) , причем мы будем считать, что 

О < а а 1. 

Предполагается, что выполнены условия (1.3а), (1.3б), а функция g'At) 

непрерывно дифференцируема во всех точках, исключая, быть может, точки ±tQ. Будем 
считать также, что функция ti—»g£(t) принимает в точке t Q значение, равное 
ig'0 (t))'+1 t = t . Кроме того, предполагается существование положительных постоянных 

с , с 2 таких, что 
a-i a-i 

Cj(l+t2) 2 s h 1(t)sh 2(t)ac 2(l+t 2) 2 , t>0 (8.2) 

(определение функций h 1 и л 2 см. в (3.2)). 
При выполнении условий (1.2), (l.3a), (1.36), (8.1), (8.2) задача (1.1) 

однозначно разрешима. При этом тензор напряжений а- и тензор деформаций с (и) 
связаны соотношением 

о- = К 0 div u i + g 0(|e D(u)|) e D(u)/|e D(u)|. 

Сформулируем основные результаты по регулярности решения задачи (1.1), 
полагая k*=g'At)/v^Z. 

Т е о р е м а . Пусть выполнены условия (1.2), (1.3а), (1.3б), (2.2), (8.1), 
(8.2), а также условие 

feW2 (£2;Rn) при п > 
n, loc 

Тогда существуют открытые множества Qj, П 3сП и число е°(п,й, а)е]0,1] такие, 

что <reCvШ1*М3;И™) при всех ve]0,e°[. Кроме того, |o-D(x) H v T k * при всех 
хеПг, |o-D(x) |>V~2k» при всех хеП 3, |crD(x) |=V~Zk» при п.в. xefiXtnjVjng). 
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З а м е ч а н и е 2. Естественно назвать открытые множества Q t и Q 3 упругой 
и пластической областями. 

Т е о р е м а . Пусть выполнены условия теоремы 8.1, и пусть значения левой и 
правой производной от функции t\—>g'0(t) в точке tQ совпадают. Тогда существует 

открытое множество £2»cfi такое, что 
сгеС^ О ^ М " * " ) при всех i>e]0,e°[ и meas (Q\f2»)=0. 
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