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С помощью системы уравнений Баера — Нунциато проведено численное исследование
взаимодействия взрывной волны с жидкостной пеной. Данная задача имеет своей целью
исследование влияния механизма компактирования на волновую картину переотражения.
Разработан вычислительный алгоритм, основанный на методе HLL. Сравнение результа-
тов с вычислительными экспериментами других авторов показывает, что учёт механизма
компактирования приводит к получению более качественных результатов.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача изучения взаимодействия взрывной волны (ВВ) с пеной в настоящее время полу-
чила широкой распространение, например в области взрывозащиты. Ударные волны (УВ) спо-
собны причинять существенный ущерб всевозможным структурам, поэтому задача их ослаб-
ления представляет прямой практический интерес. Большинство методов взрывозащиты ос-
нованы на применении деформируемых защитных слоёв, которые либо рассеивают энергию
взрыва, либо способны отразить волну [1]. Всевозможные пенистые материалы показывают
отличные результаты при использовании их в качестве взрывозащиты. Однако в некоторых
экспериментах наблюдался обратный эффект — усиление нагрузки на защищаемый объект,
что является существенно нежелательным явлением. Более того, известно, что при наличии
в пене химически активных компонент, в момент локального подвода энергии к пене, в ней мо-
жет возникать волна горения, способная в некоторых случаях, например при наличии в пене
водород-кислородной смеси, переходить в детонацию [2]. Подобное поведение пены, хоть и не
находит, по очевидным причинам, применения в области взрывозащиты, может быть исполь-
зовано, например, для устранения разливов нефти на поверхности воды. Вся динамика этого
процесса к настоящему моменту ещё не изучена, в связи с чем активно развиваются методы
численного счёта подобных задач, более того в экспериментальном смысле такие исследования
представляют известную сложность в связи с дороговизной установок, способных воспроизво-
дить УВ большой интенсивности, а также с эффектами распада пены, которые накладывают
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достаточно жёсткие временные рамки на эксперимент. Например, в [3] для изучения взаимо-
действия ВВ с барьером из пены в ударной трубе используется система уравнений Эйлера с
дополнительным уравнением объёмной доли. В [4] для этих же целей используется метод SPH
(Smoothed Particle Hydrodynamics). Вообще, разработано множество математических моделей,
пригодных для численного моделирования динамики пены. Эти модели способны воспроизво-
дить даже достаточно сложные процессы, например горение в пенах. Однако как показывает
опыт, многие из этих моделей требуют точной настройки и подгонки параметров под каж-
дую конкретную задачу, порой имеют проблемы с численной устойчивостью и стабильностью
решения. В настоящей задаче взаимодействия УВ со слоем жидкостной пены предлагается
использовать метод, основанный на системе уравнений Баера — Нунциато [5]. Это система
уравнений, предназначенная для моделирования динамики многофазных процессов. Её пре-
имуществом является практически безусловная гиперболичность, что приводит к подавлению
нефизичных осцилляций и прочих вычислительных проблем, присущих моделям, не облада-
ющим таким свойством. Модель Баера — Нунциато широко применяется для разнообразных
задач многофазной динамики, например для задач внутренней баллистики [6], задачи о соуда-
рении металлических пластин [7], моделирования взаимодействия ударной волны с плотной
засыпкой частиц [8]. Сама идея использования этой системы уравнений к задачам о взаимодей-
ствии УВ со слоем пены не нова, например, в работе [9] была показана возможность численного
исследования взаимодействия ударной волны со слоем полиуретановой пены с учётом эффекта
уплотнения. В нашем случае интерес представляет исследование влияния механизма компак-
тирования, восходящего к работам [5, 10] и ранее применявшегося для описания динамики
диспергированных твёрдых частиц [11], на результат численного моделирования жидкостных
пен. Это исследование представляет интерес по причине того, что в некоторых задачах мно-
гофазной динамики именно правильный учёт этого эффекта позволяет добиться качественно
верного соответствия результатов моделирования и экспериментальных данных. Как показано
в настоящей работе, учёт этого эффекта имеет заметное влияние на протекающие процессы.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ

Математическая модель основывается на системе уравнений [5] для описания течений
двухфазных сжимаемых сред:

ut + fx(u) = h(u)ᾱx + p+ s,
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0
−p̃
−p̃ṽ
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Здесь u — вектор консервативных переменных, f — вектор дифференциального потока,
h(u)ᾱx — дифференциальный источниковый член, p — алгебраический источниковый член,
связанный с релаксацией давлений фаз. Вектор s содержит источниковые члены, описыва-
ющие обмен массой, импульсом и энергией между фазами. Член M отвечает за межфазный
обмен импульсом, член I — за межфазный обмен энергией. При записи системы уравнений
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использованы стандартные обозначения: t — время, x — пространственная координата, α —
объёмная доля, ρ — истинная плотность, v — скорость, p — давление. Параметры с верхней
чертой относятся к жидкой фазе, без черты — к газовой. Скорость и давление с тильдой
соответствуют параметрам на межфазной границе и предполагаются равными:

p̃ = αp+ ᾱp̄, ṽ =
αρv + ᾱρ̄v̄

αρ+ ᾱρ̄
.

В качестве уравнения состояния (УРС) для газовой фазы используется УРС идеального газа
с показателем адиабаты γ. Для жидкой фазы используется двучленное УРС с параметра-
ми γ̄ и P 0. Вектор p содержит в себе члены, связанные с релаксацией давления — реаль-
ным многомерным процессом, проходящим на границе раздела фаз. В используемом вычис-
лительном алгоритме данный процесс отражается в отдельной процедуре, в которой проис-
ходит и учёт эффекта компактирования (см. далее). Вычислительный алгоритм основан на
методе расщепления по физическим процессам. Каждый шаг интегрирования по времени рас-
щепляется на три подшага: гиперболический этап, релаксация давления и учёт межфазного
взаимодействия.

2. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЙ ЭТАП

Для решения гиперболического этапа применяется метод HLL, аналогичный [10]. При ре-
шении исходной системы первое уравнение (уравнение компактирования) решается отдельно
с помощью специальной аппроксимации, удовлетворяющей так называемому p − v условию.
Это необходимо для устранения осцилляций давления, неизбежно возникающих в противном
случае. Оставшаяся часть системы решается с помощью следующей конечно-объёмной аппрок-
симации:

ut + fx(u) = h(u)ᾱx −→
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Численный поток выглядит следующим образом:
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Специальная аппроксимация производной объёмной доли в правой части системы в таком
случае имеет вид
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а соответствующая ей и численному потоку HLL численная аппроксимация уравнения ком-
пактирования записывается как
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Выбор этого метода обусловлен его крайней устойчивостью при решении задач с явными
межфазными границами, однако стоит отметить, что его использование сопряжено с неко-
торыми трудностями, а именно, с «размазыванием» межфазной границы со временем. Для
уменьшения влияния этого эффекта на решение пена добавлялась в расчётную область непо-
средственно перед моментом достижения её поверхности взрывной волной. Этот эффект хо-
рошо известен для метода HLL применительно к системе Баера — Нунциато, и его влияние
может быть уменьшено с помощью увеличения числа ячеек или использования методов рекон-
струкции решения для увеличения порядка пространственной аппроксимации. Более сложные
методы, например HLLC-подобные, в большей степени лишены этого недостатка.

3. ЭТАП РЕЛАКСАЦИИ ДАВЛЕНИЙ

На втором этапе расщепления производится релаксация давлений с учётом компактиро-
вания. В настоящей работе используется механизм, аналогичный [10], а именно:

p̄ = p̃+ β,

β = ᾱρ̄
dB

dᾱ
= −ᾱρ̄ a n ln

1− ᾱ
1− ᾱ0

(
B(ᾱ)

a

)(n−1)/n

,

a = 3 · 104, n = 1.02, ᾱ0 = 0.1,

B(ᾱ) =

{
Ba(ᾱ), если ᾱ0 < ᾱ < 1,

0 иначе,

Ba(ᾱ) = a[b1(ᾱ)− b1(ᾱ)0 + b2(ᾱ)]n,

b1(ᾱ) = (1− ᾱ) ln(1− ᾱ), b2(ᾱ) = (1 + ln(1− ᾱ0)) (ᾱ− ᾱ0).

Здесь Ba(ᾱ) — потенциальная энергия компактирования; f и n — параметры закона компакти-
рования, являющиеся характеристиками рассматриваемой двухфазной среды; ᾱ0 — объёмная
доля жидкой фазы, при достижении которой включается компактирование и она становится
отличной от нуля. Параметр β отвечает за силовое взаимодействие фаз на контактной границе.
Конкретный вид этого члена может отличаться в зависимости от особенностей рассматрива-
емой задачи. Использованный в настоящей работе вид β отвечает случаю так называемых
межгранулярных напряжений, т. е. силе упругости гранулированной среды при достижении
плотной упаковки частиц. Этот эффект реализован благодаря выбору β как ступенчатой функ-
ции от объёмной доли жидкости ᾱ: нуль до некоторой пороговой величины объёмной доли ᾱ0

и некоторая зависимость от ᾱ после. В [9] при изучении пен из полиуретана в качестве β ис-
пользовалась зависимость, основанная на работе [13], в которой проводилось теоретическое
рассмотрение одиночной ячейки пены, что позволяло отразить реальную механику сжатия
слоя пены. В нашем случае параметры модели калибровались по совсем другим задачам и не
имеют точной физической интерпретации для настоящей задачи. Наш выбор модели обуслов-
лен простотой и надёжностью подхода, его многочисленным использованием в более ранних
работах, например [6]. В дальнейших исследованиях ожидается разработка специализирован-
ной под задачи о взаимодействии УВ с пеной модели, однако как можно видеть далее, даже
такой упрощённый подход даёт возможность исследования влияния механизма на динамику
процесса. Более подробно все необходимые формулы и зависимости описаны в работе [11].



208 П. А. Чупров, С. В. Фортова, П. С. Уткин

4. ЭТАП УЧЁТА МЕЖФАЗНОГО ВАЗИМОДЕЙСТВИЯ

На третьем этапе расщепления решается СОДУ с обменными членами в правой части:

d(αρ)

dt
= 0,

d(αρv)

dt
= −M,

d(αρE)

dt
= −I,

d(ᾱ)

dt
= 0,

d(ᾱρ̄)

dt
= 0,

d(αρv)

dt
= M,

d(αρE)

dt
= I, M = δ, I = Mv̄, δ = 0.75 ᾱ Cd ρ |v − v̄|(v − v̄)/d.

В рамках исследуемой задачи единственным обменным процессом считается межфазное
трение, реализованное по формулам из [14]. Межфазное трение — модель, учитывающая тре-
ние между фазами, а именно, процесс выравнивания скоростей фаз на межфазной границе.
Этот механизм использовался, например, в [6]. Без учёта межфазного трения невозможно кор-
ректно отразить увлечение за собой частиц тяжёлой фазы более быстрым течением лёгкой фа-
зы. Здесь d — диаметр частиц (в работе принят за 50мкм из аналогичных экспериментов [3]),
Cd — коэффициент трения частиц (в работе принят за 10.2, устанавливался экспериментально
исходя из соответствия времени прихода УВ на правый торец канала). Вообще говоря, в моде-
ли возможен учёт обмена массой, т. е. наличия превращения фаз, что позволяет вести расчёт,
например, горения, как в работе [6], поэтому исследование пен, содержащих в себе химически
активные вещества, может быть проведено с минимальными модификациями.

5. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Для численного исследования была выбрана постановка задачи из [4]: одномерная рас-
чётная область длиной 1м, в которой на расстоянии 0.33м от левого конца расчётной области
находится слой пены толщиной 10 см. С левого торца в область входит взрывная волна спе-
циального профиля, на правой границе условие стенки и датчик давления. Важно отметить,
что в [4] используется двумерная постановка задачи, что связано с исследованием взаимо-
действия УВ не только с пеной, но с некоторым количеством геометрических препятствий.
В нашем случае такие препятствия не рассматриваются.

Для моделирования входа в расчётную область взрывной волны на левой границе задаётся
меняющееся во времени граничное условие [4]:

p(t) = p0 + 100.924p0

(
1− t

t+

)
exp

(
−θt
t+

)
,

ρ(t) =
(γ + 1)(p(t)− p0) + 2γp0
(γ − 1)(p(t)− p0) + 2γp0

,

v(t) =

√
2

γp0

c0(p(t)− p0)√
(γ + 1)(p(t)− p0) + 2γp0

.

Здесь t+ = 0.5 · 10−3s, θ = 2.72, p0 = 1.01 · 105Па , c0 — невозмущённая скорость звука в газе.
Пена предполагается смесью воды и воздуха с объёмной долей воды ᾱ = 0.1. Параметры УРС:
γ = 1.4, γ = 7, P 0 = 109Па. В начальный момент времени вещество в области покоится
и находится в нормальных условиях: p = p̄ = 1.01 · 105Па, ρ = 1.17 кг/м3, ρ̄ = 1000кг/м3.

На рис. 1 представлено сравнение показаний датчиков давления из [4] и в текущем чис-
ленном эксперименте как с компактированием, так и без него.

Рассмотрим подробнее механику процесса. Приблизительно до 0.7мс происходит распро-
странение ударной волны, формирование её фронта и прохождение её сквозь пену. Скачок
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Рис. 1. Показания датчика давления:
1 — [4]; 2 — расчёт с компактированием; 3 — расчёт без компактирования

давления на отметке приблизительно 0.7мс соответствует падению первичной прошедшей вол-
ны на правый торец канала. После этого на протяжении приблизительно 0.1мс происходит
постепенное падение давления, пока отражённая от торца волна распространяется в противо-
положную сторону. Скачки давления, отмеченные как А и В, связаны с переотражением УВ
между надвигающейся на торец пеной и самим торцом канала. Самый высокий пик давления
связан с ударом массы пены о торец канала, после чего процессы переотражения прекраща-
ются. Влияние учёта эффекта компактирования приводит к тому, что объёмная доля воды в
пене не поднимается выше определённого уровня. Это приводит к тому, что сила межфазного
трения, пропорциональная объёмной доле жидкости, уменьшается, что приводит к более силь-
ным ударным волнам в газе, имеющим более резкий профиль. Однако ограничение объёмной
доли жидкости в пене приводит к тому, что финальный пик давления в расчёте с компакти-
рованием гораздо меньше, чем в эксперименте и расчёте без компактирования. Менее плотная
пена ударяется об стенку, соответственно передаваемый импульс меньше.

Упоминаемый выше процесс переотражения волн играет значимую роль в динамике за-
дачи. Для более детального разбора процесса стоит подробнее рассмотреть волновую картину
в пристеночной области в моменты времени, соответствующие отражению прошедшей волны
от торца и её приходу на поверхность пены. Эти картины представлены на рис. 2 и 3.

На рис. 2 показана волновая картина переотражения у правого торца в расчёте с компак-
тированием. Видно, как достигшая торца волна отражается от неё и бежит навстречу пене
(0.76мс, отражённая волна выделена), после чего ударяется об пену, создавая локальный пик
давления (0.8 мс), отражается и движется в сторону правого торца (0.84 и 0.88мс). Из-за того,
что к этому моменту времени пена уже потеряла свою целостную структуру, отражённая от
пены волна не имеет чёткого фронта. Небольшой пик давления на графике 0.76мс на отметке
0.94мм связан с межфазным трением на границе пены.

На рис. 3 показана аналогичная картина, но для расчёта без компактирования.
Легко заметны все основные черты течения, описанные ранее: отражённая от торца волна

и отражённая от пены волна. Видно, что намного меньшую интенсивность имеет пик давления
в момент встречи отражённой волны с поверхностью пены, что, однако, требует дополнитель-
ного пояснения. Для этого рассмотрим графики давления и объёмной доли жидкости в момент
времени 0.78 и 0.8мс:

Из рис. 4 видно, что разница в интенсивности пиков давления связана с тем, что к момен-
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Рис. 2. Волновая картина около правого торца в расчёте с компактированием:
1 — 0.76мс; 2 — 0.8мс; 3 — 0.84мс; 4 — 0.88мс

Рис. 3. Волновая картина около правого торца в расчёте без компактирования:
1 — 0.76мс; 2 — 0.8мс; 3 — 0.84мс; 4 — 0.88мс

ту времени 0.8мс в расчёте без компактирования отражение уже произошло, в связи с чем пик
давления идёт на спад. В свою очередь в расчёте с компактированием к моменту 0.8мс на-
блюдается самый момент столкновения отражённой волны с пеной. Такое поведение, вероятно,
связано с описанным выше эффектом уменьшения межфазного трения в расчёте с компакти-
рованием, что приводит к более медленному движению пены. Максимальные пики давления,
наблюдаемые при столкновении пены с отражённой волной, практически одинаковы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведена попытка применить описанный механизм компактирования к жид-
костным пенам и получен результат, свидетельствующий о заметном влиянии этого механиз-
ма на динамику процесса. Стоит отметить, что использованный в работе механизм изначаль-
но разрабатывался для другого класса задач, поэтому разработка усовершенствованного или
нового механизма, пригодного именно для зада взаимодействия ВВ с пеной, является темой
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Рис. 4. Отражение УВ от пены в расчёте с компактированием: 0.78мс (a), 0.8 мс (b);
без компактирования: 0.78мс (c), 0.8 мс (d)

дальнейших перспективных исследований. Важно, что для моделирования использовалась ма-
тематическая модель Баера — Нунциато, учитывающая сжимаемость обеих фаз. Несмотря на
слабую сжимаемость воды в представленных условиях, учёт этого позволяет системе урав-
нений быть гиперболической, что убирает необходимость во всевозможных вычислительных
ухищрениях для достижения стабильности решения. Такой подход в сочетании с гибкими ме-
ханизмами релаксации давлений и скоростей фаз позволяет без кропотливого подгона замы-
кающих соотношений исследовать широкий спектр многофазных задач, в том числе и задачу
о взаимодействии УВ со слоем жидкостной пены. Помимо этого стоит отметить, что исполь-
зование более точных численных методов, основанных, например, на методе HLLC, является
необходимым направлением дальнейшей работы по этой теме.
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