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§ 1. Введение 

1°. Пусть (Q, f, Р) — вероятностное пространство, и Т —• конечное 
множество. Предположим, что каждому t ЕЕ Т отвечает cr-алгебра f t çz f 
ж измеримое пространство At. Будем говорить, что набор функций z = 
= (zt)iŒTi %t: Q ->- Au задает управление, если при каждом t G= T функция 
%i измерима относительно ft. 

Пусть в классе всех управлений выделено некоторое множество Z, 
ш на нем определен вещественный функционал F (z). Пусть, кроме того, 
для любого t ЕЕ Т задано отображение z (->• Gt (z), ставящее в соответст­
вие каждому z G: Z случайный яггмерный вектор Gt (z) = Gt (со; z). Тре­
буется найти управление z Ez 2, которое максимизирует F (z) на Z при 
ограничениях 

G« (2) > 0 почти наверное (п.н.), f G Î 1 . (1) 

З а м е ч а н и е 1. Если Ъ = (Ь1, . . ., Ьп) и с = (с1, . . ., сп) — ко­
нечномерные векторы, то неравенство Ъ > с означает, что Ьг > с1 при 
всех i = 1, 2, . . ., те. Все рассматриваемые в дальнейшем неравенства 
между векторными и скалярными функциями от Ö ) G О предполагаются 
выполненными п.н. (если не оговорено противоположное). 

Сформулированная задача обобщает ряд известных схем стохастиче­
ской оптимизации в следующем отношении. В традиционных постановках 
предполагается, что конечное множество Т линейно упорядочено (Т = 
= { 1 , 2 , . . . , Щ), и о-алгебры ft не убывают с ростом t. При этом ft 
интерпретируется как совокупность событий, наблюдаемых до момента t. 

Данная модель допускает иную интерпретацию«. Можно мыслить, что 
управление осуществляется конечным числом участников t Œ Г, реше­
ние zt каждого из которых зависит от наступления или ненаступления 
тех или иных событий из класса ft- Участники преследуют общую цель? 
описываемую функционалом F, и подчинены совместным ограничени­
ям (1). 

Различные варианты такого рода постановок возникли первоначально 
в связи с прикладной проблематикой. Затем они стали рассматриваться 
в рамках стохастической теории управления и теории информации (смв? 
например, [1, 2]; отметим также работы [3—5], где рассматриваются дру­
гие модели, связанные с управлением на частично упорядоченных множе­
ствах и графах).) 

2°. Мы будем предполагать, что каждому t ЕЕ Т соответствует множе­
ство К (t) С Г, содержащее t (множество участников, непосредственно 
зависящих от t), причем выполнено условие: 

(I) fs 3 ft, коль скоро s Е= К (t). 
2 Теория вероятностей и ее применения, № 3 
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Тем самым Т наделяется структурой ориентированного графа? а они-
санную выше задачу на максимум можно трактовать как задачу управле­
ния случайным полем (zt (о)) на графе Г. Условие (I) означает, что «слу­
чайности», оказывающие влияние на участника £, влияют тем самым и на 
всех участников, от него зависящих» 

3°. Всюду в дальнейшем постулируется, что At, t ЕЕ Г,— линейные 
пространства, Z — выпуклое множество, F — выпуклый вверх функцио­
нал, a G{, J G Î 1 , - выпуклые вверх отображения: 

Gt (Gz + (1 - 9) z') > QGt (z) + (1 - 9) Gt{z') п.н. 
при всех z, z1 ЕЕ Z, 9 ЕЕ [0, 1]. Эти условия играют ключевую роль в на« 
стоящей работе. 

Результаты состоят в следующем. При некоторых предположениях^ 
связывающих структуру ограничений (1) со структурой графа Г, устанав­
ливается теорема о необходимых и достаточных условиях экстремума — 
принцип оптимальности. (Форма результата в некоторых отношениях ана­
логична принципу максимума Понтрягина.) В качестве применения это­
го результата доказывается теорема об устойчивости оптимальных управ­
лений. 

§ 2@ Принцип оптимальности» Формулировка 

1°. Положим 5 е M (i), если t ЕЕ К (s). Символом К" (t) (соответст­
венно М~ (t)) условимся обозначать множество К (t) \ {t} (соответствен» 
но M (t) \ {t}). 

Сформулируем основные предположения, касающиеся рассматрива­
емой модели. 

(а) Множество Z представимо в виде 

где Zt — заданные для всех t ЕЕ Т непустые множества ^-измеримых 
функций v: Q-^Ap 

(б) Функционал F от z = (zt) ЕЕ Z имеет вид 
F(z)=%Ft(zt), 

где Ft — вещественные функционалы, определенные на Zt. 
(в) Отображения Gt {z) представимы в форме 

Gt(z)= S Gî(z8), z = (zs)ŒZ, 
SŒM(t) 

где Gt — заданные для t ЕЕ T, s ЕЕ M (t) отображения, ставящие в соот­
ветствие каждой функции v ЕЕ Zs ft-измеримую функцию Gl (v): О ->-

(АЛ) Если у, v' <= Zs, Г е fs и 

^г (©) = Хг И v ((à) + (1 — Хг («>)) v' И 
(%г — индикатор множества Г), то 

vr ЕЕ Zs, G\ (vT) = %TGs
t (v) + (1 - xr) G\ (и'). 

Если 1\, Г2, . . . е= fs и Р (Г,) -> 0, к -+ оо, то Fs (v?) -> Fs (v'). 
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Для конечномерного вектора Ъ = (Ь1, . . ., Ъп) определим | Ъ | как 
i ь11 + . . . + i bni 

(A»2) Существует такая константа С ^> 0, что | F* (i>) | <! С и 
1 G? (У) ! <С С при всех t, s и У. 

(А.З) Найдется управление z ЕЕ 2, для которого Gf (z) > ô b t Œ T% 

еде ôf— постоянные векторы со строго положительными компонентами* 
Скажем, что последовательность t0, . . ., ^ задает путь длины i от 5 

« £ по множеству S c f , если 

i. Œ ^ (j = о, . . . , z), г0 = 5, *z = *, *i+1 e я: (и) (Î = o, ..., z — i ) . 
В случае, если существует хотя бы один путь от s к t по Г, будем говорить, 
что t мажорирует s и писать s =^ £. Положим t ~ s, если £ =^ s и s =^ £• 
Обозначим $^ множество тех элементов £Е= Г, которые мажорируют хо­
тя бы один элемент s ЕЕ 5. Назовем множество S çz T связным, если для 
любых s, t ЕЕ S найдется путь от s к t по S. 

(АЛ) Пусть z = (zt) Е 2 и S связно. Существует zs = (zf) ЕЕ Z со 
следующими свойствами: a) Gt (zs) > 0 при t ЕЕ S; б) zt = zf при i ЕЕ 
G T \ S«. 

2°. Обсудим введенные предположения. 1) Заметим, прежде всего, что 
из (а) — (в) и из условий выпуклости, сформулированных в § 1, вытека­
ет выпуклость Zt и выпуклость вверх Ft и Gt при всех t ж s* 

2) Условия (АЛ) и (А.2) выполняются, например, для модели, описы­
ваемой следующим образом. Пусть каждым C Ô £ Û И £ ЕЕ Г поставлено 
в соответствие такое непустое множество Dt (со) Ç Atl что {(о)? a): a Ez 
E Ö f (со)} ЕЕ ft X «4*» гДе <̂ * е с т ь сг-алгебра, заданная на Л*. Пусть 

/ f : Ö X i f - ^ R 1 , i E T 

суть f t X ^-измеримые функции, и 
gb Q x 4 - > R w ' , * е Г , S E I ( * ) 

суть $^ X ^-измеримые отображения, причем | g? (со, а)| <^ С для всех 
•a Œ Ds (СО), S е M (£), о) е О, и 

I /* (<*>, а) | < g (со), aŒDt (CÔ), Û ) S Û , 

•где Eg (о) ^ С. Определим Zj как множество ^-измеримых функций 
v: Q->Ät, удовлетворяющих соотношению v (со) Œ Dt (CÔ) П.Н« Допус­
тим, что Zt Ф 0 , i S Î 1 , и положим: 

^ (у) = E/ t (©, г; (со)), i ; G Z t ; G? (i;) = gf (<o, i; (©)), i; €= Ze 

(модель, заданная в нормальной форме). Условия (АЛ), (А«2) в этой мо­
дели непосредственно вытекают из определений Zt, Ft и Gf. 

3) Предположение (А.З) означает, что для некоторого z ЕЕ Z ограни­
чения (1) в рассматриваемой экстремальной задаче выполняются «с из­
бытком» (условие Слейтера). Согласно (А.4), каково бы ни было связное 
множество S çz T и управление z = (zt) Ez Z, можно проварьировать это 
управление при t ЕЕ S^. так, чтобы не вывести его за пределы класса Z 
и удовлетворить ограничениям Gt (•) !> О при t £E S. В § 4 сформулиро­
вано условие, которое гарантирует выполнение (А.З) и (АЛ). 

3°, Обозначим Xœ (0 и Хг (t) пространства (классов) существенно 
ограниченных и, соответственно, интегрируемых ^-измеримых функций 

2* 
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от (о Е Q со значениями в Rm*. Положим £г = Ц Хг (t) и Xœ = [[ Xœ (О* 
fer te r 

Аналогичными символами с буковой SP вместо X будем обозначать конусы 
неотрицательных элементов в соответствующих пространствах; так, на­
пример* # ! = { ] ) £ Хг: р > 0}. 

Пусть р = (pt) ЕЕ 9Ь
1 (набор двойственных переменных). Рассмотрим 

функционал 
Ht(p,v) = Ft(v)+ S Epßl(v) 

(гамильтониан), где v ЕЕ Zt и t ЕЕ Т. Под знаком математического ожида­
ния в последней формуле стоит скалярное произведение векторов р8 (CÙ) 
и Gs (СО; У), вычисляемое при каждом © G Ö . Положим 

2 ° - { z G Z:" G* (z) > 0, * <= Г}. 

Теорема 1 (принцип оптимальности). Управление 2* = (z*) ЕЕ Z° отг-
тималъно тогда и только тогда, когда найдется р = (pt) ЕЕ SPi с такими 
свойствами: 

PtGt(z*) = 0, tŒT (п.н.); (2) 

Ht (p, 4 ) = max Ht (p, i;), * e Г. (3) 

4°. Отметим одно следствие теоремы 1, имеющее наглядный смысл. 
Рассмотрим модель, заданную в нормальной форме (см. п. 2°) и предпо­
ложим дополнительно, что при каждых t ЕЕ T и s ЕЕ M (t) отображение 
gl (со, а) измеримо относительно $fs X As« Тогда 

Ht (Pi v) = EÄt (p; Ш, i; (со)), i; G Z b 
где 

ht (p; со, a) == Д (со, a) + S Ps H gl (<*>, a), Ps (со) = E (ps ( f f), a e Л« 
sGK(f) 

Допустим, кроме того, что каждое из измеримых пространств At стандарт­
но, т. ев изоморфно борелевскому подмножеству некоторого полного 
сепарабельного метрического пространства. Тогда можно показать (см.,. 
например, [6, гл. II, § 3, п. 4]), что (3) эквивалентно соотношению 

ht (р; ©, zt (со)) = max ht (р; со, а) (п.н.). (4) 

Предположим, наконец, что функция ht (p; со, а) при почти каждом СО 
достигает максимума по a E ö f ((о) в единственной точке. Тогда в силу 
(4) при известных pt задача отыскания оптимального управления (zt) 
сводится к семейству детерминированных задач, зависящих от t и © как 
от параметров, причем каждый участник 1ЕЕ T может решать свою зада­
чу независимо от остальных (децентрализация управления). Для этого 
участнику t достаточно знать вектор р% и прогнозы ps (со) = E (ps \ *f t) 
векторов ps, s Ei К (t) \ {£}, которые составляются на основании инфор­
мации ff 

§ 3. Вывод принципа оптимальности 

1°. Рассмотрим функционал 
L (p, z)=F (z) + <р, G (z)) 
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(функционал Лагранжа), где 
р = (Pt) Œ 3\, G (z) = (Gt (z))tŒTl z s Z, 

и О , y} = У] Extjjt для х = (xt) Œ %ц У = (y*) e Äco@ Теорема 1 вы» 

водится из следующего утверждения« 
Теорема 2« Для оптимальности z* ЕЕ Z° необходимо и достаточно су­

ществование такого р ЕЕ З0^ что 
<р, (?.(**)>= О, L (р, s) < £ (р, z*), ZŒZ. (5) 

Систему функций р = (pt), описанную в теореме 2, можно толковать 
как набор множителей Лагранжа, соответствующих ограничениям (1) 
в рассматриваемое экстремальной задаче (ср. [7]). 

Доказательство теоремы 2 опирается на следующий общий факт (ва­
риант теоремы Куна —- Таккера, смв [8, теорема 5*3.1]). 

Пусть Ш — векторное пространство, §) — топологическое векторное 
пространство, 3 — выпуклое подмножество 31, ф: 3 ->• R1 — выпук­
лый вверх функционал, и ф — выпуклый конус в §). Пусть у: 3 ->- §) — 
такое отображение, что для всех z, z' Е 3 и 0 Е [0, 1] 

у (02 + (1 - Э) z') > Qy (z) + (1 - 6) у (z'), 
где неравенство уг > г/2 для г/х, у2 Œ *$ означает, что уг — у2 Œ ф. 

Предложение 1. Пусть максимум (рна {z ЕЕ g: y (г) > 0} достигается 
в некоторой точке z*, u выполнено следующее требование: 

(S) найдется такое z ЕЕ 3, wio 7 (z) принадлежит внутренности ф-
Тогда существует непрерывный линейный^ функционал я «а §), для ко­

торого я (г/) ^> 0 ?г/ж г/GSP w 
Ф (z) + я (Y ( г ) ) < Ф (2*), Z G 3 , 

2°. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2* В силу (А .2) можно трак­
товать z н> G (z) как отображение из Z в пространство §) = Хсо причем 
в силу (А.З) найдется такое 2 E Z , что G (z) принадлежит внутренности 
конуса s$ = {у Œ <32оо° у ^> 0}. Рассмотрим пространство St всех наборов 
2 = (zt)t^T произвольных функций zt: Q~^At и положим 3 = Z, ф = 
= F и у = G. Применив в этой ситуации предложение I, получим, что 
существует такой непрерывный линейный функционал я = (я*)*=г на 
пространстве <5?оо, для которого 

F(z)+ Ъ Kt(Gt(z))<F(z% zŒZ, (6) 
tŒT 

и Я| > 0 (т. е. ttt (х) > 0 при х ЕЕ ^оо (t)). Согласно теореме Иосиды — 
Хьюитта (см. [9] или [6, Добавление III]) каждый непрерывный линейный 
функционал пt > 0 на <2оо (0 можно единственным образом разложить 
в сумму щ = я* + яь я^^О, я ^ ^ О , где функционал я^ абсолютно 
непрерывен, т. е. представим в форме 

я* (ж) = Еда, PfEE^5!^), жЕ2ооЙ, 
а функционал я* сингулярен, т. е. для него можно указать последователь­
ность событий Г? G ^ (& =-1 , 2, . . .) с такими свойствами: 

Р (Г*) -> 0, Ä -> оо;я! (х fca) = щ(х), ЖЕЖОО (0. А = 1, 2, . . . . (7) 

Допустим на минуту, что при всех t Е™ Т функционал тц = 0, и, сле­
довательно, 7tt (х) = Tt't (х) = Ejpt#. Тогда, учитывая соотношение 



470 Евстигнеев И'. В, 

jtt (Gt (z*)) = 0, вытекающее из (6) и неотрицательности я*, находим: 
Ер А (**) = О, 

где z GE Z. Следовательно, набор вектор-функций р = (pt) является иско­
мым. 

Таким образом, для доказательства теоремы 2 достаточно установить, 
что неравенство (6) сохраняет силу при замене каждого функционала 
jtt на его абсолютно непрерывную часть jt*. Для этого, в свою очередь* 
достаточно доказать, что в соотношении (6) один или несколько функци­
оналов 7tи не совпадающих с jtj, можно заменить на jt*. 

Введем в рассмотрение множество 
S0 = {t: nt ф JtJ} = {t: ni Ф 0} 

и возьмем какой-либо его максимальный элемент, т. е. такой элемент 
50 ЕЕ S0l что s ~ SQ всякий раз, когда s ^= s0, s G £0. Чтобы убедиться 
в существовании s0, достаточно профакторизовать S0 по отношению эк­
вивалентности -^ и взять максимальный элемент конечного частично упо­
рядоченного множества S0/~. 

Положим S = {s ЕЕ T: s ^ s0} ж заметим, что S — связное множество, 
причем 

(So\S)f[S^ = 0. (8) 

Последнее верно, так как если 5 0 Э ^ s G ^ то s —' s0, значит, £ ^= 
,̂ = 50, и, следовательно, i G S , 

Возьмем произвольное z = (zt) ЕЕ £. По управлению z и связному 
множеству S построим управление zs = (zf), описанное в (А.4). Рассмот­
рим события r s f соответствующие функционалам л$ (см. (7)), и введем 
следующие множества и функции: 

Г * = и г ? ; z* = (zï); 
s-~S 

г? = Xrife^ + (1 -ХГк) zt> к = 1,2,... (9) 

Заметим, что 1) если t ЕЕ Т \ S^ то согласно (А.4) zf = zf, и, значит, 
zf — zf = zt; 2) если t ЕЕ &<̂  то Г12 ЕЕ 1^. Действительно, t ^= s0 в силу 
определения $ и, следовательно, Т^ Œ fs = $Fs0 ÇE ft* для любого s ЕЕ S, 
Поэтому Гк = U Г? ЕЕ Г«. 

ses 
Из сделанных замечаний и условия '(АЛ) вытекает, что z% ЕЕ Zt при 

t G Î 1 , т. е. ẑ  ЕЕ Z; кроме того, 
G,(z*)= S <ЗД) = S [XrfcGHzf) + (l-Xr*)G!(z,)] = 

seM(0 s=M(f) 

= Xr*G* И + (1 - хгк) Gt (z)i (10) 
и , 

F , (4) -> Ft (zt), (H) 
поскольку Р(Tk) -> 0. 

Раз 2fc ЕЕ 2, можно применить к zu неравенство (6). Воспользовавшись 
этим неравенством и определением S0, получим: 

F (z*) + S я! (Gt (z11)) + S MG« (zK)) < F (z*). (12) 
fer ies0 
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Разобьем сумму по t ЕЕ S0 в (12) на две части, соответствующие множе­
ствам S0 Г) S ж 8 0 \ S. Если t Œ S0 П S, то 

я! (G, (2*)) = «; ftriA (2s) + (1 - Хг*)G* (*И = * foi*G* (2s)] > 0 (13) 

в силу формулы (10), определения Тк (см. (7)) и неотрицательности я*, 
Gf (^s). Если £ ЕЕ £0 \ £? то вследствие (8) t ЕЕ T \ 5^, и, значит, 
M (£) Q Г \ S^; Поэтому 

Gt(z*)= S G? ( 4 ) = S Gï(se) = <?,(*), 

так как ввиду (A.4) zf = zs при s ЕЕ Т \ S^s Отсюда и из (13) заключаем: 
S|%(G,(z*))> S *w(Gt(z)). (14) 

Далее, P (Tk) -> 0 при к -> oo, и, следовательно, 
ni (Gt (2й)) = Ер, [XrItG, (zs) + (1 - xr*) Gt (z)] -+ я, (G, (Z)) (15) 

в силу (10) и (А.2). Переходя в (12) к пределу при &->оо-и пользуясь 
(14) и (15), находим: 

F (z) + S ni (G, (z)) + S nï (G, (z)) < F (z*). 
feT t<^S0\S 

Это означает, что в (6) можно заменить ut на я* при всех t ЕЕ S0 f] S =7̂= 0* 
Теорема 2 доказана. 

3°. Для доказательства теоремы 1 теперь достаточно установить спра­
ведливость следующего утверждения. 

Лемма 1. Набор функций р = (pt) ЕЕ Sßi обладает свойствами (2) и 
(3) тогда и только тогда, когда он обладает свойствами (5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как pt ]> 0 и Gt (z*) > 0, то (2) имеет 
место в том и только в том случае, когда (jp, G (z*)> = ^ ^Pt&t (2*) = 0° 

t e T 
Далее, для любого z = (zf) Е= 2 

£ ( p , Z ) - S Ft(zt)= S EpeG s(z)= S Eps S Gj(zf) = 

= S S Ep8GÎ(Zf), 
^еГ S€Elt(*) 

откуда L (p, z) = ]g fft (P> z*)' и* значит^ L (p, z) <; L (p, z*) при всех 
z ЕЕ Z тогда и только тогда, когда Ht (p, zt) <^ Ht (р, z*) при всех t Œ Т 
ж z = (zt) G Z , т. е. когда имеет место соотношение (3). 

Лемма 1 и теорема 1 доказаны. 

§ 4в Оценки для двойственных переменных 

1°. При исследовании устойчивости оптимальных управлений основ­
ным этапом является получение оценок для двойственных переменных, 
фигурирующих в принципе оптимальности. Этому вопросу посвящен 
настоящий параграф. 

Пусть выполнено следующее условие: 
о о 

(А.5) существуют такие управление z = (zt) ЕЕ Z ж положительное чис­
ло ô ^> 0, что 

S [Gj(se
e)-ôe4]>0, e( = ( l , l l)GR f f l«, (16) 

SSM (0 
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ж Gl (zs) > Gs
t (zs) всякий раз, когда (zs) Œ Z, *, s S T, s (= M' (t) = 

• =M(t)\{t}. 
Заметим, что из (А.5) вытекают (А.З) и (А.4). Действительно, в (А.З) 

можно положить 
ô«= 2 8et=vt&et, (17) 

где v$ — число элементов в M (t). В (А.4) можно определить zt как zt^ 
если £ ЕЕ 5^, и как zb если i G Î * \ *5^. В самом деле, тогда zs = (zf) S 
ЕЕ Z ж при t ЕЕ S имеем: 

GÉ(2S)= S G?(z?)= S G? ( z f ) + $ ( * « ) > 
s=M(i) s=M-(t) 

> S G? (23)4-^(1,) = G, ( z ) > 0 . 
seM-(i) 

2°. Для s, t ЕЕ T, s -^ t, обозначим l (s, t) наименьшую длину l пути 
tQ, £1? . . ., ^ Œ Î7 от 5 к £ (если s = £, то Z (5, £) = 0). Каждому % > 0 поста-
вим в соответствие число 

Ф ( х ) = т а х S иг(М)- (18) 

Теорема Зв Пусть z = (zt) —. оптимальное управление, и р = (pt) Е= 
Е= £P\ — набор двойственных переменных, связанные друг с другом услови­
ями (2) и (3). Тогда 

Е 1 Л К - Т - Ф ( 1 ^ Т ) . ' е г , (19) 

г$£ С и à — константы, описанные в (А,2) и (А.5). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем произвольное £0 S T7* Далее 

мы построим некоторое вспомогательное управление z ЕЕ Z (зависящее 
от t0) и, применив к z неравенство (5), получим (19) при t = t0. 

Положим: 
к == Ô 4- 2С " ' * о = = { ^ : ^ ^ ^ о ) ' J-iz=zJ- \ *о» 

г* = TtZi + (1 - Y*) 2ь z = (го, f s T, (21) 
где ô и z определены в (А.5). 

Докажем следующие утверждения: (i) z Œ Z; (ii) Gt (z) > 0, f g l 1 ; 
(iii) G«. (Z) > ôetl. 

Так как и е (0, 1), то yt Œ [0, 1]. Значит, в силу (20), (21) и замечания 
1) в п. 2°, § 2 , z ( e Z ( H z G Z . 

Чтобы установить (ii), рассмотрим сперва случай, когда t €= Тг. Тог­
да M (t) çz Tx, и, следовательно, 

Gt(z)= S Gt(ïs)= S G'Hzs)>0, 
SGM(Î) SGM(t) 

Ибо Zs = Zs При S ЕЕ 2 \ . 
Пусть теперь t S TV Полагая G? = Gs

t (zs), G? = G? (zs), преобразуем 
неравенства (16) и 6 t (z) > 0 к виду 

Ô î > ô e , - S ( $ - ô e , ) , G\>- S G?. 
s=M-(0 S2M- {t) 
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Воспользовавшись этими неравенствами и выпуклостью вверх отображе­
ний Gt (*), получим: 

G,(z)= 2 Gs
t(Zs)> S [ Y . # - + ( l - Y s ) G ! ] > 

SGM(f) S G M ( 0 

>V*[ße t- S (#-ôe t)] + S 7eÔÏ + ( l - Y , ) [ - S $ ] + 
SŒM~(t) s £ M - ( 0 . SGM-(ï) 

-h S ( l -7«)G? = Ytôe*+ S /s- (22) 

где Л = TsG? + (1 - y s) G\ - yt(Gst - àet) - (1 _ v ,) G?. 
Достаточно показать, что /s > 0 при sGzM~(£)ffl Если s e 2\, то 

7s. = 0, и, следовательно, 
Js = уМ + yt {Gl - Gs

t) > О, 
ибо Gl > G\ при s Œ M~(t) (CM. (À.5)). ЕСЛИ S Œ T0, ТО ys > 0, и /в мож­
но представить в виде 

^s = Ts -i-*+(-*-•-1)«й-й>] 
Так как s ЕВ M~(t), то справедливо неравенство l (t0l t) ^ Z (£0, s) + 1, 
и поэтому величина 

может принимать лишь значения: х, 1, х-1, х~2, . . . Таким образом, либо 
yt9s > 1, и тогда / s > 0 ввиду того, что Gf > Gt, либо уи s = х, и тогда 

VlVs = xôe, - (1 - х) (G? - Of) > 
> [xô _ (i _ x) 2C] et = 0 

. в силу неравенств Gf ^> -~Ceu G\ <J C^ и определения и. 
Итак, утверждение (ii) доказано« Утверждение (Ш) выводится из (22) 

с учетом того, что £0 ЕВ Т0 и / s > 0 при s-GE Af~(£0)„ 
Применяя теперь (5) к z и пользуясь (i) — (iii), находим: 

ÔE \pto\ = Eptßeh< Ept.Gt. (z) < S EpA(2) < S [F*(*,) - Ft(Zt)] < 
feT fer 

< S Yt [*"» (2,) - *•* (I,)] < 2C S yt = 2C 2 x'C. ') < 2СФ (%), 

откуда и получаем (19). Теорема доказана. 
§ 5« Устойчивость оптимальных управлений 

1°. Пусть Т' — такое подмножество Г, что M (t) çz Т' при всех t ЕВ Т\ 
Модифицируем описанную в §§ 1, 2 экстремальную задачу, заменив при 
t ЕВ Т \ Т' множества Zt и функционалы Ft на некоторые другие множе­
ства Z't и функционалы Ft. Заменим также при t, s ЕВ Т \ Т, s G 
S M (t), отображения Gt на некоторые иные отображения Gf. Допустим, 
что для модифицированной задачи, как и для исходной, выполняются 
условия (АЛ) — (А.5), 

Далее, предположим, что в каждом из пространств Ât задана норма 
||«II, причем для любых v, v' ЕЕ Zt норма || v — v1 || — случайная величина 
с конечным математическим ожиданием., Введем следующее предположе­
ние: 
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(А.6) найдется такая неубывающая функция £ (г) > 0 , r G R*, что 
£ (г) > 0 при г ^> 0 и для всякого t ЕЕ Т 

Ft ( i 4 r £ l ) > (Ft (v) + Ft (v'))/2 + H E || v - v' ||), 

каковы бы ни были у, у' Œ Zt. 
Требование (А.6) означает, что функционалы Ft (v) равномерно строго 

выпуклы вверх на Zu t Ez Т\ Для Ft (и) вида E/ t (ш, i; (со)), где ft (о, а) 
— некоторая функция от G) E= Û, ß G -4t, условия, обеспечивающие 
(А.6), указаны в [6, гл. IV, § 3). 

Пусть z — (zt)t^T и zr = (я*)*ат) — оптимальные управления для ис­
ходной и соответственно для модифицированной задач. В следующей 
ниже теореме дается оценка числа тех t Œ Т', для которых E||z^ — 
- * ; | | > е ( б > 0 ) . 

Положим 
З Г - {(*, s): tŒT',s&K(t)\ Г } (23) 

(множество дуг графа, ведущих из Г7 в Г \ Т'). Символом ф £ будем 
обозначать количество элементов конечного множества S. 

Теорема 4. Для любого г ^> О справедливо неравенство 

# { ^ е Г : Е | | г 4 - 2 ; « > е } < ( # о Г ) ^ - ф ( - ^ 2 С - ) , (24) 

£$£ константы С и ô определены в (А.2) и (А.5), функции Ф (•) и £, (•) — 
в (18) м (А.6). 

Подчеркнем, что оценка (24) не зависит от числа элементов Г и Г'* 
Таким образом, если число ф Т велико, а фдГ ' ограниченно, то в силу 
(24) доля тех t ЕЕ Т, для которых Е || ẑ  — z* || > 8, мала. В этом смысле 
оптимальное управление (zt) на Г' устойчиво к изменениям данных задачи 
вне Г (ср9 [6, гл. IV, § 4]). 

2°, Для доказательства теоремы 4 рассмотрим наборы двойственных 
переменных р = (pt) и р1 = (pt), соответствующие по теореме 1 решениям 
исходной и модифицированной задач« Положим 

Pf (zf, zt) = Ht (p, zt) — Ht (p, zi). 

В силу (3) эта величина неотрицательна и обращается в нуль при zt = zt-
В дальнейших рассуждениях она будет играть роль «естественной меры 
уклонения» zt от zt. 

Лемма 2. Имеет место неравенство 

S p f f e ^ k s E(p,-p;)[G!(z f)-Gi(Z;)]. (25) 
*<=Т' (t,s)<EdT' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу определения Ht для любого ш =* 
' = (и>*) S Z имеем: 

/ = S № (р, и>,) - F, К)1 = S S Epfil (wt). (26) 

Множество тех (t, s), по которым здесь ведется суммирование, можно раз­
бить на две части: дТ! (см. (23)) и 

{(*, s): * <= Г , s ЕЕ К (t) П П = {(*, s): s S Г , * S M (s)}, 
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где последнее равенство справедливо, поскольку M (s) çz Т' при s G T'K 
Поэтому 

/ = S Ep8Gt(wt)+ S Ep8G8(w). (27) 

Пользуясь (26) и (27), a также соотношениями 
®PsGs (z) = 0, EPsGs (z') > 0, 

справедливыми ввиду (2) и неотрицательности Gs (z') (s G= T'), получим: 
"S [Я , (р ,2 , ) -Я 4 (р , 2 ; )1< S lFt(zt)-Ft(z't)} + 
teT' teT7 

+1 S Epa[Gl(zt)-Gt(z't)]. (28) 

Эта формула останется справедливой, если заменить р = (pt) на р' = (р*) 
и поменять местами ^ и z't* Произведя эту операцию и преобразовав полу­
чившееся неравенство, найдем: 

Ц Ц ^ Ы - ^ Й К 2 1Н,(р',г,)-Н,(р',ъ)\л. 
teT'y fer7 

+ S E f t l G Î ^ - G Î ^ ) ] - (29) 
(«,s)ear' 

Сопоставляя (28), (29) и учитывая, что Ht (р', ^ ) — Я^ (р \ zi) <J 0 (t Œ 
Œ T') в силу (3), приходим к искомому неравенству (25). 

3°. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Из теоремы 3, леммы 2 
и (А.2) следует: 

£ Pt(zt,z't)<1(^dT')^fo{Tfw) . (30) 
t e r ' 

Поскольку разность Ht (р, v) — Ft (v) представляет собой выпуклый 
вверх функционал, Ht (р, •) удовлетворяет условию (А.6) (с той же функ­
цией £ (•)), коль скоро этому условию удовлетворяет Ft(-). Отсюда и в си™ 
лу (3) 

V, (Я, (р, zt) + Ht (р, zi)) < Ht (р, (z, + zi)/2) -
- Z(E\\zt-zi\\)<Ht(p,zt)- Z(E\\zt-z't\\), tŒ Г. 

Следовательно, l (E || zt — z\ ||) < 1/2 (#* (p, ^ ) — Я^ (p, zj)), и, значит« 

ter* teT1 

что вместе с (30) приводит к (24). 

§ 6» Некоторые дополнительные результаты,, Приложения 

1°. Укажем условия, достаточные для существования оптимальных 
управлений. Рассмотрим общую модель, описанную во введении. Как 
и всюду, будем предполагать, что эта модель обладает свойствами выпук­
лости, сформулированными в п. 3° параграфа 1. 

Предложение 2е Пусть выполнены следующие требования. 
(а) При каждом t Œ Т пространство>'A t — конечномерное эвклидово 

пространство, снабженное борелевской измеримой структурой. 
(ß) Множество Z° = {z ЕВ Z: Gt (z) > 0, t ЕЕ T} непусто, замкнуто 

в пространстве управлений относительно сходимости п.н. и ограниченно 
в смысле нормы E | z |. 
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(у) Функционал F (z) полунепрерывен сверху на Z° относительно схо­
димости п.н. 

Тогда оптимальное управление существует. 
Сформулированное утверждение является простым следствием из тео­

ремы 7*2 в [10]. Для модели, заданной в нормальной форме, условия (ß) 
и (у) выполняются, например, если с вероятностью 1 множества Dt (со) 
замкнуты в Atl функции ft (со, а) полунепрерывны сверху по a E=:Dt (со), 
каждая из координат gl'1 (со, а) векторов gl (со, а) полунепрерывна свер­
ху по a Eîz Ds (со), и найдется такая функция г (со), что Er (со) < оо 
и | а \ <; г (со) при а Е= Dt (со). 

2°. Скажем несколько слов по поводу интерпретации модели, описы­
ваемой в терминах отображений G* (см. § 2). Представим себе, что каждая 
координата вектора Gl (zs)1 t ЕЕ K~ (s), характеризует величину потока 
(жидкости, энергии, экономических ресурсов и т. д.), направляемого из 
вершины s графа Т в вершину t при выбранном управлении z = (zs). Тог­
да соотношение Gt (z) ^ 0, переписанное в виде 

- G î ( z t ) < S G\{zs), 
s<=M~(t) 

приобретает следующий смысл: величина суммарного потока, входящего 
в вершину £, должна быть не менее, чем — Gt (zt). При этом оказывается 
возможным дать наглядное истолкование условия (А.5). Его можно пе­
реформулировать следующим образом« Существует набор векторов 
(ïf (<û))t=r, seM-(*) (программа минимальных потоков) с такими свойствами: 

а) Gl (z8) > yl при всех (zs) G 2 I ^ G M" (t); 
б) для некоторого управления (zs) ЕЕ Z 

Gl(zs) = yl; _ $ 6 ) + ô*,< S [Gi(h)-àet], ô > 0. 

Условие a) означает, что всякое управление (zs) ЕЕ Z должно обеспечи­
вать минимальные уровни потоков ys

t. Согласно б) программу минимальных 
потоков можно реализовать, удовлетворив ограничениям (1) «с избытком». 

3°. Отметим, что в рассматриваемую схему включаются некоторые ди­
намические модели. А именно, пусть Т = {(п, Ъ): Ъ ЕЕ: Вп, п = 1, 2, . . . 
. . ., iV}, где Вп —- конечные множества, заданные для всех п = 1, 2, . . . 
. . ., N. Пусть t *-*• К (t) çz T, t ЕЕ Г,-— такое отображение, что п' ^> п 
всякий раз, когда (п\ Ъ') Œ К (п, Ъ) и (п', Ь') Ф (п, Ъ). Здесь множество 
Вп задает класс тех участников управления, которые принимают решения 
в момент п. Отображение (тг, Ъ) *-+ К (/г, Ъ) описывает структуру взаимо­
действий между участниками в различные моменты времени. 

Рассмотрим теорему 4 в применении к данной модели, считая, что 
Г = {(п, Ъ) ЕЕ Т: п < N'} {№ < N), 

ф й п ^ С0 и ф дТг <; С€, где С0 — некоторая константа. В этой ситуа­
ции можно существенно упростить оценку (24). Действительно, I ((д, Ъ)1 
(п\ Ъг)) <; п' — п при {п\ Ъ') ̂ = (/г, Ь), и, следовательно, 

Ф (и) < max У у™, (ф Вп) < С0 - ^ » 
1 < ? 1 < / V 'й=аа«аая Л 

Отсюда и из (24) находим: 

# Р Е Г : I 
(ср. теоремы о магистрали, [6, гл. IV]). 

4С&72 (о + 2С) # { * g r : E l l z , - 3 , l l > s > < - о ^ ^ 1 ( 3 1 ) 
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4°. Приведем пример, в котором рассматриваемая нами схема управ­
ления может быть наполнена конкретным содержанием. Этот пример от­
носится к математической экономике. Описываемая ниже модель обобщает 
на случай ориентированного графа модели [11] и [12] (ср. также [13]). 

Допустим, что множества Zs, s Œ Т, и отображения G% t Œ 2 \ s Œ 
Er M (t), имеют следующую специальную структуру. Элементами множе­
ства Zs являются наборы неотрицательных (п. н.) ^ - и з м е р и м ы х случай­
ных векторов v = (х, (yt)t=;K(s))i где х имеет размерность ms, a yt — раз­
мерность mt. Для v = (х, (yt)t^K(s)) Œ Zs значение отображения G? (v) оп­
ределяется формулой 

„ s / x iVt при £ ЕЕ i T (s), 
Л hs —* x П Р И t — s, 

где hs — заданный для каждого s ЕЕ Т случайный /^-мерный вектор. За­
дача на экстремум имеет вид: найти управление 

z = (z8) = {(х8, (У8*)*£К(в)))8ет, (32) 

максимизирующее функционал F (z) = 2 J ^S (ZS) П Р И ограничениях 

ht+ S yst>Xf (33) 

Будем предполагать, что строение графа Г такое же, как в п. 3°. Мож­
но представлять себе, что каждому t = (п, Ь) ЕЕ Т отвечает участник Ъ Е= 
€Е ВП1 действующий в момент времени п. Если избрано управление (32) 
и если 

s = (m, с) E î 1 , t = (тг, Ъ) Œ К (s) 
— две вершины графа Г, то xs ~~ затраты участника с в момент времени 
W"> а У st — производимый им выпуск, направляемый участнику b Œ Вп1 
который действует в момент времени п > т. Множества Zs описывают 
технологические ограничения: в Zs входят все допустимые наборы 
'(#» (yt)tŒK(s)) векторов затрат и выпусков. Неравенство (33) означает, что 
затраты xt не превосходят суммы 2i У st и некоторой «добавки» ht (п ) -

s=M-(t) 
ложительные координаты /^ соответствуют дополнительному поступле­
нию ресурсов, отрицательные — их изъятию). 

Условия, которые ранее накладывались в общей ситуации, естествен­
ным образом переводятся на язык данной конкретной модели» Мы проком­
ментируем лишь условие (А.5) (обеспечивающее выполнение условий (А.З) 
и (А.4)). Требование (А.5) формулируется здесь следующим образом: 
в классе Z можно указать такое управление I = (âs)s<=T = ((#s> {yst)t^K(s)))s^Ts> 
что для некоторого ô ^> О 

h,+ S (Vst-öet)>°xt + bet, (34) 
s=M-(t) 

и для всех s G f , (х81 (у st)t<=K(s)) Œ Zs имеем: 
У st > Pst, sŒ M~ (t). 

Это означает, что при любом допустимом способе управления системой все 
выпуски ysU s ES AT" (t), не должны быть меньше некоторых заданных 
уровней yst. Последние же всегда можно реализовать так, чтобы удовлет­
ворить неравенству (34). 



478 Евстигнеев И. В. 

Применив теорему 1 к рассматриваемой модели, мы получим критерий 
оптимальности управлений, формулируемый в терминах системы двой­
ственных переменных (цен) р = (pijt^T- Из этого критерия вытекает, что-
еслиг* = (zf)t^T— оптимальное управление^ то для каждого t Œ Т функ­
ционал 

Ft(v) + E\{ S PsVsï-PtXt] (35> 
s<=K~(f) 

достигает максимума по всем v = (х, (ys)s<^K(t)) ЕЕ Zt при и = zf. Вели­
чину в квадратных скобках в (35) можно толковать как «прибыль» (эта ве­
личина равна разности между объемом выпусков и объемом затрат в це­
нах р). 

Покажем, на какого рода приложения ориентирована теорема 4. До­
пустим, что в некоторый момент тг0, 1 <^ тг0 <^ JV, могут произойти сущест­
венные изменения в экономической системе (связанные, скажем, с появле­
нием новых технологических возможностей), которые приведут к изме­
нениям множеств Zs и функционалов Fs при всех s = (m, с), п0 <; m <1 N-
Нам не известно точное значение п0; известно лишь, что п0 может принад­
лежать некоторому интервалу [TV', N]. Точно не известны также новые 
множества Zs и функционалы Fs при s = (иг, с), п0 ^ m <^ N; мы знаем 
лишь самые общие их характеристики — константы С, ô и величину £ (е)-
Требуется сказать, насколько могут отличаться друг от друга оптималь­
ные управления (zt) и (zt), соответствующие старым и новым условиям^ 
при t = (/г, 6), 0 <; п <Г. N'. Для анализа этого вопроса оказывается по­
лезным следствие из теоремы 4 — неравенство (31),— позволяющее вы­
числить верхнюю границу для количества тех t = (п, &), 0 <^ п <^ N''i 
при которых Е || zt — zt H > 8„ 

Основные результаты настоящей работы анонсированы (в несколько 
иной форме) в [14] « 

Автор признателен Н. В* Крылову, по совету которого в статью вклю­
чен пример, данный в последнем параграфе. 
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