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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g�

V� N� Dubinin� E� V� Kost�qenko

�KSTREMAL�NYE ZADAQI TEORII FUNKCI��
SV�ZANNYE S n	KRATNO� SIMMETRIE�

Vvedenie

Geometriqeska� teori� funkci� kompleksnogo peremennogo
bogata pro�vleni�mi simmetrii ��� ��	 V danno� rabote rassma

trivaets� n
kratna� simmetri�� pod kotoro� ponimaets� sim

metri� otnositel�no luqe� arg z � � � ��k�n� k � �� � � � n	 My
izuqaem neskol�ko tradicionnyh zadaq teorii funkci�� v koto

ryh �kstremal�na� konfiguraci� obladaet tako� simmetrie�	
Ukazannye zadaqi ob
edin�et sposob ih rexeni�� �kstremal�

nu� problemu my opisyvaem v terminah emkoste� kondensato

rov� kotorye zatem ocenivaem metodami teorii potenciala	 Vid
simmetrii v ka�dom konkretnom sluqae sv�zan s sootvetstvu

�we� simmetrie� �kstremal�nogo kondensatora� a posledn�� �
s principom simmetrii dl� garmoniqeskih funkci�	 V osnov

nom my ispol�zuem svo�stva privedennyh module�� simmetriza

ci� i razdel��wee preobrazovanie ���	 Neobhodimye oboznaqe

ni� i svedeni� o privedennyh modul�h soder�ats� v zametke ���
�sm	 tak�e ��� ���	
V x� danno� raboty obsu�da�ts� dvutoqeqnye teoremy iska

�eni�� sv�zannye s dvukratno� simmetrie�	 My naqinaem s pro

stogo dokazatel�stva teoremy poqti filosofskogo haraktera�
simmetriqna� funkci� �vl�ets� �kstremal�no� v zadaqe s sim

metriqnymi uslovi�mi �teorema �	��	 Nesmotr� na obwnost��
ukazanna� teorema soder�it odnu iz luqxih ocenok snizu dl�
module� proizvodnyh odnolistnyh v kruge funkci� �neraven

stvo Fana�	 Otmeqa�ts� i drugie sledstvi�� v qastnosti� dl�
funkci�� zadannyh v krugovom kol�ce	 Obwi� podhod k takim
ocenkam daet izvestna� teorema Te�hm�llera �sr	 ����	 Ocen

ku module� proizvodnyh sverhu my poluqaem iz neravenstva
Alenicyna�Nehari� kotoroe mo�no traktovat� kak monotonnost�
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privedennogo modul�	 Pri obsu�denii dvutoqeqnyh teorem is

ka�eni� v sovremenno� literature tako� podhod ne rassmatri

vals�	 Vmeste s tem� kak bylo otmeqeno nami ranee� monoton

nost� modul� vleqet mnogie interesnye rezul�taty ��� ��	 V ka

qestve primera my privodim zdes� dvutoqeqnu� teoremu iska

�eni� s uqastiem proizvodno� Xvarca	 Vo vtorom paragrafe
izvestnye rezul�taty Rengel�� Gr�txa i Te�hm�llera dl� mo

dule� kolec rasprostran��ts� na sluqa� kolec s n
kratno� sim

metrie�� n � �	 Na �tom puti my usilivaem i obobwaem prin

cip qastiqno� simmetrizacii H� ��� i anonsirovanny� ranee
rezul�tat pervogo avtora ��� s	 ���	 Nakonec� v x� dokazyva�ts�
teoremy iska�eni� dl� odnolistnyh v kruge libo kol�ce funk

ci�� v kotoryh �kstremal�na� funkci� obladaet n
kratno� sim

metrie�� n � �	 K nim otnos�ts� neravenstva snizu i sverhu dl�
modul� proizvedeni� proizvodnyh� a tak�e ocenka takogo pro

izvedeni� sverhu s uqetom pokryti� radial�nyh otrezkov	

x�� Dvutoqeqnye teoremy iska�eni�

Naqnem s proste�xego sluqa� n
kratno� simmetrii n � ��
ili� qto to �e samoe� n � �	 V sootvetstvii s principom K�

ri� takim vidom simmetrii oblada�t �kstremal�nye funkcii
v tak nazyvaemyh dvutoqeqnyh teoremah iska�eni�	 �tim teo

remam poslednee vrem� udel�ets� znaqitel�noe vnimanie �sm	�
naprimer� ��� ������	 V otliqie ot ukazanno� literatury� my
rassmotrim sperva funkcii� zadannye� voobwe govor�� v mno

gosv�zno� oblasti	 Itak� pust� G � oblast� kompleksno� sfery
C z� simmetriqna� otnositel�no vewestvenno� osi L i taka�� qto
�C z n G� � L sv�zno	 Oboznaqim qerez w � l�z� odnu iz funkci��
konformno i odnolistno otobra�a�wih oblast� G v sferu C w
tak� qto toqki vewestvenno� osi i graniqnye toqki perehod�t
v toqki na vewestvenno� osi	 Po principu simmetrii Rimana

Xvarca� funkci� w � l�z� perevodit toqki� simmetriqnye otno

sitel�no vewestvenno� osi v toqki� simmetriqnye otnositel�no
vewestvenno� osi� t	e	 ona obladaet �
kratno� simmetrie�	

Teorema 
�
� Esli funkci� w � f�z� meromorfna i odnolistna
v oblasti G� to dl� l�byh razliqnyh toqek a i b� otliqnyh ot
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pol�sa f�z� i le�awih na G � L� spravedlivo neravenstvo

jf ��a�f ��b�j
jf�a� � f�b�j� �

jl��a�l��b�j
jl�a�� l�b�j� � ��	��

a dl� l�byh razliqnyh toqek a i b oblasti G� otliqnyh ot pol�sa
i simmetriqnyh otnositel�no vewestvenno� osi L� vypoln�ets�
neravenstvo v drugu� storonu�

jf ��a�f ��b�j
jf�a� � f�b�j� �

jl��a�l��b�j
jl�a�� l�b�j� � ��	��

Ravenstvo v ��	�� i ��	�� dostigaets� dl� superpozici� vida s � l�
gde s 	 proizvol�ny� konformny� avtomorfizm kompleksno� sfery

C w na seb�


Dokazatel�stvo� Vyra�enie� sto�wee v levo� qasti neravenstv
��	�� i ��	�� �vl�ets� horoxo izvestnym drobno
line�nym inva

riantom	 Po�tomu dl� superpozici� s � l de�stvitel�no imeet
mesto ravenstvo	 Pere�dem teper� k neravenstvu ��	��	 V �tom
sluqae mo�no sqitat�� qto a � b	 Pust� �x � 	 nastol�ko malo�
qto toqki a� � a � �x i b� � b � �x to�e prinadle�at oblasti
G� a mno�estvo G� � G n �
��� a� � 
a�� b� � 
b������ predstavl�et
sobo� dvusv�znu� oblast�	 Vvedem oboznaqenie

ef �z� � f�a� � f�a��

f�a��� f�b�
� f�z� � f�b�

f�z� � f�a�
�

i pust� � ef �G���� est� rezul�tat krugovo� simmetrizacii oblastief �G�� otnositel�no otricatel�no� poluosi ���� s	 ����	 Dopolni

tel�nye kontinuumy v opredelenii simmetrizacii vyberem tak�

qtoby oblast� � ef �G���� prinadle�ala kol�cu

G�f�
def
� C w n f
��� 	�� 
j ef�b��j����g�

Iz konformno� invariantnosti modul� dvusv�zno� oblasti i
principa simmetrizacii ���� s	 ���� sleduet

mod G� � mod ef �G�� � mod� ef �G���� � mod G�f��

Zamen�� funkci� f�z� na l�z�� imeem

mod G� � mod G�l��
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Ots�da
j ef �b��j � jeg�b��j�

Del� obe qasti �togo neravenstva na ��x�� i perehod� k predelu
pri �x� 	� poluqim ��	��	
Dl� dokazatel�stva neravenstva ��	�� sravnim privedennye
moduli pri otobra�eni�h w � f�z� i w � l�z�	 Polo�im

Z � fa� bg� � � f�����g� � � fr� rg� W � ff�a�� f�b�g�
Iz svo�stv privedennyh module� ��� �� sleduet

M �G�Z������
�


�
log jf ��a�f ��b�j �

� M �f�G��W����� �M �C w�W����� �
�


�
log jf�a� � f�b�j��

Dl� funkcii w � l�z� v danno� cepoqke imeet mesto ravenstvo
���� teorema ���	 Qto i trebovalos� dokazat�	

Rassmotrim qastny� sluqa� neravenstva ��	��� kogda oblast�

G est� krug U
def
� fz � jzj � �g	 Pust� M � klass funkci�

w � f�z�� meromorfnyh i odnolistnyh v kruge U 	 Otmetim�
qto funkci� klassa M mo�et imet� v U odin i tol�ko odin
pol�s pervogo por�dka	 V roli �kstremal�no� funkcii �togo
klassa budet vystupat� funkci� Kebe k�z� � z��� � z��	 Obo

znaqim qerez d�z�� z�� � arth j�z� � z������ z�z��j giperboliqeskoe
rassto�nie me�du razliqnymi toqkami z� i z� kruga U � a qerez
	 � 	�z� � �zei� � z����� � zei�z�� � drobno
line�noe otobra�enie
kruga U na seb�� kotoroe pri podhod�wem vewestvennom � pere

vodit toqki 	 i th d�z�� z�� sootvetstvenno v toqki z� i z�	 Pri

men�� neravenstvo ��	�� k funkci�m f�	�z��� l�z� 	 k�z�� f�z� 
M
i toqkam 	� th d�z�� z��� f�zk� ���� k � �� �� poluqim

jf�z�� � f�z��j � �
� sh��d�z�� z���

p
jf ��z��f ��z��j��� jz�j����� jz�j���

Dannoe neravenstvo �kvivalentno neravenstvu Fana ����� koto

roe� v svo� oqered�� vytekaet iz horoxo izvestnyh teorem dl�
odnolistnyh normirovannyh v kruge funkci� �sm	 tak�e ��� ���
����	 Iz drugih konformnyh variantov klassiqeskih teorem is

ka�eni� otmetim variant teoremy Kebe ��� s	 ����� teoremy
Grunskogo ��� s	 ���� i Gronuolla ��� s	 ����	 Vmeste s tem� v
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sovremennyh rabotah poluqeny novye dvutoqeqnye teoremy is

ka�eni� dl� odnolistnyh v kruge funkci� ������	 Dokazatel�

stva �tih rezul�tatov ispol�zu�t bolee tonkie metody	 V qast

nosti� v rabotah Kim� Ma i Mindy ��� ��� primen�ets� podhod
Bl�ttera ����� a tak�e ocenki xvarciana i naqal�nyh ko�ffi

cientov v klasse odnolistnyh normirovannyh funkci�	 Odnako
�ti metody neprimenimy� naprimer� dl� funkci�� zadannyh v
kol�ce	 �ela� privesti bolee obwi� rezul�tat� my rassmotrim
zdes� utver�denie� soder�awee neravenstvo ��	�� i mnogie dru

gie teoremy iska�eni� v sluqae� kogda G est� krugovoe kol�co
K � fz � � � jzj � Rg� � � R ��	
Oboznaqim qerez M�R� klass funkci� w � f�z�� meromorf

nyh i odnolistnyh v kol�ce K� dl� kotoryh mno�estvo f�K�
znaqeni� f�z� v K le�it v oblasti jwj � � i kotorye otobra

�a�t okru�nost� jzj � � v okru�nost� jwj � �	 �kstremal�na�
funkci� Gr�txa h�z� 	 h�z�R� konformno i odnolistno otobra

�aet kol�co K na vnexnost� ediniqnogo kruga s razrezom w � P �
P � h�R�R�	 Netrudno ubedit�s�� qto

h�z�R� � 
 sn�
�� i

�
log zR� �

�
K�
 ���K�
 �

�
�

gde 
 � 
 �R� � ��P � rexenie uravneni� logR �
�

�
K�
 ���K�
 ��

K�
 � � polny� �lliptiqeski� integral pervogo roda s modulem


 � 
 � �
p
�� 
�� sn�u� 
 � � �lliptiqeska� funkci� �kobi	 Obo


znaqim tak�e qerez 
a� b� c� d� angarmoniqeskoe otnoxenie qety

reh toqek m�a�� m�b�� m�c� i m�d� na kompleksno� sfere� gde
m�w� � w � ��w	

Utver�denie 
�
� Pust� funkci� w � f�z� prinadle�it klassu

M�R�� i pust� r�� r�� r�� r� 	 vewestvennye toqki kol�ca K� udo�
vletvor��wie neravenstvam �R � r� � r� � �� i � � r� � r� � R

Pust� w�� w� 	 proizvol�nye razliqnye toqki na mno�estve
f�
r�� r�� n U �� a w� i w� 	 razliqnye toqki na drugo� komponente
dopolneni� obraza kol�cevo� oblasti K nf
�R� r��� 
r�� r��� 
r�� R�g
pri otobra�enii w � f�z�
 Togda spravedlivy neravenstva��
w�� w�� w�� w��

�� � �
h�r��� h�r��� h�r��� h�r������
w�� w�� w�� w��
�� � 
h�r��� h�r��� h�r��� h�r����
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Ravenstvo v ka�dom iz privedennyh sootnoxeni� imeet mesto
tol�ko dl� superpozicii funkcii h�z� i drobno�line�nogo avto�
morfizma vnexnosti kruga jwj � � na seb� i dl� toqek wk� �vl���
wihs� obrazami toqek rk ili r��k� k � �� �� �� �� sootvetstvenno


Dokazatel�stvo �togo utver�deni� v ide�nom plane sovpada

et s dokazatel�stvom teoremy �	� i poqti doslovno sovpadaet s
sootvetstvu�wim dokazatel�stvom v zametke ���� primenennym
k funkcii m�f�z��	 Vybira� proizvol�nym obrazom toqki rk�
mo�no poluqit� r�d dvutoqeqnyh teorem pokryti� dl� funk

ci� klassa M�R�	 V qastnosti� pri r� � r� ��r� r� � r� � �r i
�r� 	� poluqim analog neravenstva Fana� t	e	 neravenstvo ��	��
dl� krugovogo kol�ca� gde f�z� neobhodimo zamenit� na m�f�z��� a
l�z� � m�h�z��� f�z� 
M�R�	 My ne privodim zdes� �to i drugie
neravenstva� tak kak oni vpolne analogiqny sootvetstvu�wim
neravenstvam dl� funkci� klassaM i ego podklassov� qto byli
rassmotreny nami podrobno v rabote ���	
Pere�dem teper� k analizu neravenstva ��	��	 Pust� G � U �

f 
M i z�� z� � proizvol�nye razliqnye toqki kruga U � otliq

nye ot pol�sa funkcii f�z�	 Oboznaqim qerez 	 � 	�z� drobno

line�noe otobra�enii kruga U na seb�� perevod�wee simmetriq

nye toqki �ic� c � 	� v toqki z� i z�	 Oqevidno� �c��� � c�� �
th d�z�� z��	 Zapisyva� neravenstvo ��	�� dl� funkci� f�	�z�� i
l�z� 	 k�z�� posle neslo�nyh vyqisleni� poluqim

jf�z�� � f�z��j � th d�z�� z��
p
jf ��z��f ��z��j��� jz�j����� jz�j��� ��	��

Neravenstvo ��	�� otliqno ot rezul�tatov v ������ i v litera

ture� po
vidimomu� ne vstreqalos�� hot� specialistam pon�tno�
kak ego mo�no poluqit� iz izvestno� teoremy Lavrent�eva o
nenalega�wih oblast�h	
Privedennye teoremy mo�no rassmatrivat� kak ocenki vyra

�eni� f ��z��f

��z����f�z�� � f�z���
�� �vl��wegos� invariantom ot


nositel�no mebiusovyh avtomorfizmov sfery	 Dopolnim se�qas
�ti ocenki s privleqeniem drugogo izvestnogo invarianta � pro

izvodno� Xvarca� Sf �z� � f ����z��f ��z�� ������f ���z��f ��z���	

Teorema 
��� Esli funkci� f�z� prinadle�it klassuM i f��r� ��
�� to ime�t mesto neravenstva����Sf �r� � Sf ��r�� ��

f ��r�f ���r�
�f�r� � f��r��� �

�

r�

���� � �
r�

�� � r���
� ��	��
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�� � r���

�����
���Re

�
f ��r�f ���r�

�f�r� � f��r���
�
�

���r� � r� � ��

r���� r���
� ��	��

Ravenstvo v ��	�� i ��	�� dostigaets� dl� superpozicii funkcii
Kebe i proizvol�nogo drobno�line�nogo avtomorfizma sfery


Dokazatel�stvo� Pri dostatoqno malom � � 	 polo�im

z� � r � �ei�� z� � r � �ei�� z� � �r � �ei�� z� � �r � �ei��

W � ff�z��� f�z��� f�z��� f�z��g� � � f����� ����g� � � fr� r� r� rg�
Iz monotonnosti privedennogo modul� sleduet

M �f�U ��W����� �M �C w�W������

Perepisyva� levu� qast� neravenstva v terminah vnutrennih
radiusov i funkci� Grina ��� s	 ���� a tak�e vospol�zovavxis�
formulo� dl� privedennogo modul� kompleksno� sfery ���� po

luqim

nX
k��

nX
l��

����k�lh�zk� zl� � 	� ��	��

gde

h�zk� zl� � log

������� zkzl�
f�zk�� f�zl�

zk � zl

����� k �� l�

h�zk� zk� � log j�� � jzkj��f ��zk�j	 Uqityva� razlo�eni� funkcii f
v okrestnost�h toqek r i �r�

f�z� �
�X
k��

ak�z � r�k i f�z� �
�X
k��

bk�z � r�k�

nahodim

h�z�� z�� � log ja���� r��j�Re

�
�

�
�a�ei�

a�
� r�ei� � e�i��

�� r�

�
�

���

	
�a�e

�i�

a�
� �a��e

�i�

a��
� �

�� r�
� r�

�



ei� � e�i�

�� r�

�� �

� o�����

h�z�� z�� � log ja���� r��j�Re

�
�

�
��a�e

i�

a�
�
r�ei� � e�i��

�� r�

�
�



�� V� N� DUBININ� E� V� KOST�QENKO

���

	
�a�e

�i�

a�
� �a��e

�i�

a��
� �

�� r�
� r�

�



ei� � e�i�

�� r�

�� �

� o�����

h�z�� z�� � log jb���� r��j�Re

�
�

�
�b�ei�

b�
�
r�ei� � e�i��

�� r�

�
�

���

	
�b�e�i�

b�
� �b��e

�i�

b��
� �

�� r�
� r�

�



ei� � e�i�

�� r�

�� �

� o�����

h�z�� z�� � log jb��� � r��j� Re

�
�

�
��b�e

i�

b�
� r�ei� � e�i��

�� r�

�
�

���

	
�b�e�i�

b�
� �b��e

�i�

b��
� �

�� r�
� r�

�



ei� � e�i�

�� r�

�� �

� o�����

h�z�� z�� � log ja���� r��j�Re

�
��r e

i� � e�i�

�� r�
� ��

�
�

�� r�
�

�
a�e

�i�

a�
� r�

�



ei� � e�i�

�� r�

�� �

� o�����

h�z�� z�� � log jb���� r��j� Re

�
�r
ei� � e�i�

�� r�
� ��

�
�

�� r�
�

�
b�e

�i�

b�
� r�

�



ei� � e�i�

�� r�

��
�


� o�����

h�z�� z�� � log
�� � r��ja� � b�j

�r
�Re

�
�

�
a�e

i� � b�e
i�

a� � b�
� ei� � ei�

�r
�

�
r�ei� � e�i��

� � r�

�
� ��

�
a�e

�i� � b�e
�i�

a� � b�
�

�ei� � ei���


r�
�

��

�



a�e

i� � b�e
i�

a� � b�

��
� r�

�



ei� � e�i�

� � r�

��
� ei	���


� � r�

�

� o�����

h�z�� z�� � log
�� � r��ja� � b�j

�r
�Re

�
�

�
a�e

i� � b�e
i�

a� � b�
� ei� � ei�

�r
�

�
r�ei� � e�i��

� � r�

�
� ��

�
a�e

�i� � b�e
�i�

a� � b�
�

�ei� � ei���


r�
�
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��

�



a�e

i� � b�e
i�

a� � b�

��
� r�

�



ei� � e�i�

� � r�

��
�
ei	���


� � r�

�

� o�����

h�z�� z�� � log
�� � r��ja� � b�j

�r
� Re

�
�

�
�a�e

i��b�ei�

a� � b�
�
ei��ei�

�r
�

�r�ei� � e�i��

� � r�

�
� ��

�
a�e

�i� � b�e
�i�

a� � b�
�

�ei� � ei���


r�
�

��

�



a�e

i� � b�e
i�

a� � b�

��
� r�

�



ei� � e�i�

� � r�

��
�
ei	���


� � r�

�

� o�����

h�z�� z�� � log
�� � r��ja� � b�j

�r
� Re

�
�

��a�ei��b�ei�
a� � b�

�
ei��ei�

�r
�

�r�ei� � e�i��

� � r�

�
� ��

�
a�e

�i� � b�e
�i�

a� � b�
�

�ei� � ei���


r�
�

��

�


�a�ei� � b�e
i�

a� � b�

��
� r�

�



ei� � e�i�

� � r�

��
� ei	���


� � r�

�

� o�����

V predele pri �� 	 neravenstvo ��	�� prinimaet vid

Re

�
�ei	���


a�b�
�a� � b���

� e�i�
a�a� � a��

a��
�

�e�i�
b�b� � b��

b��
��ei	���


�r�
� �ei	���


�� � r���

�
�

�

��� r���
�

Polaga� teper� � � � � �� v silu proizvol�nosti �� poluqim
��	��� a zatem pri � � �� � � � ��	��	 Teorema dokazana	

Teoremu �	�� po
vidimomu� mo�no poluqit� iz neravenstva
���� raboty ���� dl� dvuh odnolistnyh v kruge funkci� bez ob

wih znaqeni�	 Zametim tak�e� qto neravenstvo ��� voshodit k ra

botam Nehari i  	 E	 Alenicyna	 Horoxo izvestny ves�ma ob

wie teoremy iska�eni� dl� funkci� v mnogosv�znyh oblast�h�
poluqennye �timi avtorami �sm	� naprimer� ���� ����	 Ukazan

nye rezul�taty soder�at svobodnye parametry� vybor kotoryh
privodit k interesnym qastnym sluqa�m i sledstvi�m	 Qast�
takih sledstvi� poluqaets� tak�e iz monotonnosti privedenno

go modul� ���� teoremy �� i ����	
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Kak i v sluqae neravenstva ��	��� neravenstvo ��	�� daet toq

nu� ocenku module� proizvodnyh v klasse M�R�	 Dostatoqno
primenit� ego k funkci�m m�f�z�� i m�h�z��	 V dopolnenie k �to

mu rezul�tatu privedem ocenku sverhu dl� proizvol�nyh toqek
a i b kol�ca K� ne ob�zatel�no simmetriqnyh	 Pust� g�z� 	� �
funkci� Grina kol�ca K	 Vyra�enie g�z� 	� qerez teta
funkcii
dano� naprimer� v ���� s	 ����	

Teorema 
��� Dl� l�bo� funkcii w � f�z� klassa M�R� i dl� l��
byh toqek a� b 
 K� otliqnyh ot pol�sa f�z�� spravedlivo nera�
venstvo

jf ��a�f ��b�jj�� f�a�f�b�j�
jf�a� � f�b�j��jf�a�j� � ���jf�b�j� � ��

�
exp��g�a� b��

r�K� a�r�K� b�
�

Dokazatel�stvo� Pust� Z� �� � i W takie �e� kak i pri doka

zatel�stve neravenstva ��	��� i pust� D � fw � jwj � �g	 V silu
monotonnosti privedennogo modul�� imeem

M �K�Z������
�


�
log jf ��a�f ��b�j �

� M �f�K��W����� �M �D�W����� �

�
�


�

�
log
�
�jf�a�j�����jf�b�j������ � log

������� f�a�f�b�j
f�a� � f�b�

�����


�

Ostalos� zametit�� qto

M �K�Z����� �
�


�

�
log r�K� a�r�K� b�� �g�a� b�

�
�

Teorema dokazana	

V zakl�qenie otmetim� qto v teorii funkci� izvestno nema

lo rezul�tatov� kotorye tak�e mo�no traktovat� kak dvutoqeq

nye teoremy iska�eni�	 Naprimer� ocenki vnutrennego radiu

sa� poluqennye E	 G	 Emel��novym ����� ili teoremy iska�eni��
uqityva�wie geometri� obraza ��� ���	 Drugie tipy zadaq s
dvukratno simmetriqno� �kstremal�no� konfiguracie� rassmo

treny tak�e v sledu�wem paragrafe	



�KSTREMAL�NYE ZADAQI TEORII FUNKCI� ��

x�� Neravenstva dl� module� kolec

Pod kol�com ponimaets� proizvol�na� dvusv�zna� oblast� G
kompleksno� sfery C z 	 Oboznaqim qerez mod G modul� kol�ca
G otnositel�no seme�stva krivyh� razdel��wih ego graniqnye
komponenty� i pust� E� i E� � komponenty dopolneni� kol�ca G	
My sopostavl�em kol�cu G kondensator �E�� E�� ���	 Izvestno�

qto modG � mod�E�� E��
def
� �cap�E�� E������ gde cap�E�� E�� � em


kost� kondensatora �E�� E��	 Sredi oblaste� kanoniqeskogo vida
naibolee qasto vstreqa�ts� krugovye kol�ca� kol�ca Gr�txa i
Te�hm�llera	 Poslednie dva poluqa�ts� dvi�eni�mi v plos

kosti C z iz oblaste� G �P � � fz � jzj � �g n 
����P �� P � �� i
T�P � � C z n �
����P �� 
	� ���� P � 	� sootvetstvenno	
Horoxo izvestny sledu�wie utver�deni� �sm	� naprimer�
��������	

Lemma �Rengel��� Iz vseh kolec G� otdel��wih toqki 	 i �� i
ime�wih fiksirovannu� koneqnu� plowad� v logarifmiqesko� me�
trike ���jzj���jdzj� maksimal�ny� modul� ime�t tol�ko kol�ca�
ograniqennye koncentriqeskimi okru�nost�mi s centrom v na�
qale koordinat


Lemma �Gr�tx�� Sredi vseh kolec� odna komponenta dopolneni�
kotoryh soder�it ediniqny� krug� a druga� 	 toqki �P i�� kol��
co G�P �� i tol�ko ono� obladaet maksimal�nym modulem


Lemma �Te�hm�ller�� Sredi vseh kolec� otdel��wih paru to�
qek f	� �g ot pary f����Pg� kol�co T�P �� i tol�ko ono� imeet
naibol�xi� modul�


Nam ponadob�ts� analogi �tih lemm� no u�e dl� proizvol�

nyh kondensatorov �E�� E��� pole kotoryh G � C z n �E� � E�� ne
ob�zatel�no �vl�ets� kol�com	 Vs�du ni�e prin�to oboznaqenie

Dk �
�
z� rei� � 	�r���

��� � ��k�n
�����n

�
� k��� � � � n� n� ��

V qastnosti� pri n � �� D� � C z	 Budem govorit�� qto sv�zna�
komponenta G� mno�estva G � Dk� � � k � n� n � �� otdel�et
toqki 	 i � v Dk� esli dopolnenie Dk nG� mo�no razbit� na dva
nepereseka�wihs� zamknutyh mno�estva E i F � odno iz kotoryh
soder�it toqku 	� drugoe ��� priqem E�
G� 
 E� i F�
G� 
 E�	
V terminah kondensatorov i bez utver�deni� o ravenstve analog
lemmy Rengel� formuliruets� sledu�wim obrazom	
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Lemma 
�
� Esli suwestvuet sv�zna� komponenta pol� konden�
satora �E�� E��� otdel��wa� toqki 	 i � v C z� i plowad� �to�
komponenty v logarifmiqesko� metrike ne prevoshodit nekoto�
ro� veliqiny S� 	 � S ��� to

mod�E�� E�� � modfz � r � jzj � Rg� ��	��

gde r i R 	 l�bye vewestvennye qisla� udovletvor��wie uslovi�
S � ������ log�R�r�


Dokazatel�stvo �togo utver�deni� legko poluqit� iz princi

pa usredn��we� simmetrizacii Markusa ����	

Pere�dem teper� k obobweni� lemm Gr�txa i Te�hm�lle

ra	 Vs�du ni�e t oznaqaet kompleksny� parametr� Re t � 	�
w � dt�z� � �z � t���z � t� � drobno
line�na� funkci�� d��t �w�
� funkci�� obratna� k w � dt�z�	 Dl� proizvol�nyh kompleks

nyh qisel a� b i vewestvennyh r i R� udovletvor��wih uslo

vi�m� Re a � 	� Re b � 	� a �� b� r � jbj � R� r � jaj � R�
	 � r � R ��� oboznaqim qerez G�t� r� a� b�R� dvusv�znu� oblast�
fz � r� � jzj � R�� z �
 
�a�� a�� � 
�R��b�� � 
b�� R�g� gde vewe

stvennye qisla a�� b�� r� i R� opredel��ts� sledu�wimi soot

noxeni�mi� djtj�a

�� � �jdt�a�j� djtj�b�� � jdt�b�j� r� � jd��jtj ��ei��j�
R� � jd��jtj �ei	���
�j� � � ugol� pod kotorym iz toqki t viden ot


rezok 
�ir� ir�� a � � ugol� pod kotorym iz to� �e toqki viden
otrezok 
�iR� iR�	 Zametim� qto v sluqae polo�itel�nyh t vy

poln�ets� r� � r i R� � R� a esli dopolnitel�no a i b � polo

�itel�nye� priqem a � t � b� to G�t� r� a� b� R� � fz � r � jzj �
R� z �
 
�a� a� � 
�R��b� � 
b�R�g	 V �tom sluqae pri a � r� R � �
libo pri r � 	� b � R oblast� G�t� r� a� b� R� �vl�ets� konformnym
variantom kol�ca Gr�txa G�P �� a pri r � 	� R � � � kol�ca
Te�hm�llera T�P �	
Budem govorit�� qto proizvol�noe mno�estvo E soedin�et
toqku a s mno�estvom F � esli suwestvuet sv�zna� komponenta
mno�estva E� soder�awa� toqku a i nekotoru� toqku b 
 F 	

Lemma 
�
� Pust� a� b� r i R takie �e� kak i vyxe� i pust� kon�
densator �E�� E�� udovletvor�et sledu�wim uslovi�m� plastina
E� soder�it krug jzj � r i soedin�et toqku a s toqko� �a� a pla�
stina E� soder�it mno�estvo jzj � R i soedin�et toqki b i �b

Togda dl� l�bogo t� Re t � 	� spravedlivo neravenstvo

mod�E�� E�� � mod G�t� r� a� b� R�� ��	��
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Esli� dopolnitel�no� pole G kondensatora �E�� E��� �vl�ets�
kol�com� to ravenstvo v ��	�� dostigaets� tol�ko pri sovpadenii
G s kol�com G�t� r� a� b� R�� s toqnost��� byt� mo�et� do sdviga
vdol� mnimo� osi


Dokazatel�stvo� Oboznaqim qerez �E�
� � E

�
�� obraz kondensatora

�E�� E�� pri otobra�enii w � dt�z�	 Plastina E�
� soder�it mno


�estvo K� � dt�fz � jzj � rg� i soedin�et toqku dt�a� s toqko��
simmetriqno� e� otnositel�no okru�nosti jwj � �� a plastina
E�
� soder�it K� � dt�fz � jzj � Rg� i soedin�et toqku dt�b� s toq

ko�� simmetriqno� e� otnositel�no to� �e okru�nosti	Ugly�
pod kotorymi iz toqki w � 	 vidny dugi K� � fw � jwj � �g i
K� � fw � jwj � �g� oboznaqim qerez �� i ��� sootvetstvenno	 Pri

menim teper� k kondensatoru �E�

� � E
�
�� krugovu� simmetrizaci�

otnositel�no otricatel�no� vewestvenno� poluosi ���	 Imeem

cap�E�� E�� � cap�E�
� � E

�
�� � cap Cr �E�

� � E
�
���

Plastina E�
� poluqennogo kondensatora �E�

� � E
�
�� �� Cr �E�

� � E
�
��

soedin�et toqku �jdt�a�j s simmetriqno� e� toqko� otnositel�

no jwj � �� a plastina E�

� � toqku jdt�b�j tak�e s simmetriq

no� e� toqko� otnositel�no jwj � �	 Garmoniqeska� mera dugi
K��fw � jwj � �g otnositel�no kruga jwj � �� vyqislenna� v toqke
w � 	� ravna ����� i� v svo� oqered�� sovpadaet s garmoniqesko�
mero� otrezka 
�ir� ir� otnositel�no poluploskosti Re z � 	� vy

qislenno� v toqke z � t �sm	� naprimer� �����	 Posledn�� ravna
��� i� znaqit� ���� � �	 Analogiqno� ���� � � � �	 Pri krugovo�
simmetrizacii centry graniqnyh okru�noste� mno�estv K� i
K� perexli na vewestvennu� os�� priqem ugly� pod kotorymi
iz toqki w � 	 vidny dugi� poluqennye v rezul�tate simmetri

zacii iz K� � fw � jwj � �g i K� � fw � jwj � �g� po
pre�nemu
ravny �� i ��	 Vozvrawa�s� k ploskosti z � d��jtj �w�� nahodim�

qto proobraz kondensatora �E�
� � E

�
�� soder�it iskomy� konden


sator s polem G�t� r� a� b�R�	 Po svo�stvu monotonnosti emkosti�
poluqaem neravenstvo ��	��	

Predpolo�im teper�� qto v ��	�� imeet mesto ravenstvo	 Togda
iz rezul�tata D�enkinsa o ravenstve pri krugovo� simmetriza

cii ���� sleduet� qto toqki a� �a� b� �b i t dol�ny le�at� na
odno� pr�mo�� a esli r � 	 ili R �� � to na vewestvenno� osi	
Pri �tom kol�co G ob�zano sovpadat� s kol�com G�t� r� a� b� R� s
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toqnost��� byt� mo�et� do sdviga vdol� mnimo� osi	 Lemma do

kazana	

Netrudno videt�� qto pri podhod�wih parametrah lemma �	�
soder�it lemmy Gr�txa i Te�hm�llera	 Rassmotrim teper� ob

obweni� drugogo roda �sr	 ����	
Pri l�byh R� r i b� udovletvor��wih uslovi�m� 	 � r � jbj �

R ��� Re b � 	� opredelim dvusv�znu� oblast�

H��r� b� R� � fz � r � jzj � R� z �
 
�R��b��� 
b�� R�g�
gde b� � d��r �jdr�b�j�	 Analogiqno� pri l�byh r� R i a takih� qto
	 � r � jaj � R � �� Re a � 	� postroim kol�co H��r� a�R� � fz �
r � jzj � R� z �
 
�a�� a��g� gde a� � d��r ��jdr�a�j�	
Lemma 
��� Pust� 	 � r � jbj � R � �� Re b � 	
 Esli dopol�
nenie k plastine E� kondensatora �E�� E�� ne soder�it toqek
z�� z�� sv�zannyh ravenstvom z�z� � r�� a plastina E� soder�it
mno�estvo jzj � R i soedin�et toqki b i �b� to spravedlivo
neravenstvo

mod�E�� E�� � modH��r� b� R�� ��	��

Esli� dopolnitel�no� pole G kondensatora �E�� E��� �vl�ets�
kol�com� to ravenstvo v ��	�� dostigaets� tol�ko pri sovpade�
nii G s H��r� b� R�


Dokazatel�stvo� Oboznaqim qerez �E�
� � E

�
�� obraz kondensatora

�E�� E�� pri otobra�enii w � dr�z�	 Mno�estvo C w nE�
� ne soder


�it toqek w�� w�� sv�zannyh ravenstvom w� � �w�	 De�stvitel�

no� iz ravenstva dr�z�� � �dr�z�� pri nekotoryh z�� z� 
 C z n E�

�lementarno vytekaet� qto z�z� � r�� a takie toqki ne soder�at

s� v C z n E� po uslovi�	 Primen�� dalee krugovu� simmetri

zaci� otnositel�no otricatel�no� vewestvenno� poluosi� na

hodim� qto plastina E�

� kondensatora �E
�
� � E

�
�� �� Cr �E�

� � E
�
�� so


der�it poluploskost� Rew � 	� a plastina E�
� soedin�et toq


ki jdr�b�j i ���jdr�b�j i soder�it mno�estvo dr�fz � jzj � Rg�	
Vozvrawa�s� k ploskosti z � d��r �w�� zakl�qaem� qto proobraz
kondensatora �E�

� � E
�
�� soder�it iskomy� kondensator s polem

H��r� b� R�	 V rezul�tate imeem

cap�E�� E�� � cap�E�
� � E

�
�� � cap�E�

� � E
�
�� � �modH��r� b� R��

���

Utver�denie o ravenstve prover�ets� tak �e� kak i v lemme �	
Lemma �	� dokazana	
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Kombiniru� obobweni� lemm Rengel�� Gr�txa i Te�hm�l

lera� privedem sledu�wi� rezul�tat dl� kolec� voshod�wi� k
principu qastiqno� simmetrizacii H� ��� �sm	 tak�e ��� s	 ����	

Teorema 
��� Pust� G 	 dvusv�zna� oblast� na sfere C z� i pust�
E�� E� 	 komponenty dopolneni� �to� oblasti
 Predpolo�im�
qto dl� ka�dogo k � �� � � � n �n � �� oblast� G udovletvor�et po
kra�ne� mere odnomu iz sledu�wih uslovi�


��� Suwestvuet sv�zna� komponenta mno�estva G�Dk� ot�
del��wa� toqki 	 i � v Dk� i plowad� �to� komponenty
v logarifmiqesko� metrike ne prevoshodit nekotoro� ve�
liqiny Sk� 	 � Sk ��


��� Pri nekotoryh rk� ak� bk i Rk� 	 � rk � Rk � �� ak�
bk 
 Dk � fz � rk � jzj � Rkg� odna komponenta dopolne�
ni� G� naprimer E�� soder�it sektor fz � jzj � rkg �Dk i
soedin�et toqku ak s granice� Dk� a druga� �E�� soder�it
sektor fz � jzj � Rkg �Dk i soedin�et toqku bk s granice�
Dk


��� Pri nekotoryh rk� bk i Rk� 	 � rk � Rk ��� bk 
 Dk � fz �
rk � jzj � Rkg� odna iz komponent dopolneni� G� dopustim
E�� soder�it sektor fz � jzj � Rkg�Dk i soedin�et toqku
bk s granice� Dk
 Mno�estvo G � E� ne soder�it toqek
z�� z�� sv�zannyh ravenstvom z�z� � r�ke

i�k��n

��� Pri nekotoryh rk� ak i Rk� 	 � rk � Rk ��� ak 
 Dk � fz �

rk � jzj � Rkg� odna iz komponent dopolneni� G� dopustim
E�� soder�it sektor fz � jzj � rkg �Dk i soedin�et toqku
ak s granice� Dk
 Mno�estvo G � E� ne soder�it toqek
z�� z�� sv�zannyh ravenstvom z�z� � R�

ke
i�k��n


Togda spravedlivo neravenstvo

mod G �

�
�

n

nX
k��

�modGk�
��


��
� ��	��

gde kol�ca Gk� k � �� ��� n� opredeleny sledu�wim obrazom� esli
pri dannom k oblast� G udovletvor�et uslovi� ���� to Gk �
fz � rk � jzj � Rkg s proizvol�nymi rk� Rk takimi� qto
Sk � �����n� log�Rk�rk�
 esli �e ishodna� oblast� udovletvor��

et uslovi� ���� to Gk � fz � zn�� 
 G�t� r
n��
k � a

n��
k � b

n��
k � R

n��
k �g�

gde t 	 l�boe kompleksnoe qislo s Re t � 	
 v sluqae� kogda pri
dannom k oblast� G udovletvor�et uslovi� ���� Gk imeet vid
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fz � zn�� 
 H��r
n��
k � b

n��
k � R

n��
k �g� a v sluqae ��� Gk � fz � zn�� 


H��r
n��
k � a

n��
k � R

n��
k �g�

Ravenstvo v ��	�� imeet mesto tol�ko dl� n�kratno simme�
triqnogo kol�ca G� sovpada�wego s odnim iz kolec Gk� � � k � n�
gde� v sluqae vypolneni� uslovi� ���� parametr t vybiraets� ve�

westvennym i udovletvor��wim neravenstvu jan��k j � t � jbn��k j

Dokazatel�stvo� Oboznaqim qerez C�k� � �E��k�� E��k�� rezul�

tat razdel��wego preobrazovani� kondensatora C � �E�� E��
s polem G otnositel�no seme�stva funkci� 	 � pk�z� 	 zn��

�z 
 Dk� Re 	 � 	�	 Po teoreme �	� raboty ����

cap C �
�

�

nX
k��

cap C�k��

Ka�dy� iz kondensatorov C�k�� k � �� ��� n� budet udovletvor�t�
po kra�ne� mere odnomu iz sledu�wih uslovi�	

���� Sv�zna� komponenta pol� kondensatora C�k�� otdel�et
toqki 	 i � v C � 	 Plowad� �to� komponenty v logarif

miqesko� metrike ne prevoshodit veliqiny n�Sk�� �plo

wad� uveliqilas� v n��� raz pri otobra�enii 	 � zn���
i ewe udvoilas� za sqet dobavleni� pri razdel��wem
preobrazovanii !poloviny" kondensatora v poluplosko

sti Re 	 � 	�	

���� Odna plastina kondensatora C�k� soder�it krug f	 � j	j �
r
n��
k g i soedin�et toqku a

n��
k s toqko� �an��k � a druga� �

soder�it mno�estvo f	 � j	j � R
n��
k g i soedin�et toqki

b
n��
k i �bn��k 	

���� Odna plastina kondensatora C�k� soder�it mno�estvo

f	 � j	j � R
n��
k g i soedin�et toqki bn��k i �bn��k 	 Dopolnenie

k drugo� plastine ne soder�it toqek 	�� 	�� sv�zannyh
ravenstvom 	�	� � rnk 	

���� Odna plastina kondensatora C�k� soder�it krug f	 � j	j �
r
n��
k g i soedin�et toqki an��k i �an��k 	 Dopolnenie k drugo�
plastine ne soder�it toqek 	�� 	�� sv�zannyh ravenstvom
	�	� � Rn

k 	

Pri vypolnenii odnogo iz uslovi� ����� ���� i ���� vospol�zuems��
sootvetstvenno� lemmami �	�� �	� i �	�	 Sluqa� ���� svodits� k
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���� otobra�eniem � � ��		 Poluqim neravenstva

cap C�k� � �mod G�k����� k � �� ��� n�

gde kol�ca G�k� � sledu�wie� v pervom sluqae G�k� imeet
vid f	 � r�k� � j	j � R�k�g s proizvol�nymi r�k�� R�k� pri
uslovii n�Sk�� � ������ log�R�k��r�k��# vo vtorom � G�k� �

G�t� r
n��
k � a

n��
k � b

n��
k � R

n��
k �� v tret�em � G�k� � H��r

n��
k � b

n��
k � R

n��
k � i�

nakonec� v qetvertom � G�k� � H��r
n��
k � a

n��
k � R

n��
k �	 Kol�ca G�k��

� � k � n� simmetriqny kak otnositel�no mnimo�� tak i otno

sitel�no vewestvenno� osi	 Otobra�enie z � p��k �	� � 	��n da�t
iskomye n
kratno simmetriqnye kol�ca Gk� priqem ka�do� iz n
simmetriqnyh sostavl��wih Gk odnolistno sootvetstvuet po

lovina kol�ca G�k�	 Okonqatel�no imeem

�modG�k���� �
�

n
�mod Gk�

���

Neravenstvo ��	�� dokazano	 Soglasno principu razdel��we

go preobrazovani�� v sluqae ravenstva v ��	�� kol�co G dol�

no byt� simmetriqno otnositel�no pr�myh� soder�awih luqi
fz � arg z � ���k � ���ng� k � �� ��� n	 Sledovatel�no� pol� kon

densatorov C�k� tak�e �vl��ts� kol�cami i ostaets� vospol�

zovat�s� edinstvennost�� v lemme Rengel� i lemmah �	�� �	�	
Teorema dokazana	

V r�de qastnyh sluqaev modul� kol�ca G�t� r� a� b� R� netrudno
sosqitat� s ispol�zovaniem �lliptiqeskih integralov �sr	 ���
s	 �������	 Sledu�wi� rezul�tat vytekaet iz uslovi� ��� teo

remy �	� pri rk � 	 i Rk ��� k � �� ��� n	

Sledstvie 
��� Esli G 	 dvusv�zna� oblast� i dl� ka�dogo k �
�� ��� n �n � �� odna iz komponent dopolneni� G soedin�et nekoto�
ru� toqku ak 
 Dk s granice� Dk� a druga� komponenta dopolneni�
soedin�et nekotoru� toqku bk 
 Dk s granice� Dk� to vypoln��
ets� neravenstvo

modG �
�

�

�
nX

k��

K
�
qk
�

K

�p
�� q�k

�
��� ��	��

gde qk � d��jtj ��jdt�a
n��
k �j��d��jtj �jdt�b

n��
k �j�� t 	 l�boe s Re t � 	�

Re a
n��
k � 	� Re b

n��
k � 	� K��� 	 polny� �lliptiqeski� integral
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pervogo roda
 V qastnosti� esli ak � rke
i�k��n� bk � Rke

i�k��n i

r
n��
k � t � R

n��
k � to qk �

p
rnk�R

n
k 
Ravenstvo v ��	�� imeet mesto

tol�ko dl� n�kratno simmetriqnogo kol�ca Te�hm�llera

C z n
�fz � 	� zn� rng � fz � zn � Rng�� 	�r�R���

ak � rei�k��n� bk � Rei�k��n� k � �� ��� n� pri rn�� � t � Rn���

Zametim� qto pervye popytki rasprostranit� �kstremal�nye
svo�stva kolec Gr�txa i Te�hm�llera na ih n
kratno simme

triqnye analogi vypolneny kita�skim matematikom H� ���	 V
ego rabote itogovy� rezul�tat sformulirovan v vide teoremy�
tak �e soder�awe� qetyre uslovi� i neravenstvo vida ��	��� no
so srednim arifmetiqeskim v pravo� qasti	 Qetvertoe uslovie
teoremy v ��� �vl�ets� qastnym sluqaem to� situacii v uslo

vii ��� teoremy �	�� kogda rk � 	� Rk � �� ak � rke

i�k��n i
bk � Rke

i�k��n� k � �� ��� n	 K so�aleni�� rabota ��� napisana ne

bre�no i ostal�nye tri uslovi� sformulirovany s oxibkami	
Metod dokazatel�stva v �to� rabote osnovan na zakonah kompo

zicii dl� module� seme�stv krivyh �sm	 ob �tom ��� s	 ����	

x�� Neravenstva dl� odnolistnyh funkci�

V dannom paragrafe rassmatriva�ts� zadaqi� v kotoryh �ks

tremal�na� funkci� obladaet n
 kratno� simmetrie�� n � �	 V
otliqie ot qastnogo sluqa� n � � takie zadaqi menee izvest

ny	 My vospol�zuems� teoremo� predyduwego paragrafa� a tak

�e vnov� monotonnost�� privedennogo modul� i razdel��wim
preobrazovaniem	 Tako� podhod odinakovo primenim dl� funk

ci� klassov M i M�R�� vvedennyh v x�	 V qastnosti� teore

mu �	� mo�no interpretirovat� kak teoremu pokryti� v klas

se M�R�	 �tot rezul�tat soder�it r�d klassiqeskih teorem v
dannom klasse funkci�	 Opuska� zdes� �ti sledstvi� i drugie
rezul�taty� my ograniqims� ocenko� snizu dl� module� proiz

vodnyh v klasse M� ocenko� sverhu dl� module� proizvodnyh
v klasse M�R� i smexanno� teoremo� pokryti�
iska�eni� tak
�e v klasse M�R�	 Odno� iz �kstremal�nyh funkci� v klas


se M �vl�ets� funkci� kn�z�
def
� �k�zn����n� kotora� konformno

i odnolistno otobra�aet krug U na w
ploskost� s razrezami
po luqam arg�wn� � 	� jwj � n

p
���	 �kstremal�no� funkcie� v

klasse M�R� �vl�ets� n
kratno simmetriqna� funkci� Gr�txa
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hn�z� 	 h�z�n�R�
def
� n

p
h�zn�Rn��

n
p
� � �� konformno i odnolistno

otobra�a�wa� kol�co K na oblast� jwj � � s razrezami po lu

qam arg�wn� � 	� Pn � jwjn ��� gde Pn � h�Rn�Rn�	 V dopolnenie
k opredeleni� klassaM�R� uka�em� qto po principu simmetrii
l�ba� funkci� w � f�z� �togo klassa dopuskaet analitiqeskoe
prodol�enie v kol�co K� � fz � ��R � jzj � Rg	 V dal�ne�xem
ukazannoe prodol�enie budem oboznaqat� to� �e bukvo� f�z�	
Sledu�wi� rezul�tat usilivaet teoremu �	�� raboty ���	

Teorema ��
� Pust� funkci� w � f�z� prinadle�it klassu M� i
pust� zk� k � �� � � � n �n � ��� 	 proizvol�nye toqki� udovletvo�
r��wie uslovi�m� jzkj � r� 	 � r � �� i f�zk� 
 Dk� k � �� � � � n

Togda

n

vuut nY
k��

����f n

�
���zk�f ��zk�

Re f
n

� �zk�

���� � �� rn

r�� � rn�
� ��	��

Ravenstvo imeet mesto dl� funkci� vida f�z� � ckn�z� i toqek

zk � rei�k��n� k � �� � � � n� gde c 	 proizvol�na� polo�itel�na� po�
sto�nna�


Dokazatel�stvo� Rassmotrim dva kondensatora

C� �
��n

k��

	� rei�k��n��

�n

k��

�r ��r�ei�k��n� ei�k��n� � fz � z �
Ug

�
i

C �
��n

k��

	� zk��

�n

k��

zk � zk�r�r� zk�r�� fz � z �
Ug

�
�

gde polo�itel�noe qislo �r vybrano nastol�ko malym� qtoby
toqki f�zk � zk�r�r� po
pre�nemu prinadle�ali sektoram Dk	
Putem dissimmetrizacii ��� s	 ������ kondensator C mo�et byt�
poluqen iz C� i� sledovatel�no� dl� emkoste� kondensatorov vy

poln�ets� neravenstvo

cap C� � cap C� ��	��

Oboznaqim qerez f�C� obraz kondensatora C pri otobra�enii
w � f�z�	 Soglasno sledstvi� �	�� spravedliva ocenka

cap f�C� � �
nX

k��

K�qk �

K

�p
�� q�k

� � ��	��
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gde qk � ��d���

�jdt�fn���zk � zk�r�r��j
�
� t � fn���zk�� Re t � 		 Dl�

polnogo �lliptiqeskogo integrala K�
 � ime�t mesto sledu�wie
asimptotiqeskie razlo�eni� ���� s	 �����

K�
 � � ln
�p

�� 
�
� o���� 
 � ��

K

�p
�� 
�

�
�

�

�
� o�

p
�� 
��� 
 � ��

Takim obrazom�

K�qk �

K

�p
�� q�k

� �
�

�
ln

�p
�� q�k

� o���� k � �� � � � n�

Zdes� i ni�e pod o��� ponimaets� veliqina� strem�wa�s� k nul�
pri �r� 		
S drugo� storony� kondensator C� konformno �kvivalenten
kondensatoru

�fz � 	 � zn � �g� fz � zn � Rng��
R �

�
rn�� � r�n��

�r ��r�n�� � �r ��r��n��

���n
� R � ��

i ego emkost�

cap C� � �n
K
�p

R�n
�

K

�p
�� R�n

� �
�n

�
ln

�p
�� R�n

� o����

S uqetom neravenstv ��	�� i ��	��� prihodim k sootnoxeni�

� �

nQ
k��

��� q�k�

��� R�n�n
�� � o����� ��	��

Rassmotrim otdel�no vyra�eni�� vhod�wie v pravu� qast�
��	���

��R�n �
n�r��� r�n � o����

r�r ��r�n�rn � r�n � ��
� ��	��

qk �
�� jdt�fn���zk � zk�r�r��j
� � jdt�fn���zk � zk�r�r��j �
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gde� pri t � fn���zk��

dt�f
n���zk � zk�r�r�� �

fn���zk � zk�r�r�� fn���zk�

fn���zk � zk�r�r� � fn���zk�
�

Tak kak

fn���zk � zk�r�r� � fn���zk� �
n

�

zk�r

r
f ��zk�f

n�����zk� � o��r��

to

�� q�k � n�r

����fn�����zk�f ��zk�Re fn���zk�

����� o��r�� �r� 	� ��	��

Podstavl�� ��	�� i ��	�� v ��	�� i ustreml�� �r k nul�� poluqa

em iskomoe neravenstvo ��	��	 Ravenstvo prover�ets� neposred

stvenno	 Teorema dokazana	

Neravenstvo ��	�� bylo poluqeno ranee pri dopolnitel�nom
uslovii� arg f�zk� � ��k�n� k � �� � � � n� ��� s	 ���	 V �tom sluqae
leva� qast� ��	�� imeet vid

n

s
nY

k��

jf ��zk��f�zk�j�

Teorema ��
� Esli funkci� w � f�z� prinadle�it klassu M�R��
to dl� l�byh �� 	 � � � ��n� n � �� i l�byh �� � � � � R� vypol�
n�ets� neravenstvo�����

�nY
k��

f ��zk�

�����
�nY

k�l��
k ��l

��f�zk�� f�zl�
��	��
k�l �

�

���� h���nein��Rn�

n�n���h��nein��Rn�� h��ne�in��Rn��

�����n � ��	��

gde

z�j�� � � exp�i��� � ��j�n��� z�j � � exp�i�� � ��j�n��� j � �� � � � n�

Ravenstvo v ��	�� dostigaets� dl� funkci� w � hm�z� i teh m� pri
kotoryh sistema toqek fzkg simmetriqna otnositel�no luqe�
arg�zm� � 	


Dokazatel�stvo� Polo�im Z � fzkg� W � ff�zk�g� � � f����kg�
� � f�kr�kg� �k � �k � �� k � �� � � � �n	 Primen�� posledovatel�no
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formulu ���� raboty ���� svo�stvo monotonnosti privedennogo
modul� i formulu dl� privedennogo modul� kompleksno� sfery
��� s	 ��� ���� poluqaem

M �K�� Z����� � M �f�K���W������ �


�n�

�nX
k��

log jf ��zk�j �

�M �C w�W������ �


�n�

�nX
k��

log jf ��zk�j �

�
�


�n�

��������
�nX

k�l��
k ��l

����k�l log jf�zk� � f�zl�j �
�nX
k��

log jf ��zk�j

������� �

Esli qislo m takovo� qto sistema toqek fzkg simmetriqna
otnositel�no luqe� arg�zm� � 	� to sistema toqek fhm�zk�g
simmetriqna otnositel�no luqe� arg�wm� � 		 Sledovatel�


no� funkci�
�nP
k��

����k log jw � hm�zk�j ravna nul� na granice
oblasti hm�K��	 Po teoreme � raboty ��� zakl�qaem� qto dl�
funkcii hm�z� pri takih m v privedennyh vyxe sootnoxe

ni�h imeet mesto ravenstvo	 Ostalos� pokazat�� qto veliqi

na exp��
�n�M �K�� Z������ sovpadaet s pravo� qast�� ��	��	
Vospol�zuems� povedeniem privedennogo modul� pri konform

nom otobra�enii	 Pust� K�

n � f	 � ��Rn � j	j � Rng� Zn �
f�ne�in	� �nein	g� �n � f��� �g� �n � fr�n�n��� r�n�n��g	 Togda po
teoreme � ��� s primeneniem formuly � ��� i uqetom simmetrii

funkcii H�	�
def
� h�	�Rn�� poluqaem

M �K�� Z����� �
�

n
M �K�

n� Zn��n��n� �

�


�n

�
� log

r�K�
n� �

n ein	�

��n�n��
� �gK�

n
��ne�in	� �n ein	�

�
�

�
�


�n

�
� log

r�H�K�
n��H��nein	��

��n�n��
��gH	K�

n

�H��ne�in	��H��nein	��

�
�

� �

��n
log jH���nein	�j � �

n
M �C w� fH��ne�in	��H��nein	�g��n��n��
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� �

��n
log jH���nein	�j � �


�n

��� log���n�n����
� � log jH��ne�in	��H��nein	�j�� �

��n
log jH���nein	�j�

Teorema dokazana	

Metodom razdel��wego preobrazovani� oblaste� ��� mo�no
poluqit� ocenku sverhu dl� proizvedeni� module� proizvodnyh
v sluqae proizvol�nogo �ne ob�zatel�no qetnogo� qisla somno

�itele�� odnako tol�ko dl� simmetriqnyh toqek na okru�nosti
jzj � �	 �tot fakt byl otmeqen ranee A	  	 Solyninym ����
s	 ����	 Imenno� iz �	�� raboty ��� legko sleduet neravenstvo��� nY

k��

f ��ei	����k�n
�
��� � ��� nY

k��

h�n�e
i	��n���k�n
�

��� � ��h�n�ei��n���n�
gde f�z� 
 M�R�	 Estestvenno bylo by predpolo�it�� qto dl�
funkci� klassa M�R� vypoln�ets�

nY
k��

���f ��ei	����k�n
���� � ��h�n�����n� ��	��

Odnako� rassmatriva� superpozicii s�f 
M�R�� gde s � drobno

line�ny� avtomorfizm oblasti jwj � � na seb�� legko ube�da

ems�� qto leva� qast� ��	�� mo�et byt� skol� ugodno malo� ve

liqino�	 Po
vidimomu� gipoteza ��	�� neverna da�e dl� regu

l�rnyh funkci� klassa M�R�	 Vmeste s tem� esli f�z� 
 M�R�
i toqki zk� k � �� � � � n� n � �� na okru�nosti jzj � � takovy�
qto f�zk� � ei	����k�n
� k � �� � � � n� � � vewestvennoe qislo� to
vypoln�ets� neravenstvo

nY
k��

��f ��zk��� � ��h�n�����n�
De�stvitel�no� soglasno teoreme � ����� pri r � � i dostatoqno
blizkom k edinice� minimum vyra�eni�

nY
k��

h
�
n��
f �r� � � ��k�n�� �

�n��
f �r� �� ��k�n�

i
daet funkci� ei�hn�z�	 Zdes� �f �r� �� oznaqaet rassto�nie ot
naqala koordinat do bli�a�xe� graniqno� toqki mno�estva
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f�fz � � � jzj � rg�� le�awe� na luqe arg w � �� � � jwj	 Zameqa��
qto �f �r� � � ��k� � � � jf ��zk�j�r � �� � o�r � ��� r � �� k � �� � � � n�
poluqim ots�da trebuemoe neravenstvo	
Dokazatel�stvu sledu�we� teoremy predpoxlem dve lemmy�
kasa�wies� vyqisleni� privedennyh module� simmetriqnyh
konfiguraci�	

Lemma ���� Pust� Z � f�� e��i�n� � � � e��i	n��
�ng� � � f�� �� � � � �g�
� � fr� r� � � � rg
 Togda

M �K�� Z����� �
�

��n

�
log�Rn���n��

�X
k��

��k

� � R�nk

�
�

Dokazatel�stvo� Po opredeleni� privedennogo modul��

M �K�� Z����� � lim
r��



jC�r�K�� Z�����j� �

��n
log r

�
�

gde kondensator C�r�K�� Z����� mo�no sqitat� simmetriqnym
otnositel�no okru�nosti jzj � � i luqe� arg z � �k�n� k �
	� � � � �n� �� ��� ��	 Oboznaqim qerez ��z� potencial�nu� funkci�
�togo kondensatora� kotora� tak�e obladaet ukazanno� simme


trie�	 Vvedem otobra�enie w �
�

�
��ze�i�n�n����ze�i�n��n���� pere


vod�wee oblast� G
def
� fz 
 K � j arg zj � ��ng na D�fw � Im w � 	g�

gde D � oblast�� ograniqenna� �llipsom s fokusami v toqkah ��
i poluos�mi �Rn���R�n������ �Rn���R�n�����	 Pust� z � z�w� �
obratnoe otobra�enie� i pust�

e��w� � � ��z�w��� Im w � 	�

��z�w��� Im w � 	�
��	��

Uqityva� princip simmetrii dl� garmoniqeskih funkci� i
princip Dirihle� zakl�qaem

jC�r�K�� Z�����j�
�
�n

ZZ
G

jr�j�dxdy
���

�

�

�
n

ZZ
D

jre�j�dudv��� � �

n

��C�r�D� f	g� f�g�f�n���rg����
Vnov� po opredeleni� privedennogo modul��

M �D� f	g� f�g� f�n���rg� �
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� lim
r��


��C�r�D� f	g� f�g� f�n���rg���� �

��
log r

�
�

Takim obrazom�

M �K�� Z����� �
�

n
M �D� f	g� f�g� f�n���rg� �

�
�

��n
log
�
r�D� 	���n���

�
�

Ostalos� vospol�zovat�s� formulo� dl� vyqisleni� vnutrenne

go radiusa oblasti D ���� s	 ����	

Lemma ���� Pust� Q � C z n fz � x� i	 � jxj � ��a� libo jxj � ��ag�
Z � fi��ig� � � f�� �g� � � f�r� �rg� gde a � �� � � 	
 Togda

M �Q�Z����� �
�

��
log
�
�a� ��a���

�
�

Dokazatel�stvo� Analogiqno dokazatel�stvu predyduwe� te

oremy� rassmotrim simmetriqny� otnositel�no vewestvenno�
osi i okru�nosti jzj � � kondensator C�r�Q�Z������ i pust�
��z� � ego potencial�na� funkci�	 Oboznaqim qerez z�w� vetv�
funkcii� obratno� funkcii �ukovskogo w � �z���z���� otobra

�a�wu� verhn�� poluploskost� Im w � 	 na fz � jzj � �� Im z �

	g def
� G	 Opredel�� e��w� tak �e� kak v ��	��� poluqaem

jC�r�Q�Z�����j�
�
�

ZZ
G

jr�j�dxdy
���

�

�

�
�

ZZ
Cw

jre�j�dudv��� � �

�

��C�r�D� f	g� f�g�f�rg����
gde oblast� D na �tot raz est� w
 ploskost� s razrezami vdol�
luqe� fw � u� iv � v � 	� juj� �a� ��a���g	 Ots�da�

M �Q�Z����� �
�

�
M �D� f	g� f�g� f�rg� �

�
�

��
log
r�D� 	���� �

�

��
log
�a� ��a�����

Lemma dokazana	

Pust� funkci� w � f�z� prinadle�it klassu M�R�	 Obozna

qim qerez �f ��� rassto�nie ot naqala koordinat do bli�a�

xe� graniqno� toqki oblasti f�K�� le�awe� na otkrytom luqe
arg w � �� � � jwj � �	 Esli pri dannom � ukazanno� toqki ne
suwestvuet� to polagaem �f ��� � ��	
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Teorema ���� Dl� funkci� w � f�z� klassa M�R� spravedlivo ne�
ravenstvo

nY
k��

jf ��zk�j
�f ��k���
k � �f ��k����
k

�

�
�n

Rn���
exp

�
�X
k��

�n�k

� � R�nk

�
� ��	���

gde zk � exp���ik�n�� n � �� �k � ��k�� � �k���� �k � �k�� � �k�
�k � arg f�zk�� k � �� � � � n� �n�� � �� � ��� nepreryvna� vetv�
argumenta vybrana tak� qto �� � �� � � � � � �n
 Ravenstvo v
��	��� dostigaets� dl� funkcii w � hn�ei��nz�


Dokazatel�stvo� Vvedem seme�stvo oblaste�

fDkgnk��� Dk � fw � �k � arg w � �k��g� k � �� � � � n�

i seme�stvo funkci� fpkgnk��� 	 � pk�w� 	 i
�
e�i�kw

���
k
� otobra


�a�wih sootvetstvenno oblasti Dk na pravu� poluploskost�
Re 	 � 		 Pust� fCkgnk�� � rezul�tat razdel��wego preobrazo

vani� kondensatora C�r� f�K���W��� e�� otnositel�no seme�stva
funkci�

fpkgnk��� W � ff�z��� � � � f�zn�g�
� � f�� � � � �g� e� � fjf ��z��jr� � � � � jf ��zn�jrg

��� s	 ���	 Vvidu konformno� invariantnosti emkosti i po teore

me �	� ���� dl� emkoste� kondensatorov vypoln�ets� neravenstvo

cap C�r�K�� Z����� � cap C�r� f�K���W��� e�� �
�

�

�

nX
k��

cap Ck� Z � fz�� � � � zng� � � fr� � � � rg�

Dalee� polo�im

C�
k � s���Sym�s�Ck���� k � �� � � � n�

gde s�	� � �	 � i���	 � i�� a Sym oznaqaet simmetrizaci� otnosi

tel�no ediniqno� okru�nosti ��� s	 ���	 Nakonec� polo�im

eCk � C
�
r�Qk� fi��ig� f�� �g� f�kr� �krg

�
�
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gde

Qk � C � n f	 � � � i	 � j�j � �f ��k�
���
k libo j�j � �f ��k�

��
kg�

�k �
�

�k

p
jf ��zk�f ��zk���j� k � �� � � � n�

Iz teoremy �	� ��� i monotonnosti emkosti sleduet

cap Ck � cap C�
k � cap eCk� k � �� � � � n�

Summiru� vypisannye sootnoxeni�� poluqim

cap C�r�K�� Z����� �
�

�

nX
k��

cap eCk�

Ots�da

n�M �K�� Z����� �
nX

k��

�M �Qk� fi��ig� f�� �g� f�kr� �krg�

�sm	 ��� s	 ����	 Zaverxaet dokazatel�stvo neravenstva ��	���
primenenie lemm �	� i �	�� a tak�e klassiqeskogo neravenstva�

nY
k��

�
��n
k �

�

n

nX
k��

�k �
��

n
�

Dl� funkcii f�z� � hn�ei��nz� vo vseh privedennyh vyxe sootno

xeni�h imeet mesto ravenstvo� sledovatel�no� ravenstvo imeet
mesto i v ��	���	 Teorema dokazana	

V zakl�qenie otmetim� qto teoremy iska�eni� v x�� � privo

d�t k ocenkam ko�fficientov v nekotoryh klassah odnolistnyh
funkci�	 Naprimer� pust� funkci� w � f�z� prinadle�it klassu
M i pust�� dopolnitel�no� f�	� � 	� f ��	� � �	 Togda v nekoto

ro� okrestnosti toqki z � 	 funkci� f�z� predstavl�ets� v vide
stepennogo r�da

f�z� � z � a�z
� � a�z

� � � � � �

Polaga� v neravenstve Fana �x�� z� � �rei�� z� � rei�� i ustre

ml�� r � 	� poluqim sootnoxenie Re e�i��a�� � a�� � �� kotoroe
vvidu proizvol�nosti � daet klassiqeskoe neravenstvo

ja�� � a�j � �� �jSf �	�j � ���
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L�bopytno� qto �to �e neravenstvo vytekaet iz ocenki v dru

gu� storonu ��	��	 Ewe interesnee tot fakt� qto ustreml�� v
sootnoxenii ��	�� r k nul�� poluqim ocenku���a� � �a�a� � �a�� � 
a��a� � �a��

�� � ��

�ta ocenka �kvivalentna neravenstvu jS��f �	��S�f �	�j � �	� i byla

poluqena ranee ��� s	 ��� tak �e iz monotonnosti privedennogo
modul�� no otnositel�no nabora iz treh toqek �a ne qetyreh kak
v naxem sluqae�	 �kstremal�no� funkcie� v vypisannyh nera

venstvah �vl�ets� funkci� Kebe k�z�	 Dalee� teorema �	� pri
n � �� z� � �z� � r i r � 	 daet ocenku

ja�j� � ������Re a��
� � Re a� � � � 	�

gde �kstremal�no� budet funkci� f�z� � z����z�� � z�z��z��� � � 	
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