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bjk G ^^{Gj). Сейчас Н = L2(G), G = Gi х . . . х G^. Предполагается, что 
det{bjk{xj))^ j^^-^ > О для любого х = (xi , . . . , х^) G G (задача (1) является 
правоопределенной). Роль D играет CQ^{G)^ а Н^ — подходящее весовое со-
болевское пространство (см. [И]). 

Т Е О Р Е М А 4. Справедливо равенство Парсевалл (2)^ где (ра(А) = ^«(х , А) 
— гладкое решение системы 

{Cj(p){x) = ^Xkbjk{xj)(p{x) (х = (xi , . . . ,Хп) еО, i = 1, п 
/ г = 1 

Отметим, что приведенный результат не вытекает непосредственно из те­
оремы 3 {Bjj^ не ограничены в Hj)^ но его доказательство ведется по близ­
кой схеме, основанной на теореме 2. Гладкость ср^ следует из общих теорем 
о повышении гладкости решений эллиптических уравнений [11]. Аналогичный 
результат справедлив и для обыкновенных формально самосопряженных диффе­
ренциальных выражений JCJ С комплексными коэффициентами (ср. с [7]). Условия 
бесконечной дифференцируемости коэффициентов выражения JCJ И функций bjk 
могут быть, конечно, ослаблены [5]. 
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с двоякопериодическим возмущением V{x^y) = У(х + 1,у) = У ( х , у + 1), осно­
ванный на представлении этого оператора как оператора в гильбертовом мо­
дуле [1] над С*-алгеброй AQ [2]. 

После преобразования Фурье по х (х —> ^) и замены переменных по формулам 
t = — /̂27г -\- 9у ^ S = ^/27г оператор (1) примет вид 

к,1 

где Tf (Ts) — оператор сдвига на единицу по переменной t (соответственно s)^ 
^ "^ы — коэффициенты разложения функции V{x^y) в ряд Фурье по обеим 
переменным. 

Пусть А есть (7*-алгебра AQ , порожденная двумя некоммутирующими обра­
зующими С/ и У, такими, что UV = е^^^^УС/, и А ^ С А — ее «бесконечно 
гладкая» подалгебра элементов вида ^^^ ^ a^iU^V^ с быстро убывающими коэф­
фициентами aki • Как показано в [2], пространство Шварца 8{Ж) функций на 
М является однопорожденным проективным правым А^-модулем (обозначим 
его М ^ ) , действие на котором задается формулами 

(^С/)(i) = ф + в), (cpV)(t) = e 2 " V ( i ) , fit) e M ~ . 

А^-модуль M ^ выделяется некоторым проектором p G A ^ : M ^ = pA'^. 
При этом на М ^ появляется норма, наследуемая с алгебры А. Пополнение 
М = М ^ (8) А^А пространства М ^ по этой норме является гильбертовым 
А-модулем с А-значным скалярным произведением ( , )А- Отметим, что в 
ЗСЩ с L^(M) существует ортонормированный базис {ipi{t)^i Е N}, состо­
ящий из собственных функций оператора А = (27rt)^ — 9^d^/dt^ ^ и функции 
из 5'(М^) = М"^ (8) М"^ могут быть представлены в виде Yli'^i{t)^^i{s) •> ^Д^ 
mi{s) G 3{Ж). Определим А-значное скалярное произведение на 5'(М^) форму­
лой (Ег^г(^)^г( '^) , Ej^ i (^)^ i ( '^) )A = Ег(^г( '^) , ^г('^)) А , ГДС nj{s) G М ^ . 
Обозначим через 8{Ж] М) (соответственно L^(M; М)) пространство функций 
Шварца (соответственно квадратично интегрируемых функций) со значениями 
в банаховом пространстве М. Вложение 

: М) ^ S{R; М) ^ ^^(М; М) ^ i2{M) 

позволяет считать 5'(М^) плотным подпространством в гильбертовом модуле 
hiM) = {{rrii) : i G N, Y.i{^i^^i)A сходится в A]. 

Т Е О Р Е М А 1. Оператор D является самосопряэюенным неограниченным 
оператором с плотной областью определения в гильбертовом А-модуле 
им). 

Т Е О Р Е М А 2. Если возмущение V достаточно мало, то оператор D мо-
эюет быть приведен в i2{M) к диагональному виду, т.е. в i2{M) суще­
ствуют базис {^i} и эндоморфизмы А̂  G EndM^ такие, что D^i = А^̂ г • 

Н А Б Р О С О К Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А . Пусть Р^ — ортопроектор в i2{M) на под­
модуль {(pifn^m G М}. Собственные векторы ^̂  оператора А-\-V ищутся 
стандартными методами теории возмущений в виде Pf г̂ = ^i ч где ^^ — соб­
ственные векторы оператора А (т.е. стандартный базис в 12{M)). Существова-
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ние ^i обеспечивается теоремой о неявной функции. Доказательство того, что 
{^i} — базис, опирается на следующий технический результат. 

Л Е М М А 1. Пусть ||^г^г|| = 1; ai Е А, £ : > 0 . Если норма возмущения \\V\\ 
достаточно мала, то 1 — е ^ \\р(^г\\ ^ 1 • 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Непосредственно проверяется, что вектор ^i может быть 
представлен в виде ^i = W^^, где 1^ = (А + У — А̂  + Р/^)~^ — ограниченный 
оператор, \\W\\ < С. Следовательно, ^iai = W^^ai. Разложим а̂  в сумму двух 
проекций: а̂  = pai + (1 — p)ai. Тогда 

поэтому без ограничения общности можно считать, что ai Е М. Разложим век­
тор г̂ по базису {£,i}: 

Пусть А̂  — собственные значения оператора А , А̂  = 27г(9(2г - 1). Обозначим 
(^?5^Z)A через Xij; pxij = Xij. Неносредственно проверяется, что для любого 
^ > О при достаточно малом значении ||У|| 

Ikiill < V N - i l , iy^j- (3) 
При i = j имеем хц = p. С учетом суммируемости ряда ^ - j^i{i — j)~^ = тг^/З 
из (2) и (3) следует неравенство 

Выбирая 5 достаточно малым, получаем, что \\pai\\ > 1 — е. Неравенство 
\\pai\\ ^ 1 следует из неравенства Бесселя, примененного к (2). 

Л Е М М А 2. Пусть ^^^iai = О для некоторых ai Е А. Тогда ^iai = О при 
всех г . 

Л Е М М А 3. Векторы {^г} образуют базис А-модуля i2{M). 
Рассмотрим теперь случай 9 = 1. При этом Ai = (7(Т^) — алгебра функций 

на торе, EndAi = Ai ж М = Г(?7), где г] — одномерное расслоение над Т^, 
ci(?7) = 1. В [3, 4] описаны собственные функции ф оператора D при 9 EN 
как «магнитно-блоховские» функции. В переменных (t, s) они удовлетворяют 
условиям 

ф{1, s)V = ф{1, s)e^^'' = е^^'^'ф{1, s). 

При фиксированном р = (pi,P2) ^ Т^ такие функции имеют вид фр{1^8) = 
ip{t)ap{s), где ap{s) = ^ ^ e^^'^^^'^5{s—p2 —п) — обобщенная функция, ap{s) Е 
3'{Ж). Определим гильбертово пространство таких функций Нр = {'^^(t, 5) : 
Lp{t) Е L^(M)} и обозначим через Dp ограничение оператора D на простран­
ство Нр. Этот оператор для каждого значения р имеет простой спектр {ei{p)} 
и собственные функции ^p^i{t.,s) = ipp^i{t)ap{s). 
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Т Е О Р Е М А 3. Функции фр^г являются собственными функциями операто­
ров Аг. При отоэюдветвлении EndAi = Ai = С(Т^) операторы А̂  совпа­
дают с функциями Si. 

З А М Е Ч А Н И Е . При рациональных значениях 9 наш подход также эквивален­
тен подходу [3]. При иррациональных значениях 9 но теореме 2 каждому А-соб­
ственному значению А̂  G E n d M = AI/Q оператора D соответствует собствен­
ный подмодуль гильбертова модуля ^2 (М), порожденный вектором ^i и изо­
морфный модулю М с классом Чженя ci(M) = 9. Задача описания спектра 
и собственных функций оператора D сводится к соответствующей задаче для 
счетного набора разностных операторов А̂  = ^^ /к{^)Т^ ^ где функции fk{s) 
периодичны с периодом 9. 

В заключение автор выражает благодарность А. С. Мищенко за внимание к 
работе. 
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На фазовом пространстве вектор-функций и = {г^^(х),.. . ^и'^{х)} скобку 
Пуассона двух функционалов 

F = / f{u,Ux, ...)dx и G = j g{u,Ux, ...)dx 

зададим формулой 

где в качестве оператора А^^ рассмотрим нелокальное выражение 

А^^ = д^^{и) d - g^^{u)Tl^^{u)ul + с < d-'ui . (2) 

^ Работа выполнена при частичной поддерж:ке одного из авторов (О.М.) Меж:дународ-
ным фондом Дж:. Сороса «Культурная инициатива» и Российским фондом Фундаменталь­
ных исследований, грант 94-01-01478. 


