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Равномерная выпуклость и вариационная сходимость
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Установлена равномерная выпуклость гамма-предела последовательности каратеодориевых ин-
тегрантов f (x, ξ): Ω×R𝑑→R, Ω— область в R𝑑, подчинённых двусторонней степенной оценке
коэрцитивности и роста по ξ с показателями α и β , 1<α¶β <∞, и обладающих одним и тем же
модулем выпуклости по ξ. В частности, равномерно выпуклым будет Γ -предел последовательно-
сти степенных интегрантов вида |ξ|𝑝(𝑥), где переменный показатель p : Ω→ [α, β] — измеримая
функция.

Доказано, что Γ -пределу последовательности степенных интегрантов можно поставить в со-
ответствие равномерно выпуклое пространство Орлича. Найдено естественное Γ -замкнутое рас-
ширение класса степенных интегрантов.

Даны приложения к теории усреднения функционалов вариационного исчисления и моно-
тонных операторов.

Библиография: 19 названий. УДК: 517.951, 517.956. MSC2010: 35J20, 35J60, 46B10, 46B20,
49J45, 49J50. Ключевые слова и фразы: равномерная выпуклость, Γ -сходимость, пространства
Орлича, степенные интегранты, условия коэрцитивности и роста нестандартного типа.

Посвящается столетию
Бориса Моисеевича Левитана

§ 1. Введение

1.1. Понятие равномерно выпуклого банахова пространства было введе-
но Кларксоном в знаменитой работе [1]. Напомним, что норма ‖ · ‖ и само
банахово пространство V, наделённое этой нормой, называются равномерно
выпуклыми, если для любого ε∈ (0, 2) найдётся δ=δ(ε), такое что для всех
ξ, η∈V, ‖ξ‖¶1, ‖η‖¶1, имеет место

‖ξ−η‖ ¶ ε либо









ξ+η
2








 ¶ 1−δ.

В этом случае говорят также о равномерной выпуклости единичного шара.
Хорошо известна равномерная выпуклость евклидовой нормы

|ξ| = (ξ2
1+ . . .+ξ2

𝑑)1/2

в R𝑑, вытекающая из тождества параллелограмма

|ξ−η|2+ |ξ+η|2 = 2(|ξ|2+ |η|2),

с δ(ε)=1− (1− ε2)1/2. (Это означает простой геометрический факт для еди-
ничной сферы в R𝑑: середины хорд, имеющих длину не меньше ε ∈ (0, 2),
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отстоят от сферы не менее чем на δ(ε).) Тождество параллелограмма верно
и для нормы в гильбертовом пространстве. Как следствие, гильбертово про-
странство равномерно выпукло.

Равномерная выпуклость в R𝑑 других норм вида

‖ξ‖𝑝 = (|ξ1|𝑝+ . . .+|ξ𝑑|𝑝)1/𝑝,

где 1< p < 2 или p > 2, а также норм в пространствах l𝑝 и L𝑝(Ω), p > 1,
доказана Кларксоном в [1]. В основе доказательства лежат так называемые
неравенства Кларксона для нормы этих пространств:

‖ξ−η‖𝑝+‖ξ+η‖𝑝 ¶ 2𝑝−1(‖ξ‖𝑝+‖η‖𝑝), p ¾ 2,

‖ξ−η‖𝑞+‖ξ+η‖𝑞 ¶ 2(‖ξ‖𝑝+‖η‖𝑝)𝑞−1, q =
p

p−1 , 1 < p ¶ 2.

Нормы ‖ξ‖1 = |ξ1|+ . . .+|ξ𝑑| или ‖ξ‖∞ = max{|ξ1|, . . . , |ξ𝑑|} в R𝑑, d ¾ 2,
не являются равномерно выпуклыми. Не являются равномерно выпуклыми
Лебеговы пространства L1(Ω) и L∞(Ω), а также их дискретные аналоги —
пространства l1 и l∞.

Равномерно выпуклое банахово пространство обладает рядом интересных
и важных свойств, среди которых отметим лишь рефлексивность (теорема
Мильмана — Петтиса), свойство Банаха — Сакса, равномерную гладкость со-
пряжённого пространства, см., например, [2–5].

1.2. Вполне естественно наряду с равномерно выпуклыми множествами
рассматривать равномерно выпуклые функции. Напомним, что функция f
выпукла, если

f (λξ+ (1−λ)η) ¶ λ f (ξ)+ (1−λ) f (η) ∀ξ, η, 0 ¶ λ ¶ 1; (1.1)

и строго выпукла, если в (1.1) наблюдается строгое неравенство, как толь-
ко 0<λ< 1 и ξ 6=η. Что касается равномерной выпуклости, классическим
является

Определение 1.1. Функцию f , заданную на банаховом пространстве V, на-
зывают равномерно выпуклой, если для любого ε∈(0, 1) найдётся δ=δ(ε)>0,
такое что

‖ξ−η‖¶ εmax{‖ξ‖, ‖η‖} либо 2 f
�ξ+η

2

�

¶ (1−δ)( f (ξ)+ f (η)) (1.2)

для любых ξ, η∈V.
Нетрудно понять, что равномерно выпуклая функция будет строго выпук-

лой. Если f (ξ)= ‖ξ‖, получаем эквивалентное определение равномерно вы-
пуклой нормы.

Равномерно выпуклые функции обладают важным для приложений свой-
ством сильной сходимости минимизирующей последовательности.

Предложение 1.2. Пусть функция f : V→(−∞,+∞] — равномерно выпукла,
ограничена снизу и lim‖ξ‖→∞ f (ξ)=+∞. Положим A= infξ∈𝑉 f (ξ), и пусть
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ξ𝑛 — минимализирующая последовательность, т. е. lim𝑛→∞ f (ξ𝑛)= A. Тогда
ξ𝑛 фундаментальна.

Доказательство. Из свойств функции f следует, что последовательность ξ𝑛

ограничена, т. е. ‖ξ‖¶M, и для любого ε∈ (0, 1) найдётся δ=δ(ε)>0, такое
что

‖ξ𝑛−ξ𝑛+𝑚‖¶ εM либо 2 f
�ξ𝑛+ξ𝑛+𝑚

2

�

¶ (1−δ)( f (ξ𝑛)+ f (ξ𝑛+𝑚)) (1.3)

для любых натуральных n и m. Поскольку ξ𝑛 — минимизирующая последо-
вательность, получаем, что f (ξ𝑛)< A/(1−δ), если n достаточно велико, т. е.
n¾N(ε). Тогда для таких n второе неравенство в (1.3) не может выполняться:

f
�ξ𝑛+ξ𝑛+𝑚

2

�

¾ A

по определению величины A, а с другой стороны —

(1−δ)( f (ξ𝑛)+ f (ξ𝑛+𝑚)) <
(1−δ)2A

1−δ = 2A.

Таким образом, при n¾ N(ε) справедливо первое неравенство из (1.3), что
означает фундаментальность последовательности ξ𝑛.

Данное выше определение равномерной выпуклости использует норму.
Можно ввести равномерную выпуклость функций несколько иначе.

Определение 1.3. Скажем, что функция f : V→ (−∞,+∞], заданная на ли-
нейном пространстве V, равномерно выпукла, если для любого ε∈ (0, 1) най-
дётся δ=δ(ε)>0, такое что

f
�ξ−η

2

�

¶ ε 1
2 ( f (ξ)+ f (η)) либо f

�ξ+η
2

�

¶ (1−δ) 1
2 ( f (ξ)+ f (η)) (1.4)

для любых ξ, η∈V. Величину δ(ε) назовём модулем выпуклости.
При таком подходе равномерно выпуклая функция не обязана быть даже

просто выпуклой. Далее мы затронем сравнение различных типов выпукло-
сти. Что касается равномерной выпуклости, как правило, будем придержи-
ваться определения 1.3, часто не оговаривая это.

1.3. Нас будут интересовать проблемы, связанные с равномерной выпукло-
стью векторного пространства Орлича — Лебега, см. § 8. Это — пространство
измеримых вектор-функций v(x), для которых суммируема степень |v(x)|𝑝(𝑥)

с заданным переменным показателем p(x). Пространство Орлича — Лебега
представляет собой естественное обобщение классических пространств Ле-
бега. Наделённое так называемой нормой Люксембурга, оно становится рав-
номерно выпуклым банаховым пространством. Фактически норма Люксем-
бурга является функционалом Минковского выпуклого множества, заданного
с помощью интегрального функционала. Отсюда — наш интерес к равномер-
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ной выпуклости интегральных функционалов вида
∫

Ω

f (x, v(x)) dx, Ω — область в R𝑑, (1.5)

а также равномерной выпуклости интегрантов f (x, ξ), ξ∈ R𝑑 (см. § 5).
Свойство равномерной выпуклости функционалов интересно тем, что оно,

как и обычная выпуклость, сохраняется в процессе Γ -сходимости. Определе-
ние этой сходимости и обсуждение её свойств даны в §§ 3, 4.
Γ -Сходимость часто называют вариационной сходимостью. Дело в том, что

это такая разновидность сходимости функционалов Fε→ F, которая при опре-
делённых требованиях роста на функционалы влечёт за собой сходимость
минимумов и минимизантов в соответствующих вариационных задачах

min
𝑣∈𝑉

Fε(v), V — пространство допустимых функций. (1.6)

Подобные предельные переходы в вариационных задачах возникают в раз-
личных разделах нелинейного анализа, например в теории усреднения и оп-
тимальном управлении. Предельной для семейства (1.6) будет задача

min
𝑣∈𝑉

F(v), F = Γ -lim Fε. (1.7)

Важно установить, какие свойства допредельных функционалов наследуются
Γ -предельным функционалом F . Равномерная выпуклость относится к их
числу (см. § 5).

Особый интерес вызывают степенные функционалы и их вариационное
замыкание, что связано с поисками естественного Γ -замкнутого расширения
этого класса (см. § 8).

§ 2. Равномерная выпуклость функций на R𝑑

Начнём со степенной функции f (ξ)= |ξ|α, ξ∈ R𝑑.
Предложение 2.1. Равномерно выпукла степенная функция

f (ξ) = |ξ|α, α > 1. (2.1)

Доказательство. 1◦. Из того, что степенная функция на числовой прямой
ϕ(t)= tα, t ∈ [0, ∞), α>1, строго выпукла (так как ϕ′′(t)>0 на (0, ∞)), эле-
ментарно выводится строгая выпуклость функции |ξ|α на R𝑑 (подробности
даны ниже в пункте 3◦).

2◦. Проверим равномерную выпуклость функции |ξ|α в смысле определе-
ния 1.3. Действительно, если нет равномерной выпуклости, то для некоторо-
го ε0∈ (0, 1) найдутся последовательности векторов ξ𝑛, η𝑛, такие что
�

�

�

ξ𝑛−η𝑛

2

�

�

�

α

¾ ε0
1
2 (|ξ𝑛|α+ |η𝑛|α),

�

�

�

ξ𝑛+η𝑛

2

�

�

�

α

¾ (1−δ𝑛) 1
2 (|ξ𝑛|α+ |η𝑛|α), (2.2)
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где 0<δ𝑛→0. По соображениям однородности можно считать, что

1 = |ξ𝑛| ¾ |η𝑛|. (2.3)

Тогда, в силу ограниченности, последовательности ξ𝑛, η𝑛 содержат сходящи-
еся подпоследовательности, пусть ξ, η— их предельные точки. Из (2.2), (2.3)
получаем:

�

�

�

ξ−η
2

�

�

�

α

¾ ε0
1
2 (1+ |η|α),

�

�

�

ξ+η
2

�

�

�

α

¾ 1
2 (|ξ|α+ |η|α). (2.4)

Соотношение (2.4)2 вместе со строгой выпуклостью |ξ|α влечёт равенство
ξ= η, несовместимое с (2.4)1. Это противоречие означает, что |ξ|α равно-
мерно выпукла.

3◦. Осталось проверить строгую выпуклость в R𝑑 функции |ξ|α, α > 1.
Необходимо доказать неравенство строгой выпуклости:

|λξ+ (1−λ)η|α < λ|ξ|α+ (1−λ)|η|α ∀ξ 6= η, 0 < λ < 1. (2.5)

По соображениям однородности достаточно рассмотреть случай, когда один
из векторов имеет единичную длину. Пусть ξ= e1= (1, 0, . . . , 0) и η= (η1, η′),
η′ ∈ R𝑑−1, где |η|2= |η1|2+|η′|2. Если векторы ξ, η коллинеарны, т. е. η= se1,
s 6= 1, неравенство (2.5) следует из соответствующего неравенства строгой
выпуклости для числовой функции tα. Если векторы неколлинеарны, то
η′ 6=0, |η1|< |η|, и, как результат,

|λe1+(1−λ)η|2 = |λ+(1−λ)η1|2+(1−λ)2|η′|2 =
= λ2+(1−λ)2|η1|2+2λ(1−λ)η1+(1−λ)2|η′|2 =
= λ2+(1−λ)2|η|2+2λ(1−λ)η1 < λ

2+(1−λ)2|η|2+2λ(1−λ)|η| =
= (λ+(1−λ)|η|)2. (2.6)

Тогда

|λe1+(1−λ)η|α
(2.6)
< (λ+(1−λ)|η|)α ¶ λ+(1−λ)|η|α,

где последнее неравенство выполнено в силу обычной выпуклости числовой
функции tα, что и требуется.

При доказательстве предложения 2.1 фактически установлено (см. 2◦) сле-
дующее

Предложение 2.2. Пусть функция f : R𝑑→R— строго выпукла, положи-
тельно однородна по ξ (т. е. ∃ s>0: f (kξ)= k𝑠 f (ξ) для всех k>0 и ξ∈ R𝑑),
кроме того, f (ξ)=0 только при ξ=0. Тогда f (ξ) равномерно выпукла в смыс-
ле определения 1.3.

Приведём ещё одно утверждение типа признака равномерной выпуклости.
Предложение 2.3. Пусть функция f : R𝑑→R— равномерно выпукла, а функ-

ция Φ: R→R выпукла, монотонно возрастает и Φ(0)=0. Тогда Φ( f (ξ)) равно-
мерно выпукла с тем же модулем выпуклости, что и функция f .
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Доказательство. Необходимо показать, что из условия

Φ
�

f
�ξ−η

2

� �

> ε
Φ( f (ξ))+Φ( f (η))

2 , ε ∈ (0, 1), (2.7)

следует неравенство

Φ
�

f
�ξ+η

2

� �

¶ (1−δ)
Φ( f (ξ))+Φ( f (η))

2 (2.8)

с тем же самым δ, что в (1.2). По свойствам функции Φ(t) условие (2.7) воз-
можно, если только

f
�ξ−η

2

�

> ε
1
2 ( f (ξ)+ f (η)). (2.9)

В противном случае

f
�ξ−η

2

�

¶ ε 1
2 ( f (ξ)+ f (η)) ⇒

⇒ Φ
�

f
�ξ−η

2

� �

¶ εΦ
� f (ξ)+ f (η)

2

�

¶ εΦ( f (ξ))+Φ( f (η))
2 , (2.10)

что противоречит предположению (2.7). В цепочке неравенств (2.10)2 исполь-
зовали на первом шаге монотонность и выпуклость функции Φ(t) (в силу
которой выполнено соотношение Φ(εt)¶εΦ(t), поскольку Φ(0)=0), а на вто-
ром шаге — снова выпуклость функции Φ(t).

Но при условии (2.9) имеет место неравенство (1.2)2, и те же аргументы, что
в (2.10), приводят к искомому неравенству (2.8). Предложение доказано.

Как следствие, справедливо
Предложение 2.4. Степенная функция |ξ|𝑝 с показателем p¾α>1 равно-

мерна выпукла с тем же модулем выпуклости δ=δ(ε), что и степень |ξ|α.
Действительно, достаточно заметить, что |ξ|𝑝=Φ(|ξ|α), где Φ(t)= t𝑞, q=

= p/α¾1, и применить предложение 2.3.
Замечание. Равномерная выпуклость функции |ξ|α при α¾2 немедленно

вытекает из неравенства

|ξ+η|α+ |ξ−η|α ¶ 2α−1(|ξ|α+ |η|α), ξ, η ∈ R𝑑, α ¾ 2

(которое превращается в тождество параллелограмма, если α=2). В случае
1<α< 2 нет столь простого неравенства, из которого легко извлечь равно-
мерную выпуклость функции (2.1). По этой причине выше было дано дока-
зательство равномерной выпуклости степенной функции, единое для всех
α>1.

Проведём некоторое сравнение различных типов выпуклости.
Предложение 2.5. i) Пусть функция f : R𝑑→R равномерно выпукла в смыс-

ле определения 1.3, кроме того, f (ξ)= 0 только при ξ= 0. Тогда f строго
выпукла.

ii) Пусть f (ξ)=Φ(|ξ|), где функция Φ: R+→R выпукла, монотонно возрас-
тает и Φ(0)=0. Тогда из равномерной выпуклости f в смысле определения 1.1
следует равномерная выпуклость в смысле определения 1.3.
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Доказательство. Первое утверждение доказывается простыми рассужде-
ниями от противного, которые опускаем.

Докажем второе утверждение. Если |ξ−η|¶εmax{|ξ|, |η|}, то

|ξ−η|
2 ¶ ε |ξ|+ |η|2 .

По свойствам функции Φ имеем

Φ
� |ξ−η|

2

�

¶ Φ
�

ε
|ξ|+ |η|

2

�

¶ εΦ
� |ξ|+ |η|

2

�

¶ ε 1
2 (Φ(|ξ|)+Φ(|η|)),

если ε∈ (0, 1), т. е.

f
�ξ−η

2

�

¶ ε 1
2 ( f (ξ)+ f (η))

и выполнена первая часть альтернативы (1.4) для функции f (ξ)=Φ(|ξ|). Вто-
рая часть альтернативы (1.4) совпадает с тем, что есть в (1.2).

§ 3. Γ -Сходимость функций на метрическом пространстве
и сохранение равномерной выпуклости

3.1. Через V обозначаем сепарабельное метрическое пространство с мет-
рикой ρ. На множестве функций F : V → [−∞,+∞] вводится особого рода
сходимость, называемая Γ -сходимостью или вариационной сходимостью.

Определение 3.1. Функция χ есть Γ -предел последовательности функ-
ций F𝑛 на V, если

1) выполнено условие полунепрерывности снизу:

lim inf
𝑛→∞

F𝑛(u𝑛) ¾ χ(u), как только u𝑛 → u; (3.1)

2) для любого u∈V найдётся последовательность u𝑛→u, называемая Γ -ре-
ализующей, для которой

lim
𝑛→∞

F𝑛(u𝑛) = χ(u).

Принцип выбора. Из всякой последовательности функций на V можно
выбрать Γ -сходящуюся подпоследовательность.

Достаточно полное изложение теории Γ -сходимости дано в [8].
Если метрическое пространство V обладает линейной структурой, согла-

сованной с метрикой ρ, можно рассматривать функции с различными свой-
ствами выпуклости.

Через Sδ(ε) обозначим класс равномерно выпуклых функций на V, для ко-
торых (1.4) выполнено с одним и тем же δ=δ(ε).

Теорема 3.2. Класс Sδ(ε) замкнут относительно Γ -сходимости.
Доказательство. Пусть F𝑛

Γ−→ F, причём функции F𝑛 равномерно выпук-
лы и для них имеет место условие (1.4) с одним и тем же δ=δ(ε). Докажем,
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что это же условие сохранится для предельного функционала χ. Фиксируя
произвольные элементы u и v, возьмём Γ -реализующие последовательности

u𝑛 → u, v𝑛 → v в V ,

lim
𝑛→∞

F𝑛(u𝑛) = χ(u), lim
𝑛→∞

F𝑛(v𝑛) = χ(v). (3.2)

Поскольку
u𝑛± v𝑛

2 → u± v
2 в V,

по свойству 1 (см. определение 3.1) Γ -сходимости функций F𝑛 имеем:

lim inf
𝑛→∞

F𝑛

�u𝑛± v𝑛

2

�

¾ χ
�u± v

2

�

. (3.3)

Кроме того, в силу равномерной выпуклости функций F𝑛

F𝑛

�u𝑛− v𝑛

2

�

¶ ε 1
2 (F𝑛(u𝑛)+ F𝑛(v𝑛)) либо

F𝑛

�u𝑛+ v𝑛

2

�

¶ (1−δ) 1
2 (F𝑛(u𝑛)+ F𝑛(v𝑛)).

(3.4)

Чтобы проверить равномерную выпуклость предельной функции χ, убе-
димся в том, что при условии

χ
�u− v

2

�

−ε 1
2 (χ(u)+χ(v)) = τ > 0 (3.5)

имеет место неравенство

χ
�u+ v

2

�

¶ (1−δ) 1
2 (χ(u)+χ(v)). (3.6)

Используя предельные соотношения (3.2) и (3.3), запишем цепочку нера-
венств

F𝑛

�u𝑛−v𝑛

2

� (3.3)
¾ χ

�u−v
2

�

− τ3
(3.5)
> ε

1
2 (χ(u)+χ(v))+ τ3

(3.2)
¾ ε 1

2 (F𝑛(u𝑛)+F𝑛(v𝑛))

(3.7)
для достаточно больших n, n>N(τ). В результате

F𝑛

�u𝑛− v𝑛

2

�

> ε
1
2 (F𝑛(u𝑛)+ F𝑛(v𝑛)), n > N(τ),

и в силу (3.4) заключаем, что

F𝑛

�u𝑛+ v𝑛

2

�

¶ (1−δ) 1
2 (F𝑛(u𝑛)+ F𝑛(v𝑛)), n > N(τ).

Отсюда, переходя к пределу с учётом (3.2) и (3.3), получаем искомое нера-
венство (3.6).

Итак, доказана альтернатива: для любого ε ∈ (0, 1) и соответствующего
δ=δ(ε)

χ
�u− v

2

�

¶ ε 1
2 (χ(u)+χ(v)) либо

χ
�u+ v

2

�

¶ (1−δ) 1
2 (χ(u)+χ(v)),

(3.8)

где u, v∈V, что и требовалось.
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3.2. Рассмотрим в качестве V соболевское пространство W 1,α(Ω), α> 1,
где Ω— ограниченная область в R𝑑 с липшицевой границей. Выделим класс
функционалов на V, подчинённых оценке

F(u) ¾ c1‖∇u‖α𝐿α(Ω)− c0, c1 > 0, c0 ¾ 0. (3.9)

Для предварительного определения Γ -предела снабдим V = W 1,α(Ω) мет-
рикой пространства L1 = L1(Ω). Оказывается, в этом определении L1-схо-
димость можно заменить слабой сходимостью в V. В результате получим
следующее определение.

Определение 3.3. Функция χ есть Γ -предел последовательности функ-
ций F𝑛 на V, если

1) выполнено условие полунепрерывности снизу:

lim inf
𝑛→∞

F𝑛(u𝑛) ¾ χ(u), как только u𝑛 * u в V ; (3.10)

2) для любого u∈V найдётся последовательность u𝑛∈V, такая что

u𝑛 * u в V , lim
𝑛→∞

F𝑛(u𝑛) = χ(u). (3.11)

Легко понять, что в классе (3.9) определение 3.3 эквивалентно первона-
чальному определению Γ -сходимости с L1-метрикой. Для примера покажем,
что свойство (3.1) полунепрерывности снизу относительно L1-сходящихся по-
следовательностей следует из свойства (3.10). Действительно, взяв u𝑛

𝐿1

−→ u,
рассмотрим две возможности. Если lim inf𝑛→∞ ‖∇u𝑛‖𝐿α =∞, то в силу оцен-
ки (3.9) lim inf𝑛→∞ F𝑛(u𝑛)=∞ и свойство (3.1) заведомо выполнено. Если же
семейство ∇u𝑛 ограничено в Lα, то автоматически u𝑛* u в V и достаточно
ссылки на (3.10). Здесь мы воспользовались тем, что если u𝑛 ограничена
в W 1,α(Ω) и u𝑛→u в L1(Ω), то u𝑛*u в W 1,α(Ω).

Далее рассматриваем Γ -сходимость в смысле определения 3.3.

§ 4. Γ -Сходимость интегрантов
и наследование некоторых свойств

4.1. Введём класс каратеодориевых интегрантов f (x, ξ): Ω×R𝑑→R, где
Ω⊂R𝑑 есть ограниченная липшицева область, выпуклых по ξ и удовлетворя-
ющих оценке

−c0+c1|ξ|α ¶ f (x,ξ)¶ c2|ξ|β +c0, c1, c2 > 0, c0 ¾ 0, 1<α¶ β <∞. (4.1)

Соответствующие интегральные функционалы

F(u) =

∫

Ω

f (x,∇u) dx (4.2)
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рассматриваются в соболевском пространстве W 1,α(Ω), где они могут прини-
мать значение +∞, если α<β . Имеет место вложение

W 1,β(Ω) ⊂ dom F = {u ∈ W 1,α(Ω): F(u) < ∞}.

Очевидно, что F — выпуклый функционал, слабо полунепрерывен снизу на
W 1,α(Ω). Кроме того, F — непрерывный на W 1,β(Ω) в силу верхней оценки (4.1).

Можно определить релаксационный функционал (или релаксацию) F ра-
венством

F(u) = inf
𝑢𝑛 ∈𝑊1,β (Ω)

lim
𝑢𝑛*𝑢

F(u𝑛), u ∈ W 1,α(Ω). (4.3)

Ясно, что F¶ F, при этом возможно неравенство F 6= F, тесно связанное с так
называемым эффектом Лаврентьева для вариационных задач.

Для интегрантов класса (4.1) вводится Γ -сходимость двух типов.
Определение 4.1. Интегрант f есть Γ1-предел f𝑛, f =Γ1-lim f𝑛, если
1) выполнено условие полунепрерывности снизу:

lim inf
𝑛→∞

∫

Ω

f𝑛(x,∇u𝑛) dx¾
∫

Ω

f (x,∇u) dx, как только u𝑛*u в W 1,α(Ω); (4.4)

2) для любого u∈W 1,β(Ω) найдётся последовательность (называемая Γ1-ре-
ализующей) u𝑛*u в W 1,α(Ω), такая что

lim
𝑛→∞

∫

Ω

f𝑛(x,∇u𝑛) dx =

∫

Ω

f (x,∇u) dx. (4.5)

Определение Γ2-сходимости получается из определения Γ1-сходимости,
если требовать в обоих условиях принадлежность аппроксимирующей по-
следовательности u𝑛 пространству W 1,β(Ω). Это требование оказывается
весьма существенным. В работах [9], [7] построены примеры последователь-
ностей f𝑛, для которых

Γ1-lim f𝑛 6= Γ2-lim f𝑛.

Классу (4.1) принадлежит степенной интегрант

f (x, ξ) = |ξ|𝑝(𝑥), 1 < α ¶ p(x) ¶ β < ∞, (4.6)

где переменный показатель p : R𝑑→R— измеримая функция. Далее мы часто
обращаемся к этому интегранту.

4.2. Будем опираться на теорию Γ -сходимости интегрантов, изложенную
в работах [7], [6]. В [6] доказан

Принцип компактности. Для всякой последовательности f𝑛 интегран-
тов из класса (4.1) найдётся подпоследовательность f𝑛′ и интегрант f из
класса (4.1) такие, что f𝑛′

Γ1−→ f в любой липшицевой подобласти области Ω.
Аналогичное утверждение верно в отношении Γ2-сходимости.
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Договоримся всегда подразумевать, что Γ1- или Γ2-сходимость интегран-
тов имеет место в любой липшицевой подобласти области Ω, если говорим
о соответствующих Γ -пределах в области Ω. При таком подходе оба Γ -пре-
дела определены однозначно, как показано в [6]. Именно это свойство поз-
воляет говорить о Γ -сходимости интегрантов, а не только о Γ -сходимости
интегральных функционалов.

Далее опускаем индекс в обозначении типа Γ -сходимости, если утвержде-
ние справедливо для обоих типов сходимости.

Полезным инструментом при изучении Γ -сходимости интегрантов служит
Принцип локальности. Пусть f𝑛(x, ξ) — интегранты класса (4.1), пусть

также f𝑛
Γ−→ f , а u𝑛*u есть Γ -реализующая последовательность. Тогда

lim
𝑛→∞

∫

Ω′

f𝑛(x,∇u𝑛) dx =

∫

Ω′

f (x,∇u) dx, (4.7)

где Ω′ — любая липшицева подобласть области Ω.
Последовательности интегральных функционалов вида (4.2) можно сопо-

ставить Γ -сходимость в смысле определения 3.3. Возникают вопросы о при-
роде предельного функционала χ, о его интегральном представлении. Заме-
тим, что, в отличие от определения 3.3, в определении 4.1 задействованы
только интегральные функционалы. Кроме того, существование Γ -реализу-
ющей последовательности в определении 4.1 требуется лишь для функций
из пространства W 1,β(Ω) (а не из W 1,α(Ω), как в определении 3.3). Таким
образом, нет полного согласования между Γ1-сходимостью интегрантов
класса (4.1) и Γ -сходимостью соответствующих интегральных функциона-
лов. В общем случае, если F — интегральный функционал с интегрантом
f =Γ1-lim𝑛→∞ f𝑛, то

F ¶ χ ¶ F на W 1,α(Ω), χ = F на W 1,β(Ω), (4.8)

где F — релаксация (см. (4.3)). Видим, что абстрактный предел χ имеет ин-
тегральное представление на W 1,β(Ω). Получим полное интегральное пред-
ставление, а именно, равенство χ = F на W 1,α(Ω), если F = F, что означает
отсутствие эффекта Лаврентьева. Это будет, например, для стандартных ин-
тегрантов (когда в (4.1) α=β).

Вместо χ = Γ -lim𝑛→∞ F𝑛 можно рассмотреть предел в смысле определе-
ния 3.3, а именно, Γ -предел релаксационных функционалов eχ=Γ -lim𝑛→∞ F𝑛.
Тогда интегральный функционал F с интегрантом f = Γ2-lim𝑛→∞ f𝑛 связан
с eχ соотношениями типа (4.8).

4.3. При Γ -сходимости некоторые свойства наследуются предельным ин-
тегрантом. Например, наследуются выпуклость по ξ, двусторонняя степен-
ная оценка (4.1), чётность по ξ: f (·,−ξ)= f (·, ξ), ∆2-условие, означающее
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неравенство
∃ K > 0: f (·,±2ξ) ¶ K f (·, ξ) ∀ξ (4.9)

(пример доказательства этих фактов см. в [10]).
С другой стороны, при Γ -сходимости не сохраняется степенной харак-

тер интегрантов, а также изотропность: интегрант f (·, ξ) изотропен, если
f (·, ξ)= f (·, η), как только |ξ|= |η|. Контрпримеры строятся с помощью тео-
рии усреднения (см. [11, гл. I]). Известно, что усреднённый интегрант, сопо-
ставляемый в теории усреднения для последовательности осциллирующих
интегрантов, является и предельным с точки зрения Γ -сходимости.

Пример 1. Рассмотрим задачу усреднения для последовательности инте-
грантов

f ( y, ξ) =
|ξ|𝑝(𝑥/ε)

p(x/ε)
,

где f ( y, ξ) — это периодическая по y функция с ячейкой периодичности
�= [0, 1)𝑑. Известно, что в одномерном случае (d=1) имеет место представ-
ление для усреднённого интегранта

( f hom)∗(ξ) =

1
∫

0

|ξ|𝑝′(𝑦)

p′( y)
dy,

где g∗(ξ)= supη{ξ ·η− g(η)}— это сопряжённая по Юнгу — Фенхелю функ-
ция. Возьмём кусочно-постоянный показатель p( y), принимающий значе-
ния p1 и p2. Тогда интегрант ( f hom)∗(ξ) есть сумма степенных интегрантов
с разными показателями p′1 и p′2, сопряжёнными по Гёльдеру исходным по-
казателям p1 и p2. Отсюда видно, что сам усреднённый интегрант f hom(ξ)
не является степенным.

Пример 2. Изотропия не сохраняется при переходе к Γ -пределу, как пока-
зывают примеры усреднения в случае квадратичного интегранта. Действи-
тельно, при d=2 рассмотрим интегранты

fε(x, ξ) = a
� x1

ε

�

|ξ|2,

где a( y1)>0 — непрерывная 1-периодическая функция, 〈a〉— среднее по пе-
риоду. Из теории усреднения известно, см. [11, стр. 12], что

Γ -lim fε = 〈a−1〉−1ξ2
1+ 〈a〉ξ2

2,

откуда видно, что предельный интегрант не изотропен.
Строгая выпуклость не сохраняется при Γ -сходимости в общей ситуации.

Однако верен результат о сохранении строгой выпуклости при Γ -сходимости
степенных интегрантов вида (4.6) [12]. Степенной интегрант обладает и рав-
номерной выпуклостью. Возникает вопрос: наследуется ли это важное свой-
ство при Γ -сходимости? Ниже (см. § 5) даётся положительный ответ на по-
ставленный вопрос.



равномерная выпуклость и вариационная сходимость 257

§ 5. Равномерная выпуклость интегрантов
и интегральных функционалов

5.1. Нас будут интересовать равномерно выпуклые по ξ интегранты клас-
са (4.1) и сохранение этого свойства при Γ -сходимости.

Определение 5.1. Скажем, что интегрант f класса (4.1) принадлежит мно-
жеству Sδ(ε)=Sα, β , δ(ε), если f (·,−ξ)= f (·, ξ) и альтернатива (1.4) выполнена
с одним и тем же δ=δ(ε)>0 для любых ξ, η∈ R𝑑 и п. в. x∈Ω.

Лемма 5.2. Если f ∈ Sδ(ε), то F(u) — равномерно выпуклый функционал
с модулем выпуклости

δ0(ε) = ε
2δ
�

ε
2

�

.

Доказательство. Фиксируем ε ∈ (0, 1), а также произвольные функции
u, v∈dom F. Из выпуклости и чётности функционала следует, что

u+ v
2 , u− v

2 ∈ dom F.

Проверим, что из условия

F
�u− v

2

�

> ε
1
2 (F(u)+ F(v)) (5.1)

вытекает неравенство

F
�u+ v

2

�

¶ (1−δ) 1
2 (F(u)+ F(v)) (5.2)

с указанным выше δ0=δ0(ε)>0.
Введём множество

E =
¦

x ∈ Ω: f
�

x, ∇u−∇v
2

�

>
ε
2

f (x,∇u)+ f (x,∇v)
2

©

.

Тогда

f
�

x, ∇u−∇v
2

�

¶ ε2 ·
f (x,∇u)+ f (x,∇v)

2 на E′ = Ω\ E

и
F
�u− v

2 , E′
�

¶ ε2 ·
1
2 (F(u, E′)+ F(v, E′)) ¶ ε2 ·

1
2 (F(u)+ F(v)), (5.3)

откуда

F
�u− v

2 , E
�

= F
�u− v

2

�

− F
�u− v

2 , E′
� (5.1), (5.3)
¾ ε

2 ·
1
2 (F(u)+ F(v)). (5.4)

Здесь и далее используем обозначение

F(u, E) =

∫

𝐸

f (x,∇u) dx. (5.5)

С другой стороны, по выбору множества E и условию f ∈Sδ(ε)

f
�

x, ∇u+∇v
2

�

¶ (1−δ2) · f (x,∇u)+ f (x,∇v)
2 на E, δ2 = δ

�

ε
2

�

, (5.6)
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следовательно,

F
�u+ v

2 , E
�

¶ (1−δ2) 1
2 (F(u, E)+ F(v, E)). (5.7)

Запишем цепочку неравенств

F(u)+ F(v)
2 − F

�u+ v
2

�

¾ F(u, E)+ F(v, E)
2 − F

�u+ v
2 , E

� (5.7)
¾

(5.7)
¾ δ2

F(u, E)+ F(v, E)
2 ¾ δ2F

�u− v
2 , E

� (5.4)
¾ ε

2δ2
F(u)+ F(v)

2 ,

где на первом и третьем шаге использованы соображения выпуклости,
а именно,

1
2 (F(u, E′)+ F(v, E′))− F

�u+ v
2 , E′

�

¾ 0,

1
2 (F(u, E)+ F(v, E)) ¾ F

�u− v
2 , E

�

,

поскольку F(v)= F(−v). Из цепочки неравенств следует искомое неравен-
ство (5.2) с

δ0(ε) = ε
2δ2 =

ε
2δ
�

ε
2

�

,

см. δ2 в (5.6). Лемма доказана.
Замечание 1. Справедлив локальный вариант леммы 5.2. А именно, если

f ∈ Sδ(ε), то для любого ε ∈ (0, 1) найдётся δ0(ε)> 0 (то же, что раньше),
такое что

F
�u− v

2 , E
�

¶ ε 1
2 (F(u, E)+ F(v, E)) либо

F
�u+ v

2 , E
�

¶ (1−δ0) 1
2 (F(u, E)+ F(v, E))

для любых u, v∈dom F, где E — любое измеримое множество в Ω.
Замечание 2. В монографии [13] изучалась связь между равномерной вы-

пуклостью так называемых обобщённых N-функций и соответствующих им
функционалов (см. [13, лемма 2.4.11]). Однако равномерная выпуклость
N-функций понимается в [13] несколько иначе, чем у нас. Кроме того,
N-функции определены на числовой прямой и обслуживают скалярные
задачи. Переход к функционалам от векторных функций не вполне очеви-
ден. Поэтому мы вынуждены доказывать лемму 5.2, вместе с тем многие
аргументы из [13] использованы выше.

5.2. Сформулируем основной результат этого раздела.
Теорема 5.3. Γ -Предел интегрантов класса Sδ(ε) является равномерно вы-

пуклым интегрантом с модулем выпуклости

δ0(ε) = ε
2δ
�

ε
2

�

.

Доказательство. Пусть f = Γ -lim𝑛→∞ f𝑛 и f𝑛 ∈ Sδ(ε). Убедимся в том, что
f ∈Sδ0(ε) с указанным δ0(ε).
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По лемме 5.2 соответствующие f𝑛 интегральные функционалы F𝑛 равно-
мерно выпуклы с модулем выпуклости δ0(ε). Теорема 3.2 обеспечивает
то же свойство для Γ -предельного функционала χ. Последний на простран-
стве W 1,β(Ω) (см. (4.8)2) совпадает с интегральным функционалом F, соот-
ветствующим Γ -предельному интегранту f . Таким образом, доказано, что
для любого ε∈ (0, 1) и соответствующего δ0(ε)

F
�u− v

2

�

¶ ε 1
2 (F(u)+ F(v)) либо

F
�u+ v

2

�

¶ (1−δ0) 1
2 (F(u)+ F(v))

(5.8)

для любых u, v ∈W 1,β(Ω). Аналогичные (5.8) соотношения верны для произ-
вольной липшицевой подобласти Ω′⊂Ω в силу принципа локальности (см. § 4)
и приведённого выше замечания 1. Значит, в (5.8) можно заменить функцио-
нал F(u)= F(u,Ω) на F(u,Ω′) (см. обозначение (5.5)). В частности, взяв

Ω′ = B𝑟(x0) — шар с центром в x0 и радиуса r > 0,

u, v — аффинные функции, ∇u = ξ, ∇v = η,

где ξ, η∈ R𝑑 — произвольны, имеем

−
∫

𝐵

f
�

x,
ξ−η

2

�

dx ¶ ε 1
2 −
∫

𝐵

( f (x, ξ)+ f (x, η)) dx (5.9)

либо

−
∫

𝐵

f
�

x,
ξ+η

2

�

dx ¶ (1−δ0) 1
2 −
∫

𝐵

( f (x, ξ)+ f (x, η)) dx, (5.10)

где B=B𝑟(x0) и −
∫

𝐵
· dx= |B|−1

∫

𝐵
· dx — среднее по шару.

Считая x0 точкой Лебега функций

f (·, ξ), f (·, η), f
�

·, ξ+η2

�

, f
�

·, ξ−η2

�

(см. ниже замечание 3), выводим из (5.9), (5.10) при стягивании шара
B= B𝑟(x0) в точку x0 выполнение одного из двух поточечных соотношений
для интегранта f :

f
�

x0,
ξ−η

2

�

¶ ε 1
2 ( f (x0, ξ)+ f (x0, η)) либо

f
�

x0,
ξ+η

2

�

¶ (1−δ0) 1
2 ( f (x0, ξ)+ f (x0, η)),

(5.11)

что и требовалось проверить.
Более точно, предельный переход в альтернативе (5.9)–(5.10) требует про-

вести следующие рассуждения. Предположим, что неравенство (5.11)1 верно
в противоположную сторону, т. е.

f
�

x0,
ξ−η

2

�

−ε 1
2 ( f (x0, ξ)+ f (x0, η)) = τ > 0. (5.12)
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Покажем, что отсюда в силу (5.9)–(5.10) следует неравенство (5.11)2.
В самом деле, по свойству точек Лебега имеем:

−
∫

𝐵

f
�

x,
ξ−η

2

�

dx ¾ f
�

x0,
ξ−η

2

�

− τ3
(5.12)
>

(5.12)
> ε

1
2 ( f (x0, ξ)+ f (x0, η))+τ3 ¾ ε

1
2 −
∫

𝐵

( f (x, ξ)+ f (x, η)) dx

для шаров B = B𝑟 при достаточно малом r, r < r0(τ). Таким образом, вы-
полнено противоположное (5.9) неравенство на шарах B = B𝑟, r < r0(τ).
Следовательно, по альтернативе (5.9)–(5.10) на этих шарах справедливо
неравенство (5.10) и в пределе при r→0 по свойству точек Лебега получим
искомое неравенство (5.11)2. Теорема доказана.

Замечание 3. Благодаря выпуклости и оценке сверху в (4.1), для рассмат-
риваемых нами интегрантов справедливо утверждение: найдётся множе-
ство полной меры в Ω, состоящее из точек Лебега функции f (·, ξ) для любых
ξ∈ R𝑑.

§ 6. Равномерная выпуклость сопряжённых интегрантов

6.1. Для функции f : R𝑑→R сопряжение (по Юнгу — Фенхелю) определя-
ется как

f ∗(η) = sup
ξ∈ R𝑑

[η ·ξ− f (ξ)]. (6.1)

Благодаря свойствам операции сопряжения (см. [15, гл. I, § 4] или [11, гл. XII])
функция f ∗ : R𝑑×Ω→R, сопряжённая интегранту класса (4.1), будет каратео-
дориевой, выпуклой по ξ и с оценкой

−c0+ c∗1|ξ|β
′ ¶ f ∗(x, ξ) ¶ c∗2|ξ|α

′
+ c0, c∗1, c∗2 > 0, (6.2)

где штрихом обозначены сопряжённые по Гёльдеру показатели.
Нетрудно проверить, что для степенного интегранта

f (x, ξ) =
|ξ|𝑝(𝑥)

p(x)
, p(x) > 1,

сопряжённым является тоже степенной интегрант

f ∗(x, ξ) =
|ξ|𝑝′(𝑥)

p′(x)
, p′(x) =

p(x)
p(x)−1

.

При сходимости f𝑛
Γ−→ f сохраняются некоторые свойства сопряжённых

интегрантов, например равномерная выпуклость. Далее используем класс
S∗β ′, α′, δ(ε) = S∗δ(ε) сопряжённых интегрантов, который определён аналогично
классу Sα, β , δ(ε) (см. определение 5.1).
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Теорема 6.1. Пусть f𝑛 — интегранты класса (4.1), f𝑛
Γ−→ f , f ∗𝑛 ∈ S∗β ′, α′, δ(ε).

Тогда сопряжённый к предельному интегрант f ∗ равномерно выпуклый, при
этом f ∗∈Sβ ′, α′, δ0(ε), где δ0(ε)= ε2δ

�

ε
2

�

.
Доказательство теоремы 6.1 вынесено в § 7.

6.2. Дадим одно важное применение теоремы 6.1 к исследованию диффе-
ренцируемости Γ -предельных интегрантов. Оно основано на том, что для
функций на R𝑑 свойства дифференцируемости и строгой выпуклости двой-
ственны друг другу через сопряжение по Юнгу — Фенхелю, см. приведённое
ниже предложение 6.5.

Напомним, что в случае дифференцируемости по ξ интегранта f (x, ξ)
соответствующий ему интегральный функционал F(u) вида (4.2) дифферен-
цируем по Гато и можно записать уравнение Эйлера для минимизанта вари-
ационной задачи. Это будет дифференциальное уравнение

div𝑥(∇ξ f (x, ξ)|ξ=∇𝑢) = 0, (6.3)

где ∇ξ f (x, ξ) есть дифференциал функции f (x, ξ) по переменной ξ. Для сте-
пенного интегранта

f (x, ξ) =
|ξ|𝑝(𝑥)

p(x)
имеем

∇ξ f (x, ξ) = |ξ|𝑝(𝑥)−2ξ

и уравнение Эйлера содержит p(x)-лапласиан — естественное обобщение
обычного лапласиана. В общей ситуации, когда выпуклый по ξ интегрант
f (x, ξ) не дифференцируем по ξ, уравнение Эйлера задаётся в терминах
субдифференциала неявно по причине неединственности последнего.

Теперь пусть f (x, ξ) есть Γ -предел последовательности степенных инте-
грантов f𝑛(x, ξ). Будет ли f (x, ξ) дифференцируем по ξ и можно ли записать
уравнение Эйлера с явным дифференциальным оператором типа p(x)-лапла-
сиана, как в (6.3)? Положительный ответ дан ниже.

Определение 6.2. Классом P(α, β) назовём Γ -замыкание множества сте-
пенных интегрантов |ξ|𝑝(𝑥) с измеримым показателем p : R𝑑→ [α, β], 1<α¶
¶β <∞.

В действительности, при α 6=β получаем два несовпадающих класса, кото-
рые соответствуют Γ1- или Γ2-сходимости (см. определения в § 4), и можно
рассматривать любой из них.

Теорема 6.3. Интегранты f (x, ξ) класса P(α, β) и сопряжённые к ним
интегранты f ∗(x, ξ) дифференцируемы по ξ.

Эта теорема выводится из следующих двух утверждений.
Предложение 6.4. Интегранты f (x,ξ) класса P(α,β) и сопряжённые к ним

интегранты f ∗(x, ξ) равномерно выпуклы по ξ в смысле определения 1.3.
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Предложение 6.5. Для выпуклой функции f : R𝑑→R эквивалентны усло-
вия: i) f дифференцируема; ii) f ∗ строго выпукла.

Последнее утверждение известно в выпуклом анализе (см., например,
[14, § 1.19]). Несколько замечаний относительно доказательства теоремы 6.3.

Во-первых, согласно предложению 2.4 степенные интегранты вида (4.6)
удовлетворяют условию (1.2) с одной и той же функцией δ(ε), которая об-
служивает степень |ξ|α, и значит, теорема 5.3 применима к этому семейству
интегрантов.

Во-вторых, степенные интегранты, а также Γ -пределы степенных инте-
грантов обращаются в нуль только при ξ= 0 (для последних это свойство
положительности исследовано в § 8, см. предложение 8.2). Как следствие,
в классе P(α, β) равномерная выпуклость автоматически влечёт строгую вы-
пуклость (см. предложение 2.5). То же верно для интегрантов, сопряжён-
ных к интегрантам класса P(α, β). Тогда, согласно предложению 6.5, можно
утверждать дифференцируемость по ξ интегрантов класса P(α, β).

§ 7. Процедура отыскания Γ -предельного интегранта
и сохранение равномерной выпуклости

В этом параграфе будет дано доказательство теоремы 6.1. При дока-
зательстве аналогичной теоремы 5.3 (где рассматривалось наследование
равномерной выпуклости самим пределом f ) применялся аппарат Γ -реали-
зующих последовательностей. Для выявления свойств сопряжённого инте-
гранта f ∗ будем действовать иначе — через процедуру отыскания Γ -предела,
предъявленную в работе [6]. Проследим на всех этапах этой процедуры
сохранение равномерной выпуклости для вспомогательных объектов, через
которые определяется f ∗.

7.1. Напомним процедуру отыскания Γ -предела.
1◦. Для интегранта f (x, ξ) класса (4.1) определим функцию, называемую

далее локальной характеристикой:

ϕ1(ξ) = ϕ1(B, ξ) = min
𝑢∈𝑊1,α

0 (𝐵)
−
∫

𝐵

f (x, ξ+∇u) dx, (7.1)

где −
∫

𝐵
· dx= 1

|B|
∫

𝐵
· dx — среднее по кубу B⊂Ω. Индекс в обозначении ϕ1(ξ)

указывает на то, что локальная характеристика обслуживает Γ1-сходимость.
Для упрощения записи будем опускать этот индекс и писать ϕ(ξ) вместо
ϕ1(ξ).

Очевидно, что выпуклая задача (7.1) имеет решение в силу левой оценки
из (4.1). Стандартными методами, привлекая минимизант задачи (7.1), пока-
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зываем, что локальная характеристика выпукла и подчинена оценке

−c0+ c1|ξ|α ¶ ϕ(ξ) ¶ c2|ξ|β + c0. (7.2)

2◦. Далее рассматриваем замкнутые кубы в R𝑑 с рёбрами, параллельными
осям координат, и с вершинами в рациональных точках. Символом B обо-
значаем любое множество, которое является объединением конечного числа
таких кубов, попарно не имеющих общих внутренних точек, т. е.

B = ∪ B𝑗, int(B𝑗∩B𝑖) = ∅. (7.3)

Положим λ(B)=max{h𝑗}, h𝑗 — ребро куба B𝑗.
Определение 7.1. Разложением на кубы области Ω называем такое семей-

ство B𝑟 вида (7.3), что i) λ(B𝑟)→0 при r→0; ii) |Ω\B𝑟|→0 при r→0.
3◦. Напомним некоторые факты о выпуклых функциях.
Если A(u) — выпуклая функция на банаховом пространстве, то

|A(u1)− A(u2)| ¶ R−1L‖u1−u2‖, ‖u1‖, ‖u2‖ ¶ R, L = sup
‖𝑢‖¶2𝑅

|A(u)|,

т. е. выпуклая функция, ограниченная на шаре радиуса 2R, является липшице-
вой на шаре радиуса R. Отсюда вытекают следующие свойства компактности:

(C1) класс выпуклых функций ϕ(ξ) (ξ∈R𝑑), удовлетворяющих оценке (7.2),
компактен в смысле равномерной сходимости на каждом компакте в R𝑑;

(C2) из всякой последовательности интегрантов f𝑘(x, ξ), принадлежащих
классу (4.1), можно выделить подпоследовательность f𝑘′(x, ξ), слабо сходя-
щуюся в L2(Ω) к f (x, ξ) при k′→∞ для любого ξ∈ R𝑑.

4◦. Приступим к самой конструкции Γ1-lim𝑛→∞ f𝑛. Согласно формуле (7.1)
определим локальные характеристикиϕ𝑛(B,ξ) интегрантов f𝑛. По свойству (C1)
можно считать, что существует предел

lim
𝑛→∞

ϕ𝑛(B, ξ) = ϕ(B, ξ) (7.4)

для любого куба B с рациональными вершинами и любого ξ∈ R𝑑.
Рассмотрим произвольное разложение B𝑟 на кубы и положим

Φ𝑟(x, ξ) =

�

ϕ(B, ξ), если x ∈ B ⊂ B𝑟,

−c0+ c1|ξ|α, если x ∈ Ω\B𝑟.
(7.5)

Очевидно, что семейство Φ𝑟(x,ξ) принадлежит классу (4.1), и по свойству (C2)
определён интегрант

f (x, ξ) = lim
𝑟→0
Φ𝑟(x, ξ) ∀ξ ∈ R𝑑 (7.6)

в смысле слабой сходимости в L2(Ω).
Как доказано в [6], построенный по схеме (7.4)–(7.6) интегрант f (x, ξ)

служит Γ1-пределом последовательности интегрантов f𝑛(x, ξ) и принадлежит
также, как само семейство f𝑛, классу (4.1). Более того, справедливо следующее

Предложение 7.2. Сходимость (7.6) является сильной в L2(Ω), её можно
рассматривать как поточечную для п. в. x∈Ω.
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5◦. Для построения Γ2-предельного интегранта используем локальную ха-
рактеристику ϕ2(ξ)=ϕ2(B, ξ), которая определяется через вариационную
задачу

ϕ2(ξ) = inf
𝑢∈𝑊1,β

0 (𝐵)
−
∫

𝐵

f (x, ξ+∇u) dx. (7.7)

Из-за того, что в условии (4.1) коэрцитивности и роста показатели α и β
могут быть различны, локальные характеристики ϕ1 и ϕ2, вообще говоря,
не совпадают. Всегда имеет место: ϕ1¶ϕ2, и возможно строгое неравенство.
Это — проявление так называемого эффекта Лаврентьева: минимизация од-
ного и того же функционала по всем допустимым функциям или только глад-
ким допустимым функциям приводит к разным результатам.

Выпуклость и двусторонняя оценка (7.1) проверяются для ϕ2 так же, как
для ϕ1, но с привлечением δ-минимизантов. В задаче (7.7) инфимум может
не достигаться, минимизант может не существовать, и надо работать с мини-
мизирующей последовательностью. Далее процедура (7.4)–(7.6) повторяется
без изменений.

7.2. Введём двойственные локальные характеристикиψ(ξ)=ψ(B, ξ) двух
типов

ψ1(ξ)= inf
𝑣∈𝑉β

′
sol (𝐵)

−
∫

𝐵

g(x,ξ+v)dx, ψ2(ξ)= inf
𝑣∈𝑉α

′
sol (𝐵)

−
∫

𝐵

g(x,ξ+v) dx, (7.8)

где g(x, ξ) — сопряжённый к f (x, ξ) интегрант (см. (6.1)), B — куб, B⊂Ω,

Vγsol(B) =
§

v ∈ Lγ(B)𝑑 : div v = 0,

∫

𝐵

v dx = 0
ª

, 1 < γ < ∞,

есть пространство соленоидальных векторов из Lγ(B)𝑑 с нулевым средним.
Между характеристиками ϕ1, ϕ2 (см. (7.1) и (7.7)) иψ1,ψ2 существует вза-

имно однозначное соответствие, которое устанавливается по теореме двой-
ственности из выпуклого анализа.

Лемма 7.3. Имеют место соотношения

ϕ1 = ψ∗2, ϕ2 = ψ∗1, ψ1 = ϕ∗2, ψ2 = ϕ∗1. (7.9)

Из вариационного представления характеристикψ(ξ) вытекают некоторые
следствия. Во-первых, это выпуклость и двусторонняя оценка типа (6.2)

c∗1|ξ|β
′ − c0 ¶ ψ(ξ) ¶ c∗2|ξ|α

′
+ c0. (7.10)

Во-вторых, локальная характеристика ψ(ξ) наследует от g равномерную вы-
пуклость.

Лемма 7.4. Если g∈S∗δ(ε), то ψ(ξ) — равномерно выпуклая функция с моду-
лем выпуклости δ0(ε)= ε2δ

�

ε
2

�

.
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Доказательство. Так же как в лемме 5.2, можно утверждать равномерную
выпуклость интегрального функционала

G(w) = G(w, B) = −
∫

𝐵

g(x, w) dx, w ∈ Lβ
′
(B)𝑑. (7.11)

Более точно, для любого ε∈ (0, 1) имеет место заключение

G
�w1−w2

2

�

> ε
1
2 (G(w1)+G(w2)) ⇒ G

�w1+w2

2

�

¶ (1−δ0) 1
2 (G(w1)+G(w2))

(7.12)
с указанным выше δ0=δ0(ε)>0, где w1, w2∈ Lβ

′
(B)𝑑 произвольны.

Теперь необходимо показать, что для любого ε∈ (0, 1) и указанного выше
δ0=δ0(ε) справедливо заключение

ψ
�ξ1−ξ2

2

�

> ε
1
2 (ψ(ξ1)+ψ(ξ2)) ⇒ ψ

�ξ1+ξ2

2

�

¶ (1−δ0) 1
2 (ψ(ξ1)+ψ(ξ2))

(7.13)

для любых ξ1, ξ2∈ R𝑑, что и означает равномерную выпуклость функцииψ(ξ).
Далее для определённости полагаем ψ=ψ1. Тогда

ψ(ξ) = −
∫

𝐵

g(x, ξ+vξ) dx = −
∫

𝐵

g(x, wξ) dx
(7.11)
=

(7.11)
= G(wξ) ¶ −

∫

𝐵

g(x, ξ+v) dx ∀v ∈ Vβ
′

sol (B),

vξ — минимизант задачи (7.8)1, wξ = ξ+vξ.

(7.14)

Пусть ξ1, ξ2 таковы, что выполнено неравенство (7.13)1, которое с учётом
представления (7.14) можно переписать как

G
�

wξ1−ξ2
2

�

> ε
1
2 (G(wξ1

)+G(wξ2
)). (7.15)

С другой стороны, в силу неравенства (7.14)4 имеем

G
�

wξ1−ξ2
2

�

¶ G
�ξ1−ξ2

2 +
vξ1
− vξ2

2

�

= G
�wξ1

−wξ2

2

�

, (7.16)

где wξ1
=ξ1+vξ1

, wξ2
=ξ2+vξ2

. Из (7.15) и (7.16) вытекает неравенство

G
�wξ1

−wξ2

2

�

> ε
1
2 (G(wξ1

)+G(wξ2
)),

и в силу (7.12) заключаем, что

G
�wξ1

+wξ2

2

�

¶ 1
2 (1−δ0)(G(wξ1

)+G(wξ2
)). (7.17)

С другой стороны,

G
�wξ1

+wξ2

2

�

=G
�ξ1+ξ2

2 +
vξ1
+vξ2

2

� (7.14)
¾ G

�ξ1+ξ2

2 +vξ1+ξ2
2

�

=G
�

wξ1+ξ2
2

�

. (7.18)
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Из неравенств (7.17), (7.18), записывая их правые части через локальную
характеристику, выводим

ψ
�ξ1+ξ2

2

�

¶ (1−δ0) 1
2 (ψ(ξ1)+ψ(ξ2)),

т. е. получено неравенство (7.13)2, что и требовалось. Лемма доказана.

7.3. Доказательство теоремы 6.1. Полагаем g𝑛 = f ∗𝑛 , где f𝑛
Γ−→ f . Выше

в разделе 7.1 изложена процедура отыскания предельного интегранта f =
= Γ -lim𝑛→∞ f𝑛. Определим предельную процедуру, связанную с g𝑛, которая
даёт в пределе сопряжённый интегрант f ∗ и, кроме того, переносит свойство
равномерной выпуклости интегрантов g𝑛 на их предел. Будем опираться на
утверждение, доказанное, например, в [12].

Лемма 7.5. Предположим, что
(i) f𝑛(ξ) выпуклы по ξ∈R𝑑;
(ii) −c0+ c1|ξ|α¶ f𝑛(ξ)¶ c2|ξ|β + c0, 1<α¶β , c0¾0 и c1, c2>0.
Тогда если f𝑛(ξ)→ f (ξ) ∀ξ, то f ∗𝑛 (η)→ f ∗(η) ∀η.
Сопоставим интегрантам g𝑛 локальные характеристики ψ𝑛(ξ)=ψ𝑛(B, ξ).

По лемме 7.5 из поточечной сходимости (7.4) следует поточечная сходимость
ψ𝑛→ψ, ψ=ϕ∗.

Для разложения B𝑟 области Ω на кубы определим

Ψ𝑟(x, ξ) =

¨

ψ(B, ξ), если x ∈ B ⊂ B𝑟,

−c0+ c∗1|ξ|β
′
, если x ∈ Ω\B𝑟.

(7.19)

Докажем поточечную сходимость

lim
𝑟→0
Ψ𝑟 = f ∗. (7.20)

В самом деле, по построению Ψ𝑟= (Φ𝑟)∗ (см. (7.5) и (7.19)). Из поточечной
сходимости Φ𝑟(x, ξ)→ f (x, ξ) (см. предложение 7.2), снова по лемме 7.5 вы-
водим поточечную сходимость сопряжённых функций, т. е. равенство (7.20).

По лемме 7.4 функции ψ𝑛 равномерно выпуклы. Поточечный предельный
переход сохраняет это свойство сначала дляψ, а значит, для Ψ𝑟(x, ·), затем —
и для f ∗. Тем самым завершено доказательство теоремы 6.1.

§ 8. О пространствах Орлича

8.1. Определения и основные свойства. Через L𝑝(·)(Ω) обозначается класс
измеримых функций v : Ω→R𝑑, таких что

A𝑝(v) =

∫

Ω

|v(x)|𝑝(𝑥) dx < ∞, (8.1)



равномерная выпуклость и вариационная сходимость 267

где показатель p(x) тот же, что в (4.6). Класс становится рефлексивным ба-
наховым пространством, если его наделить нормой

‖v‖𝐿𝑝(·)(Ω) = inf{λ > 0: A𝑝(λ−1v) ¶ 1}, (8.2)

называемой нормой Люксембурга. Заметим, что инфимум в (8.2) достигает-
ся, если A𝑝(v)>0. Кроме того,

‖v‖𝐿𝑝(·)(Ω) = λ > 0 ⇔ A𝑝(λ−1v) = 1. (8.3)

Отсюда вытекает свойство единичного шара

‖v‖𝐿𝑝(·)(Ω) ¶ 1 ⇔ A𝑝(v) ¶ 1. (8.4)

Наряду с L𝑝(·)(Ω) введём обобщённое пространство Орлича L 𝑓 (Ω) — класс
измеримых функций v : Ω→R𝑑, таких что

A𝑓 (v) =

∫

Ω

f (x, v(x)) dx < ∞, (8.5)

c нормой Люксембурга

‖v‖𝐿 𝑓 (Ω) = inf{λ > 0: A𝑓 (λ−1v) ¶ 1}. (8.6)

Пространство L 𝑓 (Ω) определено корректно, если в качестве интегранта f (x,ξ)
в (8.5) взять функции, удовлетворяющие условию:

(N ) f (x, ξ): Ω×R𝑑→R+ — каратеодориева,
выпукла и чётна по ξ,
удовлетворяет ∆2-условию (4.9),
f (·, ξ)=0 только при ξ=0.

На норму ‖ · ‖𝐿 𝑓 переносятся многие свойства нормы ‖ · ‖𝐿𝑝(·) , в частности,
свойство единичного шара. Ясно, что степенной интегрант вида (4.6) при-
надлежит классу (N ).

Теорема 8.1. Пусть интегрант f из класса (N ) равномерно выпуклый
(в смысле определения 1.3). Тогда пространство Орлича L 𝑓 (Ω) тоже равно-
мерно выпукло. В частности, равномерно выпукло пространство Лебега —
Орлича L𝑝(·)(Ω).

Эта теорема считается известной в том или ином виде. Для полноты изло-
жения комментарии к её доказательству даны в § 10.

8.2. О Γ -замыкании некоторых множеств интегрантов. Обсудим вопро-
сы, связанные с Γ -замыканием на множестве интегрантов класса (N ), удо-
влетворяющих оценке (4.1). Само это множество не Γ -замкнуто. Дело в том,
что последнее свойство в перечне (N ) ничем не контролируется при Γ -за-
мыкании. Заменим это свойство положительности более сильным, которое
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уже сохраняется в Γ -пределе. Будем рассматривать интегранты, подчинённые
двусторонней оценке

m(ξ) ¶ f (·, ξ) ¶ M(ξ) ∀ξ ∈ R𝑑, (8.7)

где положительные функции M(ξ) и m(ξ) выбраны как

M(ξ) = max{|ξ|α, |ξ|β},
m(ξ) — выпуклая оболочка функции min{|ξ|α, |ξ|β}.

(8.8)

Оценка (8.7) выполнена, например, для степенного интегранта (4.6).
Обе функции из (8.8) выпуклы, и можно воспользоваться свойством сла-

бой полунепрерывности снизу выпуклых функционалов (см. [7]). Тогда со-
хранение оценки (8.7) в Γ -пределе показываем с помощью аппарата Γ -реа-
лизующих последовательностей (см. его применение в § 3 и § 5). С помощью
этого же подхода или через процедуру отыскания Γ -предельного интегранта
(см. § 7) проверяется сохранение других свойств в перечне (N ). Подведём
итог наших рассмотрений.

Предложение 8.2. При Γ -сходимости замкнуто множество интегрантов
класса (N ), удовлетворяющих оценке (8.7).

8.3. О Γ -замкнутом расширении класса степенных интегрантов. Рас-
смотрим вариационное замыкание степенных интегрантов f (x, ξ)= |ξ|𝑝(𝑥)

подробнее. Введём числовые функции аргумента t¾0:
µ1(t) = min

𝑝∈ [α,β]
t𝑝, µ2(t) = max

𝑝∈ [α,β]
t𝑝,

µ1(t) =

¨

tα, если t ¾ 1,

tβ , если 0 ¶ t ¶ 1,
µ2(t) =

¨

tβ , если t ¾ 1,

tα, если 0 ¶ t ¶ 1.

Теперь для λ>0
f (x, ξ) = f (x, λ−1ξ)λ𝑝(𝑥),

µ1(λ) f (x, λ−1ξ) ¶ f (x, ξ) ¶ µ2(λ) f (x, λ−1ξ), (8.9)

µ1(λ)A𝑓 (λ−1v) ¶ A𝑓 (v) ¶ µ2(λ)A𝑓 (λ−1v), (8.10)

откуда при λ=‖v‖𝑓 получим

µ1(‖v‖𝑓 ) ¶ A𝑓 (v) ¶ µ2(‖v‖𝑓 ). (8.11)

В простейшем случае, когда f (x, ξ)= |ξ|𝑝, p= const, соотношение (8.10) при-
нимает вид ∫

Ω

|v|𝑝 dx = ‖v‖𝑝
𝐿𝑝(Ω).

Неравенства, сформулированные выше для степенного интегранта, сохра-
няются при Γ -замыкании, что доказывается методом Γ -реализующих после-
довательностей.
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Предложение 8.3. Пусть f есть Γ -предел последовательности степенных
интегрантов вида (4.6). Тогда справедлива оценка (8.9) и, как следствие,
оценки (8.10), (8.11).

Итак, естественным Γ -замкнутым расширением класса степенных инте-
грантов можно считать множество интегрантов с оценкой (8.9). Именно
эта оценка, а не более общая оценка (8.7), обеспечивает характерное для
степенных интегрантов соотношение (8.11) между нормой Люксембурга и со-
ответствующим интегральным функционалом.

8.4. Пространства Соболева — Орлича и Γ -сходимость норм. Введём
пространство Соболева — Орлича

W 𝑓 = {u ∈ W 1,α(Ω), ∇u ∈ L 𝑓}
с нормой

‖u‖𝑊 𝑓 = ‖∇u‖𝐿 𝑓 +‖u‖𝐿α . (8.12)

Функционал нормы ‖u‖𝑊 𝑓 можно считать заданным на всём пространстве
V =W 1,α(Ω), для этого положим его равным +∞ на W 1,α(Ω)\W 𝑓 .

Теорема 8.4. Пусть f𝑛, f — интегранты класса (N ), удовлетворяющие
оценке (4.1), и F𝑛

Γ−→ F. Тогда имеет место Γ -сходимость соответствующих
норм Соболева — Орлича, т. е.

‖ · ‖𝑊 𝑓𝑛
Γ−→ ‖·‖𝑊 𝑓 . (8.13)

Доказательство. Далее используем упрощённое обозначение ‖ · ‖𝑛 и ‖ · ‖
для норм в пространствах L 𝑓𝑛 и L 𝑓 , а также A𝑛(·), A(·) — для функциона-
лов (8.5) с интегрантами f𝑛 и f .

Проверим свойство полунепрерывности снизу для сходимости (8.13). Пусть

u𝑛 * u в V , v𝑛 = ∇u𝑛, v = ∇u.

Учитывая структуру нормы (8.12), достаточно установить соотношение

lim inf
𝑛→∞

‖v𝑛‖𝑛 ¾ ‖v‖, (8.14)

поскольку ‖u𝑛‖𝐿α→‖u‖𝐿α по теореме вложения.
Без потери общности считаем, что последовательность λ𝑛= ‖v𝑛‖𝑛 имеет

конечный предел, λ𝑛→ eλ, так что

u𝑛

λ𝑛
*

u
eλ

в V , 1 =

∫

Ω

f𝑛
�

x,
v𝑛

λ𝑛

�

dx.

Отсюда, в силу условия 1 сходимости F𝑛
Γ−→ F и свойства единичного шара,

1 ¾
∫

Ω

f
�

x, v
eλ

�

dx, ‖v‖ ¶ eλ,

что даёт требуемое неравенство (8.14).
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Несколько сложнее проверяется свойство 2 из определения Γ -сходимости
функционалов нормы. Для данного u∈W 𝑓 требуется найти

u𝑛 ∈ W 𝑓𝑛 , u𝑛 * u в W 1,α(Ω),

‖v𝑛‖𝑛 → ‖v‖, v𝑛 = ∇u𝑛, v = ∇u,

поскольку автоматически ‖u𝑛‖𝐿α→‖u‖𝐿α по теореме вложения. Без потери
общности предполагаем, что ‖v‖=1 и, как следствие, A(v)=1. В силу сходи-
мости F𝑛

Γ−→ F найдётся последовательность v𝑛=∇u𝑛, для которой

A𝑛(v𝑛) = F𝑛(u𝑛)→ F(u) = A(v) = 1.

Требуемую сходимость норм ‖v𝑛‖𝑛→ ‖v‖ получаем согласно приводимой
ниже лемме. Тем самым доказана теорема 8.4.

Лемма 8.5. Пусть f𝑛 — интегранты класса (N ). Тогда если A𝑛(v𝑛)→1, то
‖v𝑛‖𝑛→1.

Доказательство. Пусть от противного найдутся ε0>0 и подпоследователь-
ность, обозначаемая далее снова через {n}, такие что для нормыλ𝑛=‖v𝑛‖𝑛>0
выполнено одно из двух:

λ𝑛 ¾ 1+ε0 либо λ𝑛 ¶ 1−ε0. (8.15)

Тогда по свойству нормы Люксембурга и по выпуклости

1 = A𝑛

� v𝑛

λ𝑛

�

¶ 1
λ𝑛

A𝑛(v𝑛) < 1
1+ε0

A𝑛(v𝑛)

при условии (8.15)1 либо

1 = A𝑛

� v𝑛

λ𝑛

�

¾ 1
λ𝑛

A𝑛(v𝑛) > 1
1−ε0

A𝑛(v𝑛)

при условии (8.15)2. Поскольку A𝑛(v𝑛)→1, в любом случае приходим к про-
тиворечию. Лемма доказана.

Замечание. В теореме 8.4 предполагается Γ -сходимость интегральных функ-
ционалов F𝑛 к интегральному функционалу F, что не всегда имеет место
при Γ -сходимости интегрантов f𝑛

Γ−→ f . Этот вопрос об интегральном пред-
ставлении предельного функционала Γ -lim F𝑛 = χ через предельный инте-
грант Γ -lim f𝑛= f , т. е. χ= F, обсуждался в разделе 4.2. Соотношение F𝑛

Γ−→ F
наблюдается, если функционал F совпадает со своей релаксацией F, что
справедливо, например, для стандартных интегрантов (в (4.1) α= β) или
при усреднении осциллирующих интегрантов (см. раздел 9.1).

§ 9. Приложение: примеры из усреднения

Ниже приводятся примеры предельных объектов типа интегранта, функ-
ционала или пространства Орлича, которые наследуют свойство равномер-
ной выпуклости от исходных объектов в процессе усреднения.
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9.1. Усреднение функционалов вариационного исчисления. Пусть задан
f ( y, ξ) — периодический по y ∈ R𝑑 интегрант класса (4.1), �=

�

−1
2 , 1

2

� 𝑑
—

ячейка периодичности. Положим fε(x, ξ) = f
� x
ε

, ξ
�

, ε > 0, и определим
усреднённые интегранты

f hom
1 (ξ) = min

𝑢∈𝑊1,α
per (�)

∫

�

f (x, ξ+∇u) dx,

f hom
2 (ξ) = inf

𝑢∈𝑊1,β
per (�)

∫

�

f (x, ξ+∇u) dx,

(9.1)

где W 1,γ
per (�) — соболевское пространство периодических функций. Тогда

Γ𝑖 - lim
ε→0

fε = f hom
𝑖 , i = 1, 2, (9.2)

и очевидно, что f hom
1 ¶ f hom

2 . Известен (см. [9]) пример интегранта, для ко-
торого имеет место неравенство f hom

1 6= f hom
2 . Это будет интегрант |ξ|𝑝(𝑦),

y, ξ∈ R2, где p( y) периодичен и задан равенством

p( y) =

�

α, если y1 y2 > 0,

β , если y1 y2 < 0, α < 2 < β ,
(9.3)

на ячейке периодичности �=
�

−1
2 , 1

2

� 2
.

Поскольку усреднённые интегранты служат предельными в смысле Γ -схо-
димости (см. (9.2)), по теореме 5.3 каждый из них равномерно выпуклый при
условии, что таковым является исходный интегрант f ( y, ξ), если, кроме того,
f ( y, ξ) чётен по ξ. Например, можно взять степенной интегрант f ( y, ξ)=
= |ξ|𝑝(𝑦). В последнем случае по теореме 6.3 интегранты f hom

𝑖 (ξ) будут также
дифференцируемы.

Отметим ещё одну особенность усреднённых интегрантов — независимость
от пространственной переменной. Благодаря этому свойству, усреднённый
интегральный функционал совпадает со своей релаксацией [15], так что при-
менима теорема 8.4.

Функционалы с осциллирующими интегрантами вида f
� x
ε

, u,∇u
�

изу-
чены в [16, 17].

9.2. Усреднение монотонных операторов. Рассмотрим усреднение задачи
Дирихле

(

div A
� x
ε

,∇uε
�

= div g в Ω,

uε|𝜕Ω = 0, g ∈ L∞(Ω)𝑑.
(9.4)

Здесь Ω⊂R𝑑 — ограниченная липшицева область, A( y, ξ): R𝑑×R𝑑→R𝑑 — ка-
ратеодориева вектор-функция, периодическая по y, �=

�

−1
2 , 1

2

� 𝑑
— ячейка
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периодичности, такая что

(A( y, ξ)− A( y, η)) · (ξ−η) > 0 для п. в. y ∈ � и ξ 6= η, (9.5)

A( y, ξ) ·ξ ¾ c0(|ξ|𝑝(𝑦)−1), (9.6)

|A( y, ξ)|𝑝′(𝑦) ¶ c1(|ξ|𝑝(𝑦)+1), p′( y) =
p( y)

p( y)−1
, (9.7)

где измеримый показатель p периодичен с той же ячейкой периодичности �,
при этом

1 < α ¶ p( y) ¶ β < ∞. (9.8)

Решение задачи (9.4) будем искать в пространстве Соболева — Орлича,
отвечающем показателю pε(x)= p(x/ε). Определим его как

W 1, 𝑝ε(·)
0 (Ω)=

§

u ∈W 1,1
0 (Ω),

∫

Ω

|∇u|𝑝ε(𝑥) dx <∞
ª

, ‖u‖𝑊1, 𝑝ε (·)
0 (Ω) = ‖∇u‖𝐿𝑝ε (·)(Ω).

Определение 9.1. Функция uε ∈W 1, 𝑝ε(·)
0 есть решение задачи (9.4), если

тождество ∫

Ω

A
� x
ε

,∇uε
�

·∇ϕ dx =

∫

Ω

g ·∇ϕ dx (9.9)

выполнено для любой пробной функции ϕ∈W 1, 𝑝ε(·)
0 (Ω).

Отметим одно важное обстоятельство: гладкие функции необязательно
плотны в пространстве Соболева — Орлича, в отличие от того, что имеет ме-
сто для классических пространств Соболева. Например, в определении 9.1 вы-
полнения интегрального тождества (9.9) только для ϕ∈C∞

0 (Ω) недостаточно.
Именно такая ситуация имеет место, если взять показатель p( y) из (9.3).
В связи с этим определим пространство H1, 𝑝ε(·)

0 (Ω) как замыкание множества
C∞

0 (Ω) в W 1, 𝑝ε(·)
0 (Ω).

Определение 9.2. Функция uε ∈H1, 𝑝ε(·)
0 (Ω) называется H-решением, если

тождество (9.9) выполнено для любой пробной функции ϕ ∈H1, 𝑝ε(·)
0 (Ω) (до-

статочно только для ϕ∈C∞
0 (Ω)).

Решение в смысле определения 9.1 будем называть W-решением.
В предположениях (9.5)–(9.8) существование и единственность W - или

H-решения задачи (9.4) можно получить методом монотонных операто-
ров [18]. При этом справедлива равномерная оценка решений и потоков

∫

Ω

|∇uε|𝑝ε(𝑥) dx ¶ c,

∫

Ω

�

�

�A
� x
ε

,∇uε
�

�

�

�

𝑝′ε(𝑥)
dx ¶ c, (9.10)

где постоянная зависит только от констант c0, c1 из условий (9.6), (9.7) и ве-
личины ‖g‖𝐿α′ (Ω). Можно считать, что наблюдается слабая сходимость реше-
ний и потоков

uε * u в W 1,α
0 (Ω), A

� x
ε

,∇uε
�

* z в Lβ
′
(Ω)𝑑. (9.11)
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Из (9.9) непосредственно следует, что
∫

Ω

z ·∇ϕ dx =

∫

Ω

g ·∇ϕ dx (9.12)

для ϕ∈C∞
0 (Ω). Необходимо найти связь между предельными элементами u и z.

Согласно канонам теории усреднения [11] эта связь должна иметь вид

z = a(∇u), (9.13)

где символ a(ξ) уже не зависит от пространственной переменной. Соотно-
шения (9.12) и (9.13) задают усреднённое уравнение

div(a(∇u)) = div g.

Но в каком смысле понимается это уравнение? Можно ли связать с ним кор-
ректно поставленную задачу? В каком пространстве? Как «усреднить» при
ε→0 «осциллирующие» пространства W 1, 𝑝ε(·)

0 (Ω) и H1, 𝑝ε(·)
0 (Ω), участвующие

в постановке краевой задачи (9.4)? Далее даются ответы на эти вопросы
(см. подробности в [19]).

Предельные элементы в (9.11), вообще говоря, зависят от выбора типа
решения, так что имеем два усреднённых символа a1(ξ), a2(ξ). Усреднённые
символы a1(ξ), a2(ξ) определяются равенством

a𝑖(ξ) =

∫

�

A( y, ξ+∇N𝑖) dy, i = 1, 2, (9.14)

где N1 и N2 — решения задач на ячейке периодичности

N1 ∈ W 1, 𝑝(·)
per (�),

∫

�

A( y, ξ+∇N1) ·∇ϕ dy = 0 ∀ϕ ∈ W 1, 𝑝(·)
per (�),

N2 ∈ H1, 𝑝(·)
per (�),

∫

�

A( y, ξ+∇N2) ·∇ϕ dy = 0 ∀ϕ ∈ C∞
per(�).

Здесь задействованы пространства Соболева — Орлича периодических функ-
ций,

W 1, 𝑝(·)
per (�) =

§

u ∈ W 1,1
per (�),

∫

�

u dy = 0,

∫

�

|∇u|𝑝 dy < ∞
ª

,

H1, 𝑝(·)
per (�) — замыкание множества C∞

per(�) в W 1, 𝑝(·)
per (�).

Норма на W 1, 𝑝(·)
per (�) задаётся равенством ‖u‖𝑊1, 𝑝(·)

per (�)=‖∇u‖𝐿𝑝(·)(�).
Усреднённые символы (9.14) наследуют свойства коэрцитивности и огра-

ниченности (см. (9.6), (9.7)), но происходит это в своеобразной форме —
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через модельные усреднённые интегранты f1, f2, которые определяются из
вариационных задач

f1(ξ) = f hom
1 (ξ) = min

𝑢∈𝑊1, 𝑝(·)
per (�)

∫

�

|ξ+∇u|𝑝(𝑦)

p( y)
dy,

f2(ξ) = f hom
2 (ξ) = min

𝑢∈𝐻1, 𝑝(·)
per (�)

∫

�

|ξ+∇u|𝑝(𝑦)

p( y)
dy.

(9.15)

Интегранты f1, f2 могут существенно отличаться от степенных функций вида
|ξ|α, поэтому усреднённая задача решается не в классических пространствах
Соболева, а в связанных с f1, f2 обобщённых пространствах Соболева — Ор-
лича. Поясним последний момент подробнее.

Нетрудно проверить, что f1 и f2 — функции класса (N ) (см. § 8). Таким
образом, определено пространство Орлича L 𝑓 = L 𝑓 (Ω), а также соответствую-
щее ему пространство Соболева — Орлича

W 𝑓
0 = W 𝑓

0 (Ω) =
�

u ∈ W 1,1
0 (Ω), f (∇u) ∈ L1(Ω)

	

, ‖u‖𝑊 𝑓
0
= ‖∇u‖𝐿 𝑓 ,

где в качестве f можно брать f1 или f2.
Перечислим основные свойства вектор-функции a(ξ) (равной a1 или a2

из (9.14)), в которых задействованы интегранты из (9.15). А именно,
i) непрерывность на R𝑑;
ii) строгая монотонность: (a(ξ1)−a(ξ2)) · (ξ1−ξ2)>0 при ξ1 6=ξ2;
iii) коэрцитивность: a(ξ) ·ξ¾ c0 f (ξ)−1, c0>0;
iv) «ограниченность сверху»: f ∗(a(ξ))¶ c1 f (ξ)+1, где f ∗(η) — сопряжён-

ная по Юнгу — Фенхелю функция, см. (6.1).
Используя оценки (9.10) и свойства слабой полунепрерывности снизу вы-

пуклого функционала со степенным интегрантом |ξ|𝑝ε(𝑥) [9], доказываем при-
надлежность предельных элементов из (9.11) «предельным» пространствам:
u∈W 𝑓

0 , z∈ L 𝑓∗ . Эти пространства обладают важным свойством равномерной
выпуклости (см. § 8).

Всё готово, чтобы уточнить формулировку усреднённой задачи.
Усреднённая задача: Найти u∈W 1,1

0 (Ω), такую что

f (∇u) ∈ L1(Ω), f ∗(a(∇u) ∈ L1(Ω),

div a(∇u) = div g (в смысле распределений на Ω).

На самом деле здесь две усреднённые задачи — для пар a1, f1 и a2, f2.
Опираясь на свойства символа a(ξ), методом монотонных операторов

можно доказать существование и единственность решения усреднённой
задачи для любого g∈ L 𝑓∗(Ω).



равномерная выпуклость и вариационная сходимость 275

§ 10. Приложение: доказательство теоремы 8.1

Будем использовать следующие утверждения, уточняющие свойство еди-
ничного шара в пространстве Орлича L 𝑓 (Ω):

i) ∀ε∈ (0, 1) ∃ δ=δ(ε): A𝑓 (v)¶δ⇒‖v‖𝐿 𝑓 ¶ε;
ii) ∀ε∈ (0, 1) ∃ δ=δ(ε)>0: A𝑓 (v)¶1−ε⇒‖v‖𝐿 𝑓 ¶1−δ.
Доказательство их приведено в конце раздела. Если интегрант f степен-

ной или из класса P(α, β) (см. определение 6.2), выполнена оценка (8.11), из
которой утверждения i), ii) следуют немедленно.

Лемма 10.1. Если интегрант f — равномерно выпуклый, то A𝑓 (·) — равно-
мерно выпуклый функционал.

Доказательство этой леммы опускаем, оно аналогично доказательству
леммы 5.2.

Далее для простоты обозначений X = L 𝑓 (Ω) и ‖ · ‖= ‖ · ‖𝐿 𝑓 . Фиксируем
ε∈ (0, 1) и произвольные

u, v ∈ X : ‖u‖ ¶ 1, ‖v‖ ¶ 1, ‖u− v‖ > ε. (10.1)

Тогда в силу свойства единичного шара в пространстве X (см. (8.4))

A𝑓 (u) ¶ 1, A𝑓 (v) ¶ 1. (10.2)

Поскольку






u− v
2





>
ε
2 , по свойству i)

A𝑓

�u− v
2

�

> τ
(10.2)
¾ τ

1
2 (A𝑓 (u)+ A𝑓 (v))

для соответствующего τ=τ(ε)>0, причём доказательство этого свойства по-
казывает, что τ(ε)→0 при ε→0. Из равномерной выпуклости функционала
A𝑓 (·) следует существование σ=σ(τ)>0, такого что

A𝑓

�u+ v
2

�

¶ (1−σ) 1
2 (A𝑓 (u)+ A𝑓 (v))

(10.2)
¶ 1−σ.

Отсюда по свойству ii) имеем






u+v
2





¶1−δ для соответствующего δ=δ(ε)>0,
что и требовалось получить.

Осталось проверить свойства i), ii). Пусть 2−𝑗¶ ε, и положим δ= K−𝑗, где
K — константа из ∆2-условия: A𝑓 (2v) ¶ KA𝑓 (v). Тогда A𝑓 (2 𝑗v) ¶ K 𝑗 A𝑓 (v) ¶
¶ K 𝑗δ = 1, если A𝑓 (v) ¶ δ. Отсюда по определению нормы следует, что
‖v‖𝐿 𝑓 ¶2−𝑗¶ε, это и требуется для свойства i).

Теперь возьмём t∈ (1, 2). Ввиду представления

tv = (2− t)v+ (t−1)2v, где (2− t)+ (t−1) = 1, 2− t > 0, t−1 > 0,

по выпуклости и ∆2-условию можно записать

A𝑓 (tv) ¶ (2− t)A𝑓 (v)+ (t−1)A𝑓 (2v) ¶ [(2− t)+K(t−1)]A𝑓 (v), (10.3)

где константа в квадратной скобке как угодно близка к единице, если t доста-
точно близко к единице. За счёт условия A𝑓 (v)¶1−ε, ε>0, можно добиться
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того, что правая часть в (10.3) не превосходит единицы, в результате чего
A𝑓 (tv)¶1. Тогда по определению нормы имеем ‖v‖𝐿 𝑓 ¶ t−1=1−δ для неко-
торого δ=δ(ε)>0, что и требуется для свойства ii).

Доказательство теоремы 8.1 проведено по схеме доказательства её анало-
га — теоремы 2.4.14 из [13].
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