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О НЕОГРАНИЧЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

О. С. Р о з а н о в а

Пусть V — ориентируемое га-мерное компактное многообразие с краем S, с метриче-
ским тензором aij, а (ж1, . . ., хп) — локальные криволинейные координаты на V. Рас-
смотрим заданную на V систему уравнений вида:

дп — _
(1) - ^ + V 9 + <? = 0.

Здесь п и Q являются га-мерными вектор-функциями, g = qi3 (й, х, t) — это С^-гладкое по
всем аргументам тензорное поле на V, a V;-giJ — дивергенция тензора, вычисленная в мет-
рике atj с учетом зависимости п от х. Аргумент t в физических приложениях удобно трак-
товать как время. Слагаемое Q может включать зависимость не только от I , ( , S E парамет-
ров, но также от различных интегральных и дифференциальных выражений, составленных
•с помощью этих величин; условия на Q указаны ниже, в формулировке теоремы.

При исследовании свойств решений системы (1) применен метод, аналогичный ис-
пользованному в работах [1—3]. Обозначим (•, •) —скалярное произведение на V в
метрике atj, dV и dS— элементы re-мерного объема на V и (га — 1)-мерной площади на S
«соответственно, a ras — ориентирующую внешнюю нормаль на S. Верна

Т е о р е м а . Классическое решение системы (1), для которого в предположении схо-

димости всех участвующих интегралов выполняются условия (а) \ q^V^dV > е > О,

>(б) \ (п, Q) dV ^ 0, (в) \ Oj,;q^,uan]

sdS ^ 0, не может быть ограниченным на V при

•всех t !> 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем от противного, т. е. будем считать, что п огра-

ничено. Рассмотрим функционал F (t) = \ (п, u)dV, фактически представляющий собой
неотрицательную функцию числового аргумента t, принимающую значение нуль только
ш случае тождественного равенства нулю решения п на всем F, что в нашей ситуации за-
прещается условием (а). Предположение ограниченности в на V X [0, + оо) влечет суще-
ствование числа F > 0 такого, что F (t) < F для любого t. Так как решение п предпола-
гается классическим, то при всех t > 0 функция F(t) принадлежит классу С1. С исполь-
зованием (а), (б), (в) и теоремы о дивергенции (см. [4]) получим, что

(2) (/'(())'= 2 ^ («;,u)dF>2 ^ g}

•Следовательно, после интегрирования (2) от нуля до произвольного Т > 0 с учетом пред-
положения об ограниченности п. имеем, что F > F (Т) > 2гТ + F (0); (F > F (0)),
•откуда получаем оценку Г < [F — F (0)]/2е<оо, которая показывает, что предположение
об ограниченности неверно.

З а м е ч а н и я . 1) Оговорив заранее, что а нетривиально, и заменив условие (а)

следующим: H(F(t))^C\ q\V,u3dV; C = c o n s t > 0 , где Я (г)) — некоторая функция
Jy

одного переменного такая, что Н (г\) > Я о > 0 при т\ > т],) > 0 и \ '—<С°о,

можно получить оценку «взрыва» гладкого решения, т. е. обращения его в бесконеч-

ность за конечное время: Г ^ С \ '—<оо.
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2) Вместо (а), (б), и (в) достаточно предположить, что

J (g}Vy - Vi ( 9 y ) - (й, Q)) dV > 8 > 0.

Гидродинамические уравнения движения для атмосферы планеты, записанные в ко-
ординатах (ж1, ж2, ж3) таких, что (ж1, г2) — локальные криволинейные координаты на экви-
потенциальной поверхности поля силы тяжести планеты G, а ж3 = z — вертикальная ко-
ордината, отсчитывающаяся по нормали к G, в предположении, что вязкость отсутствует,
имеют вид (см. [5])

(3) (vi)t' = —vaVav
i — 2^icQ

!vlc — ViO — p-1Vip, i= 1,2,3.

Здесь рг = dxljdt — контравариантные координаты скорости ветра, Q — вектор угловой
скорости вращения планеты, в г д — символ Леви-Чивита, Ф — геопотенциал, р — дав-
ление, р — плотность. Граничными условиями являются условия непротекания: y3 |G =
= = V*\H ~ 0, где Н — верхняя граница модельной атмосферы. Так как на Н возможно

Vp
обращение в нуль величин плотности и давления, потребуем также, чтобы lim — был ко-

Р—о "

нечным. Кроме того,, будем считать выполненным уравнение состояния идеального газа
р = pRT (здесь Т — температура, а Л — универсальная газовая постоянная). Система (3)
после записи в форме Лэмба (см. [6]) имеет вид (1) при иг — vl, Ql = sjk (2Q; + W"1) y & +
+ У'Ф -f- p" 1 V'p (i = 1, 2, 3); g = (v, S)eV/2, где el — базисный вектор i-го координат-
ного направления, сог — компоненты вектора rot v. Учет условий непротекания при-
водит к выполнению требования (б) теоремы со знаком равенства. Поэтому из теоремы
получаем

С л е д с т в и е . При условиях

(4) С С (v,v)V.vidGdz>e>0,

(5) С \ а о (ej^ (2Qa + coa) Л ' + flTp-^Vp) dG dz < С f (Ф

гладкое решение системы (3) не может оставаться ограниченным при всех t J> 0,
Условия (4) и (5) можно прокомментировать так: в невязкой модели для неограни-

ченного роста скорости ветра достаточно, чтобы области с положительной дивергенцией
в некотором смысле преобладали над областями с отрицательной дивергенцией.. Это со-
гласуется с выводами работы [7] о том, что «расходящиеся антициклоны в первую очередь
обеспечивают приток энергии для общей циркуляции атмосферы». Разумеется, в реаль-
ной ситуации процессы турбулентности препятствуют неограниченному росту скорости;
ветра.

З а м е ч а н и е . Обратим внимание на то, что условие (4) не может быть выполнено-
для уравнений движения несжимаемой среды., , •
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