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Rk × Cl ×Qm
p

Í. Â. Áóäàðèíà (ã. Õàáàðîâñê)

Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑
r=1

Ψ(r) ñõîäèòñÿ, ãäå Ψ �

ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî ìåðà ìíîæåñòâà òî÷åê

(x, z,w) ∈ Rk × Cl ×Qm
p ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîâðåìåííî íåðàâåíñòâàì

max
16i6k

|P (xi)| 6 H(P )−v1/kΨλ1/k(H(P )),

max
16j6l

|P (zj)| 6 H(P )−v2/lΨλ2/l(H(P )) è

max
16t6m

|P (wt)|p 6 H(P )−v3/mΨλ3/m(H(P )),

ãäå v1 + 2v2 + v3 = n− k − 2l è λ1 + 2λ2 + λ3 = 1, äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ P ñòåïåíè 6 n, ðàâíà íóëþ.

1 Ââåäåíèå

Â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé íåîáû÷àéíî ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèï Äèðèõëå. Åãî èñïîëüçîâàíèå äîêàçûâàåò ðàçðåøèìîñòü ìíîãèõ íåðà-
âåíñòâ â öåëûõ ÷èñëàõ. Òà ëåãêîñòü è ïðîñòîòà, ñ êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ ðàç-
ðåøèìîñòü, íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå áîëåå ãëóáîêèõ è ñîâðåìåí-
íûõ ìåòîäîâ ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü òåîðåìû, äîêàçàííûå ñ ïîìîùüþ
ïðèíöèïà Äèðèõëå. Ìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ïîêàçû-
âàåò, ÷òî, äëÿ áîëüøèíñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â íåðàâåíñòâàõ, ðåçóëüòàòû
îêàçûâàþòÿ ïðàêòè÷åñêè íåóëó÷øàåìûìè.

Ïóñòü
P (f) = anf

n + an−1f
n−1 + . . .+ a1f + a0
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� öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí ñ an ̸= 0, ñòåïåíè degP = n è âûñîòû H = H(P ) =
max16j6n |aj|. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè íå ïðåâîñõîäÿùåé n.

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â ïîëÿõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ, êîìïëåêñíûõ è p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë îäíîâðåìåííî. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, èçó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z,w) ∈ Rk ×Cl ×Qm

p , äëÿ êîòîðûõ îäíîâðå-
ìåííî ìàëû çíà÷åíèÿ |P (xi)|, |P (zj)| è |P (wt)|p. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ðàññìàò-
ðèâàëèñü îòäåëüíî â êàæäîì èç ïîëåé R, C è Qp, è îá ýòèõ ðåçóëüòàòàõ áóäåò
ñêàçàíî ïîçäíåå.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ, ââåäåì íåêîòîðûå
îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü µ1(A1) � ìåðà Ëåáåãà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A1 ⊂ R; ïóñòü
µ2(A2) � ìåðà Ëåáåãà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A2 ⊂ C; ïóñòü µ3(A3) îáîçíà÷à-
åò ìåðó Õààðà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A3 ⊂ Qp. Èñïîëüçóÿ ýòè îïðåäåëåíèÿ,
îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå ìåð µ íà Rk × Cl ×Qm

p , ïîëàãàÿ

µ(A) =
k∏
i=1

µ1(A1,i)
l∏

j=1

µ2(A2,j)
m∏
t=1

µ3(A3,t)

äëÿ ìíîæåñòâà A =
∏k

i=1A1,i ×
∏l

j=1A2,j ×
∏m

t=1A3,t, ãäå A1,i ∈ R, A2,j ∈ C è
A3,t ∈ Qp.

Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè àïïðîêñèìàöèè Ψ0 : R+ → R+ îïðåäåëèì Ln(Ψ0)
êàê ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ R, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

|P (x)| < Ψ0(H(P ))

âûïîëíåíî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ Pn. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï
ÿùèêîâ Äèðèõëå èëè òåîðåìó Ìèíêîâñêîãî î ëèíåéíûõ ôîðìàõ, íåòðóäíî ïî-
êàçàòü, ÷òî äëÿ Ψ0(H) = H−v è v 6 n ìíîæåñòâî Ln(Ψ0) èìååò ïîëíóþ ìåðó
Ëåáåãà. Â [16] áûëî äîêàçàíî, ÷òî µ1(Ln(Ψ0)) = 0 äëÿ Ψ0(H) = H−v è v > 4n,
è ýòîò ðåçóëüòàò Ñïðèíäæóê óëó÷øèë [17], ðåøèâ ïðîáëåìó Ìàëåðà, ïîêàçàâ,
÷òî

µ1(Ln(Ψ0)) = 0 (1)

äëÿ v > n.
Â 1966 Áåéêåð [1] óñèëèë òåîðåìó Ñïðèíäæóêà, äîêàçàâ, ÷òî ìåðó íóëü èìå-

åò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë Ln(Ψ0) äëÿ Ψ0(H) = Ψn(H), ãäå Ψ(H) �
ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

∞∑
H=1

Ψ(H) <∞. (2)

Ýòî î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ Ψ(H) = H−1−ε, ε > 0, ðåçóëüòàò Ñïðèíäæóêà ñëå-
äóåò èç òåîðåìû Áåéêåðà. Â òîæå âðåìÿ, ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Ψ, íàïðèìåð,
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Ψ(H) = H−1 log−1−ϵH, ϵ > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2), è êîòîðûå óáûâà-
þò ìåäëåííåå, ÷åì H−n−ϵ.

Â òîé æå ðàáîòå Áåéêåð ïðåäïîëîæèë, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûé ðå-
çóëüòàò, åñëè ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè âèäàΨ0(H) = H−n+1Ψ(H) â (1), ïîçæå èç-
âåñòíûé êàê ãèïîòåçà Áåéêåðà [1]. Åñëè ïîëîæèòü Ψ(H) = H−1 log−1−ϵH, ϵ > 0,
òî ðàçíèöà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ â òåîðåìå Áåéêåðà è â ãèïîòåçå Áåéêåðà ñòàíîâèòñÿ
î÷åâèäíîé. Ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Áåéêåðà áûëî äàíî Áåðíèêîì [8] (ñëó÷àé
ñõîäèìîñòè) è Áåðåñíåâè÷åì [2] (ñëó÷àé ðàñõîäèìîñòè), ïðèâåäåííîå íèæå.

Òåîðåìà 1 (Áåðíèê [8], Áåðåñíåâè÷ [2]). Äëÿ ëþáîãî n ∈ N è ëþáîãî èí-
òåðâàëà I ⊂ R

µ1(Ln(Ψ0)∩I) =
{

0, åñëè
∑∞

H=1 Ψ(H) <∞ è Ψ(H)− ìîíîòîííàÿ ,
µ1(I), åñëè

∑∞
H=1 Ψ(H) = ∞ è Ψ(H)− ìîíîòîííàÿ .

(3)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëó÷àé n = 1 áûë âïåðâûå îïèñàí Õèí÷èíûì â 1924
(ñì. [14]), êîòîðûé ñôîðìóëèðóåì â íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíîé ñîâðåìåííîé ôîð-
ìóëèðîâêå (ñì. [6]).

Òåîðåìà 2 (Õèí÷èí [14]).

µ1(L1(Ψ) ∩ I) =
{

0, åñëè
∑∞

H=1 Ψ(H) <∞,
µ1(I), åñëè

∑∞
H=1 Ψ(H) = ∞ è Ψ(H)− ìîíîòîííàÿ .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè Ψ, òåîðåìû òèïà Õèí÷èíà
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ áûëè âïîñëåäñòâèè äîêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ êîìïëåêñíîé [9] è
p-àäè÷åñêîé ïåðåìåííûõ [5, 15]. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ òåîðåìû òèïà Õèí÷èíà áûëè ïîëó÷åíû â [12] è [13]. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå
äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé íà íåâûðîæäåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ òåîðåìû òèïà
Õèí÷èíà áûëè äîêàçàíû â [3, 4, 10].

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã ðåçóëüòàòà (3) â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè.
Ïóñòü k, l,m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî S = Rk×Cl×Qm

p .
Çàôèêñèðóåì ïàðàëëåëåïèïåä T = Ik × K l × Dm, ãäå I � èíòåðâàë â R, K �
äèñê â C è D � öèëèíäð â Qp. Ïóñòü v = (v1, v2, v3) è λ = (λ1, λ2, λ3) � âåêòîðû
ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ãäå λi > 0 è vi > 0, òàêèå ÷òî v1 + 2v2 + v3 =
n−k−2l è λ1+2λ2+λ3 = 1. Äàëåå, ïóñòü Ln(v, λ,Ψ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê
(x, z,w) ∈ T, ãäå x = (x1, x2, . . . , xk), z = (z1, z2, . . . , zl), w = (w1, w2, . . . , wm),
äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

max16i6k |P (xi)| 6 H(P )−v1/kΨλ1/k(H(P )),
max16j6l |P (zj)| 6 H(P )−v2/lΨλ2/l(H(P )),

max16t6m |P (wt)|p 6 H(P )−v3/mΨλ3/m(H(P )),
(4)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî ÷èñëà ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ Pn. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



20 Í. Â. ÁÓÄÀÐÈÍÀ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n > k + 2l. Åñëè Ψ � ïîëîæèòåëüíàÿ ìîíîòîííî
óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, òàêàÿ, ÷òî

∑∞
H=1 Ψ(H) <

∞, òîãäà

µ(Ln(v, λ,Ψ)) = 0.

Ðàññìîòðåííàÿ â äàííîé ñòàòüå çàäà÷à ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåä-
øåñòâóþùèõ ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, ðåøåííûõ Ñïðèíäæóêîì, Áåðíèêîì, Áåðåñ-
íåâè÷åì, Ìàðãóëèñîì, Êëåéíáîêîì è Êîâàëåâñêîé. Â çàäà÷àõ, èìè ðåøåííûõ,
ïîêàçàòåëè ñòåïåíè â àïïðîêñèìàöèè áûëè áëèçêè ê ñòåïåíè ðàññìàòðèâàåìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòî ïðèâîäèëî ê òîìó, ÷òî äàæå â íåñêîëüêî ðàñøèðåííûõ èíòåð-
âàëàõ/êðóãàõ/öèëèíäðàõ ìîãëè îêàçàòüñÿ îäèí èëè äâà êîðíÿ, ïîýòîìó îöåíêó
ìåð äîñòàòî÷íî áûëî ïðîâîäèòü ïî ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Â äàííîé çà-
äà÷å èç-çà ïðîèçâîëüíîñòè k, l è m ïðîèñõîäèò ðàçäåëåíèå ïîêàçàòåëåé àïïðîê-
ñèìàöèè íà ìàëûå çíà÷åíèÿ, è òîãäà â ðàñøèðåííûõ îáëàñòÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ
ìíîãî êîðíåé. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè ìåð íàäî ïðèâëåêàòü ïðîèçâîäíûå
âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ïîñêîëüêó îöåíêè ïî ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé ìîãóò
îêàçàòüñÿ õóæå òðèâèàëüíûõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå ëè-
íåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèîôàíòîâûõ íåðàâåíñòâ ïî òèïó àïïðîêñèìàöèè
íóëÿ çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ. Áëàãîäàðÿ
ýòîìó, ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ñîçäàòü ìåòðè÷åñêóþ òåîðèþ äèîôàíòîâûõ ñîâ-
ìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé â ðàçëè÷íûõ ìåòðèêàõ. Òàêæå â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ ìî-
äèôèêàöèÿ ìåòîäà ñóùåñòâåííûõ è íåñóùåñòâåííûõ îáëàñòåé, êîòîðûé øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì õèí÷èíñêîãî òèïà â ñëó÷àå ñõîäèìî-
ñòè.

Ñîäåðæàíèå èññëåäîâàíèé ðàçáèòî íà òðè ðàçäåëà (ðàçäåëû 2�4). Ðàçäåëû
2 è 3 ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ k = l = m = 1. Ðàçäåë 2
ñîäåðæèò íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû è âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, à
â ðàçäåëå 3 äîêàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà. Â ðàçäåëå 4
ïðèâîäèòñÿ ñõåìà ðàññóæäåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Ψλ ìîíîòîííà è ðÿä
∑∞

H=1 Ψ(H) ñõîäèòñÿ, íåòðóä-
íî ïîêàçàòü, ÷òî Ψ(H) < cH−1, ãäå êîíñòàíòà c íå çàâèñèò îò H. Ñëåäîâàòåëüíî,
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé âìåñòî ñèñòåìû (4) áóäåò ðàñ-
ñìîòðåíà áîëåå ñëàáàÿ ñèñòåìà

|P (x)| ≪ H(P )−v1−λ1 ,
|P (z)| ≪ H(P )−v2−λ2 ,
|P (w)|p ≪ H(P )−v3−λ3 .

(5)

Çäåñü è äàëåå A ≪ B îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî
A 6 CB; âûðàæåíèå A ≍ B ýêâèâàëåíòíî A≪ B ≪ A.
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Â îáùåì ñëó÷àå, ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò n, áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç c(n); îáû÷íûå ôîðìàëüíûå ïðàâèëà ïðèìåíèìû òàê, ÷òî c(n)+
c(n) = c(n) è c(n)c(n) = c(n). Åñëè íåîáõîäèìî, òî êîíñòàíòû áóäåì íóìåðîâàòü
cj(n), j = 1, 2, . . ..

2.1 Ñâåäåíèå ê íåïðèâîäèìûì âåäóùèì ìíîãî÷ëåíàì

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ñíà÷àëà áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ëèøü íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû P ∈ Z[x]. Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
íèæåïðèâåäåííîé ëåììû, äîêàçàííîé â [18].

Ëåììà 1. Ïóñòü G(v) � ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z, w), äëÿ êîòîðûõ íåðà-
âåíñòâî

|P (x)||P (z)|2|P (w)|p < H−v, n = degP > 2, H = H(P ),

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â ìíîãî÷ëåíàõ P ∈ Z[x]. Òîãäà äëÿ v > n− 2

µ(G(v)) = 0.

Ïóñòü P = P1P2 � ïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé (4). Ïóñòü
degP1 = d 6 n− 1. Òîãäà, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

|P1(x)||P1(z)|2|P1(w)|p ≪ H(P1)
−n+3Ψ(H(P1)) ≪ H(P1)

−d+1.

Â ñèëó ëåììû 1, ìåðà ìíîæåñòâà (x, z, w), äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (4) èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé â ïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíàõ P , ðàâíà íóëþ.

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî P � íåïðèâîäèìûé ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí, ïî-
ñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå îò íåïðèìèòèâíîãî ê ïðèìèòèâíîìó ìíîãî÷ëåíó ïîëó÷èì
áîëåå ñèëüíîå â ñîâîêóïíîñòè óñëîâèå.

Ìíîãî÷ëåí P íàçûâàåòñÿ âåäóùèì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

H(P ) < c(n)|an|, c(n) > 1,
|an|p > c(n).

(6)

Â ñëåäóþùåé ëåììå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçóÿ ñäâèãè è íàõîäÿ îáðàòíûå
âåëè÷èíû (åñëè íåîáõîäèìî), êàæäûé ìíîãî÷ëåí P ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â
ìíîãî÷ëåí T , óäîâëåòâîðÿþùèé (6). Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî âîç-
ìîæíûõ ñäâèãîâ, òî êàæäàÿ òî÷êà x, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (4) áåñêîíå÷íî
÷àñòî, òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âåäóùèõ
ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ êàæäîãî ñäâèãà. Ïîäîáíîå ñâåäåíèå ê ñïåöèàëüíîãî âèäà ìíî-
ãî÷ëåíàì áûëè ñäåëàíû â [17] îòäåëüíî â êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòðèê.
Ïîñêîëüêó òàêîå ñâåäåíèå îäíîâðåìåííî â íåñêîëüêèõ ìåòðèêàõ íåìíîãî ñëîæ-
íåå, òî ïðèâåäåì åãî íèæå.
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Ëåììà 2. Ïóñòü p1, p2, . . . , pk � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë è
P ∈ Z[x] � ïðèìèòèâíûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü Q(x) = P (x+m) è
T (x) = xnQ( 1

x
). Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m 6 C(n, p1, . . . , pk) òà-

êîå, ÷òî ìíîãî÷ëåí T (x) = bnx
n+. . .+b1x+b0 ∈ Z[x] óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì
|bn| ≫ H(T ), |bn|pi ≫ 1, i = 1, . . . , k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî d âûïîëíÿåòñÿ ñè-
ñòåìà íåðàâåíñòâ

max
16k6n+1

|P (k)|p1 < p−d1 . (7)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n+ 1

inan + in−1an−1 + · · ·+ ia1 + a0 = pd1|θi|p1 , (8)

ãäå θi = pdi1 θ
′
i, di > 1, θi ∈ N è (p1, θ

′
i) = 1. Ïîñêîëüêó P � ïðèìèòèâíûé ìíî-

ãî÷ëåí, òî ñóùåñòâóåò j0, 0 6 j0 6 n, òàêîå, ÷òî |aj0 |p1 = 1. Ðåøèì ñèñòåìó (8)
îòíîñèòåëüíî aj0 , è íàéäåì

aj0 =
∆j0

∆
,

ãäå ∆ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (bij) ðàçìåðà (n + 1) × (n + 1) è bij = ij−1,
1 6 i, j 6 n+ 1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ∆ =

∏n−1
k=0(n− k)!.

Åñëè pr1 äåëèò k!, òî

r 6
[
k

p1

]
+

[
k

p21

]
+ . . . 6 k

∞∑
j=1

p−j1 6 k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∆ ñîäåðæèò ñòåïåíü p1 íå áîëüøóþ, ÷åì nn. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî pd äåëèò ∆j0 , è, ñëåäîâàòåëüíî, p

d−nn
äåëèò aj0 . Åñëè d > nn, òî ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ ôàêòîì, ÷òî |aj0 |p1 = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (7) ïðîòè-
âîðå÷èâî. Ïîýòîìó, ñóùåñòâóåò m0 ∈ {1, . . . , n+ 1} òàêîå, ÷òî |P (m0)|p1 ≫ 1.

Îïðåäåëèì öåëîå ÷èñëî l1 òàê, ÷òî |P (m0)|p1 = p−l11 è âûáåðåì l′1 > l1. Äà-

ëåå ðàññìîòðèì ÷èñëà âèäà r1(m1) = m1p
l′1
1 + m0, 1 6 m1 6 n + 1. ßñíî, ÷òî

|P (r1(m1))|p1 = |P (m0)|p1 ≫ 1. Ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì äëÿ íåðàâåíñòâà
(7), ïðèìåíèì ê ÷èñëàì r1(m1), 1 6 m1 6 n+ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî d, ÷òî |P (r1(m1))|p2 < p−d2 . Ïóñòü ∆′ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (bij),

ãäå bij = (ip
l′1
1 +m0)

j−1, 1 6 i, j 6 n+ 1, òîãäà

∆
′
= (p

l′1
1 )

n(n+1)
2

n−1∏
k=0

(n− k)!.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà m′
1 ∈ {1, . . . , n + 1}, ÷òî

|P (r1(m′
1))|p2 ≫ 1; òî åñòü ñóùåñòâóåò l2, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

|P (r1(m′
1))|p2 = p2

−l2 .
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Îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ âûøåïðèâåäåííûì àëãîðèòìîì; äëÿ l′2 > l2 ðàññìîò-

ðèì ÷èñëà r2(m2) = m2p
l′1
1 p

l′2
2 + m′

1p
l′1
1 + m0, 1 6 m2 6 n + 1. Ïî ïîñòðîåíèþ

ïîëó÷àåì, ÷òî |P (r2(m2))|p1 ≫ 1 è |P (r2(m2))|p2 ≫ 1. Ñëåäóÿ àëãîðèòìó òàê-
æå ïîëó÷àåì, ÷òî |P (r2(m2)|p3 ≫ 1. Ïðîäîëæèì ïðèìåíÿòü ýòîò àëãîðèòì, è
â èòîãå ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà m′

k−1, 1 6 m′
k−1 6 n + 1, ÷òî

|P (rk−1(m
′
k−1))|pi ≫ 1 äëÿ i = 1, . . . , k.

Àíàëîãè÷íî äëÿ àðõèìåäîâîé ìåòðèêè ðàññìîòðèì ÷èñëà

rk(mk) = mkp
l′1
1 · · · pl

′
k
k + . . .+m′

2p
l′1
1 p

l′2
2 +m′

1p
l′1
1 +m0

äëÿ mk = 1, . . . , n+1. Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè n+1 ÷èñåë íàéäåòñÿ ÷èñëî m′
k òàêîå,

÷òî |P (rk(m′
k))| ≫ H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

max
16mk6n+1

|P (rk(mk))| 6 c0H. (9)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c0 > 0 (áóäåò âûáðàíà ïîçäíåå). Ïî-
ñêîëüêó P ∈ Pn(H), òî ñóùåñòâóåò i0, 0 6 i0 6 n, òàêîå, ÷òî |ai0| = H. Ðåøèì
ñèñòåìó (8) îòíîñèòåëüíî ai0 , è ïîëó÷èì, ÷òî P (rk(mk)) = ξjc1H, ãäå |ξj| 6 1,
1 6 j 6 n+ 1, è

ai0 =
∆′′
i0

∆′′ .

Çäåñü ∆′′ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (bij), ãäå

bij = (ipl
′
1 . . . pl

′
k + · · ·+m′

2p
l′1
1 p

l′2
2 +m′

1p
l′1
1 +m0)

j−1, 1 6 i, j 6 n+ 1,

òàêèì îáðàçîì,

∆
′′
= (p

l′1
1 · · · pl

′
k
k )

n(n+1)
2

n−1∏
k=0

(n− k)!.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∆′′
i0
= c0c

′
0H äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c′0 > 0. Âûáåðåì

c0 òàê, ÷òî c0c
′
0 < 1. Òàê êàê |ai0 | = H, òî íåðàâåíñòâî (9) ïðîòèâîðå÷èâî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò m′
k òàêîå, ÷òî |P (rk(m′

k))| ≫ H.
Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû Q(x) = P (x+rk(m

′
k)) = bnx

n+bn−1x
n−1+. . .+b1x+b0,

ãäå b0 = P (rk(m
′
k)), è T (x) = xnQ( 1

x
) = gnx

n + gn−1x
n−1 + . . . + g1x + g0, ãäå

gn = P (rk(m
′
k)). Òîãäà äëÿ âûñîò ìíîãî÷ëåíîâ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

H(T ) ≍ H(Q) ≍ H(P ), è ìíîãî÷ëåí T óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû. 2

2.2 Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû è ðåçóëüòàòû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(H) ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ Pn, äëÿ êîòîðûõ
H(P ) = H. Ïóñòü α1, α2, . . . , αn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà P ∈ Pn(H) â C è γ1, γ2, . . . ,
γn � êîðíè â Q∗

p, ãäå Q∗
p � íàèìåíüøåå ïîëå, ñîäåðæàùåå Qp è âñå àëãåáðàè÷åñêèå

÷èñëà. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñ÷åòíî, òî â ïîëå Q∗
p ìîæíî
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îïðåäåëèòü íîðìèðîâàíèå, ïðîäîëæàþùåå íîðìèðîâàíèå â Qp. Íîðìó r ∈ Q∗
p

îáîçíà÷àåì |r|p.
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (6), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

|αi| ≪ 1, |γi|p ≪ 1, i = 1, . . . , n;

òî åñòü êîðíè îãðàíè÷åíû. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà äëÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P ∈
Pn

S1(αj) = {x ∈ R : |x− αj| = min
16i6n

|x− αi|},

S2(αs) = {z ∈ C : |z − αs| = min
16i6n

|z − αi|},

S3(γk) = {w ∈ Qp : |w − γk|p = min
16i6n

|w − γi|p}.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà S1(αj), S2(αs), S3(γk) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà
j, s, k, è äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî j = 1, αs = β1 è k = 1,
ãäå ìíîæåñòâî êîðíåé β1, β2, ..., βn ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà êîðíåé
α1, α2, ..., αn.

Óïîðÿäî÷èì îñòàëüíûå êîðíè P òàê, ÷òî

|α1 − α2| 6 |α1 − α3| 6 . . . 6 |α1 − αn|,
|β1 − β2| 6 |β1 − β3| 6 . . . 6 |β1 − βn|,
|γ1 − γ2|p 6 |γ1 − γ3|p 6 . . . 6 |γ1 − γn|p.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P ∈ Pn(H) îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ρij (i = 1, 2, 3)
èç ñîîòíîøåíèé

|α1 − αj| = H−ρ1j , 2 6 j 6 n, ρ12 > ρ13... > ρ1n,

|β1 − βj| = H−ρ2j , 2 6 j 6 n, ρ22 > ρ23... > ρ2n,

|γ1 − γj|p = H−ρ3j , 2 6 j 6 n, ρ32 > ρ33... > ρ3n.

Â ñèëó òîãî, ÷òî êîðíè |αj|, |βs|, |γk|p îãðàíè÷åíû, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ ε1 > 1 òàêàÿ, ÷òî ρij > − ϵ1

2
äëÿ i = 1, 2, 3 è 2 6 j 6 n. Âîçüìåì

äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî ε > 0, òàê ÷òî ε1 = εN−1 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N ,
è ïóñòü T = [ε−1

1 ]. Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà kj, lj è mj, 2 6 j 6 n, èç íåðàâåíñòâ

kj − 1

T
6 ρ1j <

kj
T
,

lj − 1

T
6 ρ2j <

lj
T
,

mj − 1

T
6 ρ3j <

mj

T
,

k2 > k3 > ... > kn > 0, l2 > l3 > ... > ln > 0 m2 > m3 > ... > mn > 0.

Äàëåå îïðåäåëèì ÷èñëà qi, ri è si

qi =
ki+1 + . . .+ kn

T
, (1 6 i 6 n− 1)

ri =
li+1 + . . .+ ln

T
, (1 6 i 6 n− 1) (10)

si =
mi+1 + . . .+mn

T
, (1 6 i 6 n− 1).
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Ñ êàæäûì ìíîãî÷ëåíîì P ∈ Pn(H) áóäåì ñâÿçûâàòü òðè öåëî÷èñëåííûõ âåê-
òîðà q = (k2, . . . , kn), r = (l2, . . . , ln) è s = (m2, . . . ,mn). ×èñëî òàêèõ âåêòîðîâ
êîíå÷íî (è çàâèñèò òîëüêî îò n, p è T ), ñì. [17, ëåììà 24, ñòð. 46 è ëåììà 12,
ñòð. 99]. Ìíîãî÷ëåíû P ∈ Pn(H) ñ îäíèì è òåì æå íàáîðîì âåêòîðîâ (q, r, s)
îáúåäèíèì â ïîäìíîæåñòâî Pn(H,q, r, s).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x ∈ S1(α1), z ∈ S2(β1) è w ∈
S3(γ1). Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåì îöåíèâàòü çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ,
÷àñòî èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñâåðõó äëÿ
÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà (è äëÿ äðóãèõ öåëåé) áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùèå äâå ëåììû (äîêàçàííûå â [7] è [15]).

Ëåììà 3. Ïóñòü P ∈ Pn. Òîãäà

|u− α| 6 2n|P (u)||P ′(α)|−1,

|w − γ1|p 6 |P (w)|p|P ′(γ1)|−1
p ,

|u− α| 6 min
26j6n

(
2n−j|P (u)||P ′(α)|−1

j∏
k=2

|α− αk|

) 1
j

,

|w − γ1|p 6 min
26j6n

(
|P (w)|p|P ′(γ1)|−1

p

j∏
k=2

|γ1 − γk|p

) 1
j

ãäå u = x èëè u = z è α = α1 èëè α = β1 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàôèêñèðóåì δ1 > 0. Óäàëèì èç ïàðàëëåëåïèïåäà T ìíîæåñòâî ìàëîé ìåðû
òàê, ÷òîáû â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |Im z| > δ1. Èñïîëüçóÿ
ëåììó 3 ïðè j = n, ïîëó÷àåì, ÷òî |z−β| < H(P )−ν , ãäå ν > 0; ïîñêîëüêó ïðàâàÿ
÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè H(P ) → ∞, òî ñóùåñòâóåò êîðåíü
β òàêîé, ÷òî |Im β| > 1

2
δ1. Â äàííîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò òàêæå ñîïðÿæåííûé

êîðåíü β̄ ìíîãî÷ëåíà P òàêîé, ÷òî |β− β̄| > δ1, è äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî
êîðíÿ α ìíîãî÷ëåíà P ñïðàâåäëèâû îöåíêè |β − α| = |β̄ − α| > 1

2
δ1. Îáúåäèíÿÿ

âûøåñêàçàííîå, ïîëó÷àåì

|Im β| > 1

2
δ1, |Im z| > δ1, |β − β̄| > δ1, |β − α| > 1

2
δ1. (11)

Ëåììà 4. Ïóñòü P ∈ Pn(H,q, r, s). Òîãäà

|P (l)(α1)| < c(n)H1−ql+(n−l)ε1 ,

|P (l)(β1)| < c(n)H1−rl+(n−l)ε1 ,

|P (l)(γ1)|p < c(n)H−sl+(n−l)ε1 ,

ãäå 1 6 l 6 n− 1, è

|P ′(α1)| > H1−q1 , |P ′(β1)| > H1−r1 , |P ′(γ1)|p > H−s1 . (12)
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Â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûå òèïû ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîãî èç òèïîâ
ìíîãî÷ëåíîâ íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ èòîãîâûì íåðàâåíñòâîì
â ñëåäóþùåé ëåììå, äîêàçàííîé â [11].

Ëåììà 5. Ïóñòü P1 è P2 � äâà öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå
âûøå n áåç îáùèõ êîðíåé è max(H(P1), H(P2)) 6 H. Ïóñòü δ > 0 è ηi > 0,
i = 1, 2, 3. Ïóñòü I ⊂ R � èíòåðâàë, K ⊂ C � êðóã è D ⊂ Qp � öèëèíäð,
ãäå µ1(I) = H−η1, diamK = H−η2 è µ3(D) = H−η3. Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
τ1 > −1, τ2 > −1 è τ3 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ (x, z, w) ∈ I × K × D âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

|Pj(x)| < H−τ1 ,

|Pj(z)| < H−τ2 ,

|Pj(w)|p < H−τ3 ,

äëÿ j = 1, 2, òî

τ1+2τ2+τ3+3+2max(τ1+1−η1, 0)+4max(τ2+1−η2, 0)+2max(τ3−η3, 0) < 2n+δ.

Äàëåå ñôîðìóëèðóåì äâà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòà. Ïåðâûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
ìîäèôèêàöèåé ïðèçíàêà Êîøè, âòîðîé èç êîòîðûõ � ëåììà Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.

Ëåììà 6. Ïóñòü Ψ : R+ → R+ � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
ðÿäû

∞∑
h=1

Ψ(h) è
∞∑
k=0

2kΨ(2k)

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî, ÷òî Ψ � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äâîéíîå íåðàâåíñòâî

2k+1Ψ(2k+1) ≪
∑

2k6h<2k+1

Ψ(h) ≪ 2kΨ(2k).

Ñóììèðîâàíèå ïî âñåì k ∈ N ∪ {0} ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óêàçàííûå â ëåììå
ðÿäû ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. 2

Ëåììà 7 (Áîðåëü�Êàíòåëëè). Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, íà êî-
òîðîì îïðåäåëåíà σ-àäèòèâíàÿ ìåðà λ. Ïóñòü (Ek)

∞
k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

λ-èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ Ω. Åñëè
∞∑
k=1

λ(Ek) <∞,

òî ìíîæåñòâî
E = ∩∞

k=1 ∪∞
l=k El = lim sup

k→∞
Ek

èìååò íóëåâóþ λ-ìåðó.
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3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 äëÿ ñëó÷àÿ k = l =

m = 1

Ïîñêîëüêó |αi| ≪ 1 è |γi|p ≪ 1, 1 6 i 6 n, òî èñïîëüçóÿ ëåììó 3 (ïðè
j = n è H 6 H0), ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z, w), óäîâëåòâîðÿþùèõ
(4), ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà T = I ×K ×D, ãäå I = [−c(n), c(n)],
K = {z : |z| 6 c(n)} è D = {w : |w|p ≪ 1}.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ïðè n = 3.

Ëåììà 8. Åñëè
∑∞

H=1 Ψ(H) <∞, òî µ(L3(v, λ,Ψ)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà (4) ïðè n = 3 ïðèìåò âèä

|P (x)| < Ψλ1(H), |P (z)| < Ψλ2(H), |P (w)|p < Ψλ3(H). (13)

Â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâ ñòîÿò âåëè÷èíû, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè H → ∞.
Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ëåììó 3, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè H > H0 ñóùåñòâóþò
äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü α ìíîãî÷ëåíà P , êîìïëåêñíûé êîðåíü β è åãî ñîïðÿ-
æåííûé êîðåíü β̄, áëèçêèå ê x, z è z̄ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (6)
and (11) ìîäóëè ðàçíîñòåé |α−β| = |α−β̄| è |β−β̄| îãðàíè÷åíû ñíèçó âåëè÷èíîé
c(δ1). Ïîýòîìó

min(|P ′(α)|, |P ′(β)|) > c(n, δ1)H(P ).

Ïðè |P ′(γ)|p < c(n, δ1) âîçíèêøàÿ ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà çàäà÷å î
íåðàâåíñòâå |P (w)|p < H−3Ψ(H), êîòîðàÿ ðàññìîòðåíà â [15, 5]. Ïîýòîìó äàëåå
ñ÷èòàåì, ÷òî

|P ′(γ)|p > c(n, δ1), w ∈ S3(γ).

Çàôèêñèðóåì H. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P ∈ P3(H) îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(P ) ìíîæå-
ñòâî òî÷åê (x, z, w) ∈ T ∩ S1(α) × S2(β) × S3(γ), óäîâëåòâîðÿþùèõ (13). Ïóñòü
AH = ∪P∈P3(H)σ(P ). Òîãäà, L3(v, λ,Ψ) � ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ áåñ-
êîíå÷íîìó ÷èñëó ìíîæåñòâ AH . Èñïîëüçóÿ ëåììó 3 è äâà âûøåïðèâåäåííûõ
íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà σ(P ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

µ(σ(P )) < c(n)H−3Ψ(H).

Ñóììèðóÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó ïî òðåì îñòàâøèìñÿ êîýôôèöèåíòàì ìíîãî÷ëåíîâ
P , ïîëó÷àåì µ(AH) 6

∑
P∈P3(H) µ(σ(P )) < c(n)Ψ(H). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó

óñëîâèÿ
∑∞

H=1 Ψ(H) <∞ èìååì

∞∑
H=1

µ(AH) ≪
∞∑
H=1

Ψ(H) <∞,

ïðèìåíåíèå ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè äàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò,
òî åñòü µ(L3(v, λ,Ψ)) = 0. 2
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Íàïîìíèì, ÷òî äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû P ∈
Pn(H), óäîâëåòâîðÿþùèå (6), è n > 4. Ìíîãî÷ëåí P ∈ Pn(H,q, r, s) áóäåì
íàçûâàòü (i1, i2, i3)�ëèíåéíûì è ij = 0, j = 1, 2, 3, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ

q1 + k2T
−1 < v1 + λ1 + 1,

r1 + l2T
−1 < v2 + λ2 + 1, (14)

s1 +m2T
−1 < v3 + λ3,

è ij = 1, j = 1, 2, 3, åñëè âñå çíàêè íåðàâåíñòâ â (14) çàìåíÿþòñÿ íà>. Íàïðèìåð,
(0, 1, 1)�ëèíåéíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (14) â ïåðâîì íåðàâåí-
ñòâå çíàê ñîõðàíÿåòñÿ, à âî âòîðîì è òðåòüåì � çàìåíÿåòñÿ íà >. Ïóñòü P(i1,i2,i3)

n

, ij = 0, 1, j = 1, 2, 3, îáîçíà÷àåò êëàññ (i1, i2, i3)�ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ Pn.
Åñëè (x, z, w) ∈ Ln(v, λ,Ψ), òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ
ïî êðàéíå ìåðå îäíîãî èç âîñüìè òèïà ëèíåéíîñòè. Ïóñòü L(i1,i2,i3)

n (v, λ,Ψ) îáî-
çíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z, w) ∈ T, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (4)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P(i1,i2,i3)

n . Î÷åâèäíî, ÷òî
Ln(v, λ,Ψ) = ∪i1,i2,i3=0,1L

(i1,i2,i3)
n (v, λ,Ψ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî L(i1,i2,i3)
n (v, λ,Ψ) èìååò íóëåâóþ ìåðó.

Âåëè÷èíû

d1 = q1 + 2r1 + s1 è d2 = (k2 + 2l2 +m2)T
−1

áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðîå ðàçáèâà-
åòñÿ íà ðÿä ïðåäëîæåíèé ñ ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè ëèíåéíîñòè è ðàçëè÷íûìè
äèàïàçîíàìè çíà÷åíèé âåëè÷èíû d1 + d2.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì (0, 0, 0)-ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû.
Ñëó÷àé 1: (0, 0, 0)-ëèíåéíîñòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà µ(L(0,0,0)
n (v, λ,Ψ)) = 0 ðàññìîòðèì ÷åòûðå ïîäñëó÷àÿ,

êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû d1 + d2. Åñ-
ëè (x, z, w) ∈ L

(0,0,0)
n (v, λ,Ψ), òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ìíîãî÷ëåíîâ P ∈

P(0,0,0)
n , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (4) è îäíîìó èç óñëîâèé äëÿ d1 +

d2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P(0,0,0)

n , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
(4) è êàæäîìó äèàïàçîíó çíà÷åíèé âåëè÷èíû d1 + d2, èìååò ìåðó íóëü, òî ìû
äîêàæåì, ÷òî µ(L(0,0,0)

n (v, λ,Ψ)) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü
∑∞

H=1 Ψ(H) < ∞. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z, w) ∈
T, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P (0,0,0)
n , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ d1 + d2 > n + ε, èìååò

ìåðó íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ∈ P(0,0,0)
n , 2t 6 H(P ) < 2t+1 è d1 + d2 > n+ ε.

Êëàññ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ P îáîçíà÷èì P t
1. Ïóñòü σ(P ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
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òî÷åê u = (x, z, w) ∈ T∩ S1(α1)× S2(β1)× S3(γ1), óäîâëåòâîðÿþùèõ (5). Â ñèëó
(12) è ëåììû 3 êàæäàÿ òî÷êà u ∈ σ(P ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

|x− α1| ≪ 2−t(v1+λ1+1−q1),

|z − β1| ≪ 2−t(v2+λ2+1−r1), (15)

|w − γ1|p ≪ 2−t(v3+λ3−s1).

Ïóñòü At = ∪P∈Pt
1
σ(P ). Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì â

ïðåäëîæåíèè 1, åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó At.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Áîðåëÿ-Êàíòåëëè, íàì íóæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî

∑∞
t=1 µ(At) <∞.

Ïîäåëèì ïåðâîíà÷àëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä T íà ïàðàëëåëåïèïåäûM = IM×
KM ×DM òàêèå, ÷òî

µ1(IM) = 2−tk2T
−1

, diam(KM) = 2−tl2T
−1

, µ3(DM) = 2−tm2T−1

. (16)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí P ïðèíàäëåæèò ïàðàëëåëåïèïåäóM , åñëè íàé-
äåòñÿ òî÷êà u ∈ M , â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (5). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî P ïðèíàäëåæèò M . Äàëåå ðàçëîæèì P ∈ P t

1 íà M â ðÿä Òåéëîðà ïî
êàæäîé êîîðäèíàòå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P (α1) = P (β1) = P (γ1) = 0 è

P (t) =
n∑
j=1

(j!)−1P (j)(ζ1)(t− ζ1)
j

äëÿ t = x, z, w è ζ1 = α1, β1, γ1 ñîîòâåòñâåííî, îöåíèì ñâåðõó çíà÷åíèÿ |P (x)|,
|P (z)| è |P (w)|p. Íàïðèìåð, îöåíèì |P (z)|. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè íåðà-
âåíñòâàìè

rj+ jl2T
−1 = rj+ l2T

−1+(j−1)l2T
−1 > rj+ l2T

−1+(l2+ . . .+ lj)T
−1 = r1+ l2T

−1,

êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç (10). Äàëåå, èñïîëüçóÿ (16) è ëåììó 4,
ïîëó÷àåì

|P ′(β1)||z − β1| ≪ 2t(1−r1+(n−1)ε1−l2T−1) ≪ 2−t(r1+l2T
−1−1−(n−1)ε1)

è

|P (j)(β1)||z − β1|j ≪ 2t(1−rj+(n−j)ε1−jl2T−1) ≪ 2−t(r1+l2T
−1−1−(n−1)ε1), 2 < j 6 n.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |P (z)| ≪ 2−t(r1+l2T
−1−1−(n−1)ε1) äëÿ ëþ-

áîé òî÷êè z ∈ KM . Íåòðóäíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ |P (x)| è |P (w)|p.
Òîãäà ìû èìååì

|P (x)| ≪ 2−t(q1+k2T
−1−1−(n−1)ε1),

|P (z)| ≪ 2−t(r1+l2T
−1−1−(n−1)ε1), (17)

|P (w)|p ≪ 2−t(s1+m2T−1−(n−1)ε1)
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äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, z, w) ∈M .
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåäû M , êîòîðûì ïðèíàäëåæèò äâà è áî-

ëåå ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòè ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû, èìåþò âûñîòó, íå ïðåâîñõî-
äÿùóþ 2t+1, è èõ ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò n. Äëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ íà M âû-
ïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (17). Èñïîëüçóÿ ëåììó 5 äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ
ìíîãî÷ëåíîâ P1 è P2, ãäå

τ1 = q1 + k2T
−1 − 1− (n− 1)ε1, η1 = k2T

−1,

τ2 = r1 + l2T
−1 − 1− (n− 1)ε1, η2 = l2T

−1,

τ3 = s1 +m2T
−1 − (n− 1)ε1, η3 = m2T

−1,

ïîëó÷àåì, ÷òî

3q1 + k2T
−1 + 6r1 + 2l2T

−1 + 3s1 +m2T
−1 − 12(n− 1)ε1 < 2n+ δ.

Ïîñêîëüêó q1 > k2T
−1, 2r1 > 2l2T

−1 è s1 > m2T
−1, ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî

ïðèíèìàåò âèä
2(d1 + d2)− 12(n− 1)ε1 < 2n+ δ.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñëà δ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èâî ââèäó
óñëîâèÿ äëÿ d1 + d2 â ïðåäëîæåíèè 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåäû M , êîòîðûì ïðèíàäëåæèò íå áîëåå
îäíîãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ P t

1. ×èñëî òàêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è
÷èñëî ìíîãî÷ëåíîâ íå áîëåå ÷åì c(n)2t(k2+2l2+m2)T−1

= c(n)2td2 . Èñïîëüçóÿ íåðà-
âåíñòâà (15), ïîëó÷àåì

µ(At) ≪ 2−t(v1+2v2+v3+λ1+2λ2+λ3+3−d1−d2) ≪ 2−t(n+1−d1−d2).

Èç (14) ñëåäóåò, ÷òî d1 + d2 < n + 1 è
∑∞

t=1 µ(At) ≪
∑∞

t=1 2
−t(n+1−d1−d2) < ∞,

ïðèìåíÿÿ ëåììó Áîðåëÿ-Êàíòåëëè, ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ
1.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü
∑∞

H=1 Ψ(H) < ∞. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z, w) ∈
T, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P(0,0,0)
n , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ d1 + d2 < ε, èìååò ìåðó

íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ∈ P(0,0,0)
n , 2t 6 H(P ) < 2t+1 è d1 + d2 < ε.

Êëàññ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ P îáîçíà÷èì P t
2. Â ñèëó òîãî, ÷òî d1+d2 < ε, ñëåäóåò,

÷òî q1 < ε, r1 < ε è s1 < ε. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P îïðåäåëèì ìíîæåñòâî σ2(P ),
ñîñòîÿùåå èç òî÷åê (x, z, w) ∈ T ∩ S1(α1) × S2(β1) × S3(γ1), óäîâëåòâîðÿþùèõ
(4). Ñîãëàñíî ëåììå 3, êàæäàÿ òî÷êà â σ2(P ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

|x− α1| ≪ 2−tv1Ψλ1(2t)|P ′(α1)|−1,

|z − β1| ≪ 2−tv2Ψλ2(2t)|P ′(β1)|−1, (18)

|w − γ1|p ≪ 2−tv3Ψλ3(2t)|P ′(γ1)|−1
p .
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Ïóñòü At = ∪P∈Pt
2
σ2(P ). Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

ïðåäëîæåíèÿ 2, åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó At.
Àíàëîãè÷íî, êàê è â ïðåäëîæåíèè 1, íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî

∑∞
t=1 µ(At) <∞,

è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.
Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà t îïðåäåëèì ïàðàëëåëåïèïåä σ3(P ) êàê ìíî-

æåñòâî òî÷åê (x, z, w) ∈ T∩S1(α1)×S2(β1)×S3(γ1), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâàì

|x− α1| < c1(n)|P ′(α1)|−1,

|z − β1| < c1(n)|P ′(β1)|−1,

|w − γ1|p < c1(n)|P ′(γ1)|−1
p ,

ñîäåðæàùèé σ2(P ). Çíà÷åíèå âåëè÷èíû c1(n) áóäåò ïðèâåäåíî ïîçäíåå.
Çàôèêñèðóåì âåêòîð b = (a3, a4, . . . , an), ãäå aj � j-ûé êîýôôèöèåíò P ∈ P t

2.
Ïîäìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ èç P t ñ îäíèì è òåì æå âåêòîðîì b îáîçíà÷èì P t

2,b.
Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåíû èç P t

2,b íà σ3(P ) â ðÿä Òåéëîðà è îöåíèì ñâåðõó çíà÷åíèÿ
|P (x)|, |P (z)| è |P (w)|p. Ïðîäåëàåì ýòî òîëüêî äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.
Èñïîëüçóÿ ëåììó 4 è ôàêò, ÷òî qj 6 q1 < ε äëÿ j > 2, ïîëó÷àåì

|P ′(α1)||x− α1| < c1(n)c(n),

è

|P (j)(α1)||x− α1|j < 2t(1−qj+(n−j)ε1−j+jq1)c1(n)c(n) < c1(n)c(n), 2 6 j 6 n.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè äëÿ |P (z)| è |P (w)|p, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

|P (x)| < c1(n)c(n),

|P (z)| < c1(n)c(n),

|P (w)|p < c1(n)c(n).

Ïîêàæåì, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåäû σ3(P1) è σ3(P2), ãäå P1, P2 ∈ P t
2,b, P1 ̸= P2, íå

ïåðåñåêàþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè c1(n). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
òî åñòü

σ3(P1, P2) = σ3(P1) ∩ σ3(P2) ̸= ∅.
Ïóñòü R(f) = P1(f)− P2(f), òî åñòü R � ìíîãî÷ëåí âèäà R(f) = b2f

2 + b1f + b0,
|bi| 6 2t+2, i = 0, 1, 2. ßñíî, ÷òî

max(|R(x)|, |R(z)|) < c1(n)c(n).

Ïîñëåäíþþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ ïåðåïèøåì â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé

b2x
2 + b1x+ b0 = θ1(x)c1(n)c(n),

b2z
2 + b1z + b0 = θ2(z)c1(n)c(n), (19)

b2z̄
2 + b1z̄ + b0 = θ2(z)c1(n)c(n),
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ãäå |θk| 6 1, k = 1, 2. Îïðåäåëèòåëü ∆ ïðåäûäóùåé ñèñòåìû ðàâåí ∆ = 2z2(z
2
2 +

(x−z1)2)i, ãäå z = z1+iz2 è z̄ = z1−iz2. Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî |∆| > 2δ31. Ðàçðåøèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé (19) îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ bj ̸= 0, 0 6
j 6 2. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî 1 6 |bj| < c1(n)c(n)δ

−3
1 , êîòîðîå ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëîì c1(n) = c1(n, δ1) ïðîòèâîðå÷èâî. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàëëåëåïèïåäû σ3(P1)
è σ3(P2) íå ïåðåñåêàþòñÿ è ∑

P∈P t
2,b

µ(σ3(P )) 6 µ(T ).

Èç îïðåäåëåíèÿ σ2(P ) è σ3(P ) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

µ(σ2(P )) < c1(n)
−4c(n)4µ(σ3(P ))2

−t(v1+2v2+v3)Ψλ1+2λ2+λ3(2t) ≪
≪ µ(σ3(P ))2

−t(n−3)Ψ(2t).

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ P t
2,b íå ïðåâîñõîäèò c(n)2t(n−2), òî èñ-

ïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå äâà íåðàâåíñòâà è ëåììó 6, ïîëó÷àåì

∞∑
t=0

µ(At) 6
∞∑
t=0

∑
b

∑
P∈P t

2,b

µ(σ2(P )) <
∞∑
t=0

∑
b

∑
P∈P t

2,b

µ(σ3(P ))2
−t(n−3)Ψ(2t)

≪
∞∑
t=0

2tΨ(2t)µ(T ) <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ëåììó Áîðåëÿ-Êàíòåëëè, ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü
∑∞

H=1 Ψ(H) < ∞. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z, w) ∈
T, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P(0,0,0)
n , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ε 6 d1 + d2 < 4− ε, èìååò

ìåðó íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ∈ P(0,0,0)
n , 2t 6 H(P ) < 2t+1 è ε 6 d1+d2 < 4−ε.

Êëàññ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ P îáîçíà÷èì P t
3. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P ∈ P t

3 îïðåäåëèì
σ2(P ) êàê è â ïðåäëîæåíèè 2, è ïóñòü At =

∪
P∈Pt

3
σ2(P ). Êàê è ðàíåå, ìíîæåñòâî

òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 3, åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðè-
íàäëåæàùèõ áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó At. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî

∑∞
t=1 µ(At) < ∞

è çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.
Âûáåðåì ÷èñëà V1, V2 è V3, òàêèå, ÷òî V1 + 2V2 + V3 = 1 è

q1 + k2T
−1 + (n− 1)ε1 < V1 + 1 < v1 + λ1 + 1,

r1 + l2T
−1 + (n− 1)ε1 < V2 + 1 < v2 + λ2 + 1, (20)

s1 +m2T
−1 + (n− 1)ε1 < V3 < v3 + λ3.
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Òàêîé âûáîð âîçìîæåí â ñèëó ñëåäóþùåãî. Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (20) çàäàåò ïà-
ðàëëåëåïèïåä. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ïëîñêîñòÿìè, çàäà-
âàåìûìè óðàâíåíèÿìè V1 + 2V2 + V3 = k, ãäå k � èçìåíÿþùèéñÿ ïàðàìåòð. Â
"âåðõíåé ïðàâîé"âåðøèíå ïàðàëëåëåïèïåäà èìååì V1 + 2V2 + V3 = n− 2 > 1. Â
�íèæíåé ëåâîé� âåðøèíå ïàðàëëåëåïèïåäà ïîëó÷àåì

V1 + 2V2 + V3 = q1 + 2r1 + s2 + (k2 + 2l2 +m2)T
−1 + 4(n− 1)ε1 − 3

= d1 + d2 + 4(n− 1)ε1 − 3 < 1− ε/2

òàê êàê d1 + d2 < 4 − ε. Òàêèì îáðàçîì, ïî íåïðåðûâíîñòè, ïëîñêîñòü V1 +
2V2 + V3 = 1 ïåðåñåêàåò ïàðàëëåëåïèïåä, è ìû ìîæåì âûáðàòü ÷èñëà V1, V2, V3,
ïðèíàäëåæàùèå ïåðåñå÷åíèþ.

Îïðåäåëèì ïàðàëëåëåïèïåä σ4(P ) êàê ìíîæåñòâî òî÷åê

(x, z, w) ∈ T ∩ S1(α1)× S2(β1)× S3(γ1),

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì

|x− α1| < 2−tV1 |P ′(α1)|−1,

|z − β1| < 2−tV2 |P ′(β1)|−1, (21)

|w − γ1|p < 2−tV3 |P ′(γ1)|−1
p .

Î÷åâèäíî, σ2(P ) ⊂ σ4(P ). Ñíîâà ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí P íà σ4(P ) â ðÿä Òåéëîðà
è îöåíèì êàæäûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñâåðõó. Ïðîäåëàåì ýòî äëÿ êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé. Èñïîëüçóÿ (10), (20), (21), ëåììó 3 è ëåììó 4, ïîëó÷àåì

|P ′(β1)||z − β1| ≪ 2−tV2 ,

|P ′′(β1)||z − β1|2 ≪ 2t(1−r2+(n−2)ε1−2V2−2+2r1) ≪
≪ 2t(r1+l2T

−1+(n−2)ε1−2V2−1) ≪ 2−tV2 ,

|P (j)(β1)||z − β1|(j) ≪ 2t(1−rj+(n−j)ε1−jV2−j+jr1) ≪ 2−tV2 , 3 6 j 6 n.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè äëÿ |P (x)| è |P (w)|p, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå
íåðàâåíñòâ

|P (x)| ≪ 2−tV1 ,

|P (z)| ≪ 2−tV2 , (22)

|P (w)|p ≪ 2−tV3 .

Äàëåå îöåíèì P ′(x) =
∑n

i=1(i!)
−1P (i)(α1)(x− α1)

i−1 íà σ4(P ). Êàê è ðàíåå, ðàñ-
ñìîòðèì îòäåëüíî êàæäûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ ëåììó 3, ëåììó 4, (10)
è (20). Òîãäà ïîëó÷àåì

|P ′(α1)| ≪ 2−t(1−q1+(n−1)ε1),

|P (i)(α1)||x− α1|i−1 ≪ 2t(1−qi+(n−i)ε1−(i−1)V1−(i−1)(1−q1))

≪ 2t(1−q1+(n−1)ε1), 2 6 i 6 n.
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Èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ è àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ P ′(z) íà σ4(P ) ïîëó-
÷àåì

|P ′(x)| ≪ 2t(1−q1+(n−1)ε1),

|P ′(z)| ≪ 2t(1−r1+(n−1)ε1). (23)

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî îáà íåðàâåíñòâà q1 < ε/2 è r1 < ε/2, òî äî-
êàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ êàê â ïðåäëîæåíèè 2. Ïîýòîìó äàëåå â ïðåäëîæåíèè
3 ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî max(q1, r1) > ε/2. Ïóñòü ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà q1,
òîãäà äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì ïðåäïîëîæåíèÿ 3 èìååì q1 > ε/2. Çàôèêñèðó-
åì âåêòîð d = (a4, a5, . . . , an), |aj| 6 2t+1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç P t

3,d ïîäìíîæåñòâî
ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P t

3 ñ îäíèì è òåì æå âåêòîðîì d. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü
ìåòîä ñóùåñòâåííûõ è íåñóùåñòâåííûõ îáëàñòåé Ñïðèíäæóêà (ñì. [17]). Ïàðàë-
ëåëåïèïåä σ4(P1) íàçîâåì ñóùåñòâåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ìíîãî÷ëåíà
P2 ∈ P t

3,d, P2 ̸= P1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

µ(σ4(P1) ∩ σ4(P2)) <
1

2
µ(σ4(P1)).

Åñëè æå ñóùåñòâóåò P2 ∈ P t
3,d, P2 ̸= P1, òàêîé, ÷òî

µ(σ4(P1) ∩ σ4(P2)) >
1

2
µ(σ4(P1)),

òî ïàðàëëåëåïèïåä σ4(P1) áóäåì íàçûâàòü íåñóùåñòâåííûì. Åñëè u ïðèíàä-
ëåæèò áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ïàðàëëåëåïèïåäîâ σ2(P ), òî u ïðèíàäëåæèò áåñ-
êîíå÷íîìó ÷èñëó ñóùåñòâåííûõ èëè íåñóùåñòâåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ σ4(P ).
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P t

3,d, äëÿ êîòîðûõ σ4(P ) ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííûì, ÷åðåç E t3,d, è ìíîæåñòâî P ∈ P t

3,d, äëÿ êîòîðûõ σ4(P ) ÿâëÿåòñÿ
íåñóùåñòâåííûì, ÷åðåç It3,d.

Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî P ∈ E t3,d. Òîãäà èìååì
∑

P1∈Et
3,d
µ(σ4(P1)) ≪

µ(T ). Èç (18) è (21) ïîëó÷àåì

µ(σ2(P1)) ≪ µ(σ4(P1))2
t(−v1−2v2−v3+V1+2V2+V3)Ψ(2t) = µ(σ4(P1))2

t(−n+4)Ψ(2t).

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ëåììó 6 è ôàêò, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñîâ P t

3,d íå ïðåâîñõîäèò c(n)2
t(n−3), ïîëó÷àåì

∞∑
t=1

∑
d

∑
P1∈Et

3,d

µ(σ2(P1)) ≪
∞∑
t=1

2tΨ(2t)µ(T ) <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå Áîðåëÿ-Êàíòåëëè ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëå-
æàùèõ áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ïàðàëëåëåïèïåäîâ σ2(P ), P ∈ E t3,d, èìååò ìåðó íóëü.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî P ∈ It3,d, òî åñòü ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P̃ ∈ P t
3,d

òàêîé, ÷òî

σ4(P, P̃ ) = σ4(P ) ∩ σ4(P̃ ), è µ(σ4(P, P̃ )) >
1

2
µ(σ4(P )).
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Ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (22) è (23) âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî íà σ4(P, P̃ ) äëÿ P
è P̃ . Ïîýòîìó, åñëè R(f) = P̃ (f) − P (f) = b3f

3 + b2f
2 + b1f + b0, òî ìíîãî÷ëåí

R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

|R(x)| ≪ 2−tV1 ,

|R(z)| ≪ 2−tV2 ,

|R(w)|p ≪ 2−tV3 , (24)

|R′(x)| ≪ 2t(1−q1+(n−1)ε1),

|R′(z)| ≪ 2t(1−r1+(n−1)ε1),

ãäå q1 > ε/2. Åñëè θ1, θ2 è θ3 � êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà R, òî

R(f) = b3(f − θ1)(f − θ2)(f − θ3),

è
R′(θ1) = b3(θ1 − θ2)(θ1 − θ3).

Èç (24) ñëåäóåò, ÷òî îäèí èç êîðíåé îáÿçàòåëüíî äåéñòâèòåëüíûé, à äâà äðóãèõ
� êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå. Ïóñòü θ1 ∈ R, θ3 = θ̄2, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |b3| ≍
H(R) (åñëè íåîáõîäèìî âîñïîëüçóåìñÿ ñâåäåíèåì ê âåäóùèì ìíîãî÷ëåíàì êàê
â ðàçäåëå 2.1). Â ñèëó (11) âåëè÷èíà |θ1 − θ2| íå ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíè θ1, θ2, è θ̄2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó |θ1−θ2| = |θ1−θ̄2| >
c2(δ1) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c2(δ1), è

|R′(θ1)| > c2(δ1)H(R).

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ (24) è ëåììó 3, ïîëó÷àåì

|x− θ1| ≪ 2−tV1H−1(R)

äëÿ x ∈ σ4(P1, P2). Â ñèëó (21) íåðàâåíñòâî |R(x)| ≪ 2−tV1 âûïîëíÿåòñÿ íà
èíòåðâàëå äëèíû c(n)2−tV1 |P ′(α1)|−1.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ëåììó 4, èìååì 2−tV1H−1(R) ≫ 2−t(V1+1−q1+(n−1)ϵ1) èH(R) <
2t(1−q1+(n−1)ϵ1). Ïåðåéäåì îò âåëè÷èíû 2t ê âûñîòå H(R) â (24) è ïîëó÷èì, ÷òî
|R(x)||R(z)|2|R(w)|p ≪ H(R)−1/(1−q1+(n−1)ϵ1) ≪ H(R)−v, ãäå v > 1, ïîñêîëüêó
q1 > ε/2 è âûáåðåì ϵ1 <

ϵ
2(n−1)

. Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ ïðèìåíåíèåì ëåì-
ìû 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê u, ïðèíàäëåæàùèõ áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó
íåñóùåñòâåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, èìååò ìåðó íóëü. Âìåñòå ñ ðåçóëüòàòîì äëÿ
ñóùåñòâåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ
3.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü
∑∞

H=1 Ψ(H) < ∞. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z, w) ∈
T, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P(0,0,0)
n , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

4− ε 6 d1 + d2 6 n+ ε, (25)

èìååò ìåðó íóëü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ëèíåéíîñòè. Ïåðåéäåì îò ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (4) ê ñèñòåìå
íåðàâåíñòâ (5), è áóäåì ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1 äî ñèñòåìû
(17) âêëþ÷èòåëüíî. Ïóñòü P ∈ P(0,0,0)

n , 2t 6 H(P ) < 2t+1 è 4−ε 6 d1+d2 6 n+ε.
Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî P t

4. Ïóñòü At = ∪P∈Pt
4
σ(P ), ãäå σ(P ) îïðåäåëåí â (15).

Ïóñòü u = n + 1 − d1 − d2 è çàôèêñèðóåì θ = u − ε2, ãäå ε2 > 0 � äîñòà-
òî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2tθ ìíîãî÷ëåíîâ,
ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó ïàðàëëåëåïèïåäó M . Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 3, ìåðà
ìíîæåñòâà At íå ïðåâîñõîäèò ìåðû ïàðàëëåëåïèïåäà σ(P ), óìíîæåííîé íà ÷èñ-
ëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ M è 2tθ, òî åñòü

µ(At) ≪ 2−t(v1+2v2+v3+λ1+2λ2+λ3+3−d1−d2−θ) ≪ 2−t(n+1−d1−d2−θ) ≪ 2−tε2 .

Ïîýòîìó
∑∞

t=1 µ(At) ≪
∑∞

t=1 2
−t(n+1−d1−d2−θ) < ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà ìíîæå-

ñòâà òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ìíîæåñòâ At, èìååò ìåðó íóëü
ñîãëàñíî ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëåïèïåä M ñîäåðæàùèé íå
ìåíåå 2tθ ìíîãî÷ëåíîâ. Èç (25) ñëåäóåò, ÷òî 1 − ε 6 u 6 n − 3 + ε. Ïóñòü
u1 = u − d, ãäå d = 0.23. Çàïèøåì u1 â âèäå ñóììû öåëîé è äðîáíîé ÷àñòè
[u1] + {u1} è âû÷èñëèì

n− [u1] = d1 + d2 − 1 + {u1}+ d > 3. (26)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ÿùèêîâ Äèðèõëå, ñóùåñòâóåò k > c(n)2t(d+{u1}−ε2) ìíîãî÷ëå-
íîâ P1, . . . , Pk ñðåäè 2tθ ìíîãî÷ëåíîâ, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ïðè xn, xn−1, . . . ,
xn−[u1]+1 ñîâïàäàþò. Ðàññìîòðèì k − 1 ìíîãî÷ëåíîâ Rj(f) = Pj(f) − P1(f),
2 6 j 6 k. Ñîãëàñíî (17), èìååì

|Rj(x)| ≪ 2t(1−q1−k2T
−1+(n−1)ε1),

|Rj(z)| ≪ 2t(1−r1−l2T
−1+(n−1)ε1), (27)

|Rj(w)|p ≪ 2t(−s1−m2T−1+(n−1)ε1),

ãäå 2 6 j 6 k, degRj 6 n − [u1] è H(R) 6 2t+2. Òåïåðü ìíîãî÷ëåíû Rj(f) =
bn−[u1]f

n−[u1] + · · · + b1f + b0 ïîäåëèì íà êëàññû. Ïîäåëèì çíà÷åíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ bn−[u1], . . . , b1 ìíîãî÷ëåíîâ Rj(f) íà èíòåðâàëû äëèíû 2t(1−h1), ãäå h1 =
{u1}(n−[u1])

−1. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò 2th1 èíòåðâàëîâ äëÿ êàæäîãî êîýôôèöèåí-
òà. Ñíîâà âîñïîëüçóåñÿ ïðèíöèïîì ÿùèêîâ Äèðèõëå è ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò
m > 2t(d−ε2) ìíîãî÷ëåíîâ Rj â êàæäîì òàêîì èíòåðâàëå. Çàíóìåðóåì ìíîãî-
÷ëåíû R1, . . . , Rm. Ñíîâà ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ è îïðåäåëèì
ìíîãî÷ëåíû Si(f) = Ri+1(f)−R1(f), óäîâëåòâîðÿþùèå

|Si(x)| ≪ 2t(1−q1−k2T
−1+(n−1)ε1),

|Si(z)| ≪ 2t(1−r1−l2T
−1+(n−1)ε1), (28)

|Si(w)|p ≪ 2t(−s1−m2T−1+(n−1)ε1),
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ãäå 1 6 i 6 m − 1, degSi 6 n − [u1], H(Si) ≪ 2t(1−h1). Êîýôôèöèåíò b′0(Si)
ïðèìåò ìàëûå çíà÷åíèÿ ≪ 2t(1−h1) àâòîìàòè÷åñêè èç-çà ìàëîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé
â ñèñòåìå (28).

Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ìíîãî÷ëåíû Si, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òðè òè-
ïà ìíîãî÷ëåíîâ Si. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé àðãóìåíò áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 6 è ïðåäëîæåíèÿ 7.
Ñëó÷àé À. Âñå ìíîãî÷ëåíû Si èìåþò âèä i1S0, i2S0, . . . , im−1S0 äëÿ íåêîòîðî-
ãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà S0. Òîãäà i′ = max16j6m−1 |ij| ≫ 2t(d−ε2) è âû-
ïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (28) äëÿ i′S0, ãäå H(S0) ≪ 2t(1−h1−d+ε2). Èç (28)
ïîëó÷àåì

|S0(x)||S0(z)|2|S0(w)|p ≪ 2t(3−d1−d2−3d+4(n−1)ε1). (29)

Èç (25) è (26) èìååì

d1 + d2 − 3 + 3d− 4(n− 1)ε1 > (n− [u1]− 2)(1− h1 − d+ ε2).

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 1 ìíîæåñòâî òî÷åê u, óäîâëåòâîðÿþùèõ (28)
äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ S, èìååò ìåðó íóëü.
Ñëó÷àé Á. Îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ Si, 1 6 i 6 m − 1 (ñêàæåì, S1), ÿâëÿåòñÿ
ïðèâîäèìûì, òî åñòü S1 = S

(1)
1 S

(2)
1 . Èç ñèñòåìû (28), ïîëó÷àåì

|S1(x)||S1(z)|2|S1(w)|p ≪ 2t(3−d1−d2+4(n−1)ε1).

Çàìåòèì, ÷òî H(S1) ≍ H(S
(1)
1 )H(S

(2)
1 ). Òîãäà äëÿ îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ S(1)

1

èëè S(2)
2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|S(i)
1 (x)||S(i)

1 (z)|2|S(i)
1 (w)|p ≪ H(S

(i)
1 )3−d1−d2+4(n−1)ε1

è degS
(i)
1 (f) 6 n− [u1]− 1. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî

d1 + d2 − 3− 4(n− 1)ε1 > (n− [u1]− 3)(1− h1) (30)

ñïðàâåäëèâî äëÿ d = 0.23 è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñëà ε, ε1. Ñíîâà âîñïîëüçó-
åìñÿ ëåììîé 1 è ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ (28) äëÿ
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ S, èìååò ìåðó íóëü.
Ñëó÷àé Â. Âñå ìíîãî÷ëåíû Si ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè è ïî êðàéíåé ìåðå
äâà èç íèõ, íàïðèìåð, S1 è S2, íå èìåþò îáùèõ êîðíåé. Íàøà öåëü â äàííîì
ñëó÷àå � ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 5. Ïóñòü h = 1 − h1, ïåðåéäåì ê
âûñîòå ìíîãî÷ëåíîâ Si â (28) è (16) è îïðåäåëèì

τ1 = (q1 + k2T
−1 − 1− (n− 1)ε1)h

−1, η1 = k2T
−1h−1,

τ2 = (r1 + l2T
−1 − 1− (n− 1)ε1)h

−1, η2 = l2T
−1h−1,

τ3 = (s1 +m2T
−1 − (n− 1)ε1)h

−1, η3 = m2T
−1h−1.

Ñîãëàñíî ëåììå 5, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

3q1 + k2T
−1 + 6r1 + 2l2T

−1 + 3s1 +m2T
−1 − 12(n− 1)ε1 − 9h1 < 2(n− [u1])h+ δ.
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Ïîñêîëüêó q1 > k2T
−1, 2r1 > 2l2T

−1 è s1 > m2T
−1, òî èñïîëüçóÿ (26), ïîëó÷àåì

2(d1 + d2)− 12(n− 1)ε1 −
9{u1}
n− [u1]

< 2(d1 + d2)− 2 + 2d+ δ.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èâî ïðè d = 0.23, n−[u1] > 6 è äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ δ è ε1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z, w), äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâà
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Si, óäîâëåòâîðÿþùèõ
n− [u1] > 6, èìååò ìåðó íóëü.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðåçóëüòàòà äëÿ n− [u1] = 4 èëè 5. Ïóñòü
p = n− [u1]. Âåðíåìñÿ ê ìíîãî÷ëåíàì Rj, óäîâëåòâîðÿþùèì (27). Ïåðâîå íåðà-
âåíñòâî ñèñòåìû (27) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà Rj íà èíòåðâàëå
IM , ãäå M = IM ×KM ×DM . Ïîñêîëüêó Rj = Pj − P1, ðàçëîæèì ïðîèçâîäíûå
P

(i)
j (x) äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà Pj, j = 1, . . . , k, â ðÿä Òåéëîðà íà IM . Ïóñòü
α1j � ñîîòâåòñòâóþùèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Pj. Òîãäà

P
(i)
j (x) = P

(i)
j (α1j) + P

(i+1)
j (α1j)(x− α1j) +

1

2
P

(i+2)
j (α1j)(x− α1j)

2 + . . .

è ïî ëåììå 4

|P (i)
j (α1j)| ≪ 2t(1−qi+(n−i)ε1),

|P (i+i1)
j (α1j)||x− α1j|i1 ≪ 2t(1−qi+i1

+(n−i−i1)ε1−i1k2T−1) ≪ 2t(1−qi+(n−i−1)ε1),

2 6 i1 6 p− i, ÷òî îçíà÷àåò

|P (i)
j (x)| ≪ 2t(1−qi+(n−1)ε1), 1 6 i 6 p, 1 6 j 6 k

íà IM . Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü, ÷òî

|R(i)
j (x)| ≪ 2t(1−qi+(n−1)ε1), 1 6 i 6 p,

íà IM .
Ïóñòü x0 � öåíòð èíòåðâàëà IM . Êàæäûé äèàïàçîí çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà Rj è

åãî ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0 ðàçäåëèì íà 2tv èíòåðâàëîâ, ãäå v = {u1}(p+1)−1. Èç
(27) ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàë [−c(n)2t(1−q1−k2T−1+(n−1)ε1), c(n)2t(1−q1−k2T

−1+(n−1)ε1)]
äåëèòñÿ íà 2tv èíòåðâàëîâ îäèíàêîâîé äëèíû c(n)2t(1−q1−k2T

−1+(n−1)ε1−v), è äèà-
ïàçîí çíà÷åíèé l-îé ïðîèçâîäíîé (1 6 l 6 p) âèäà

[−c(n)2t(1−ql+(n−1)ε1), c(n)2t(1−ql+(n−1)ε1)]

äåëèòñÿ íà èíòåðâàëû äëèíû c(n)2t(1−ql+(n−1)ε1−v). Â ðåçóëüòàòå, ñóùåñòâóåò íå
áîëåå c(n)2t(p+1)v ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ìàëûõ èíòåðâàëîâ. Èñïîëüçóÿ ïðèí-
öèï ÿùèêîâ Äèðèõëå, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì 2t(d−ε2) ìíîãî-
÷ëåíîâ Rj, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé êîìáèíàöèè èíòåðâàëîâ,
ãäå ε2 > 0.
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ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ IM ìíîãî÷ëåíû Tj(x) = Rj+1(x)−R1(x), ãäå
Rj+1 è R1 ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå êîìáèíàöèè èíòåðâàëîâ, óäîâëåâîðÿþò
íåðàâåíñòâàì

Tj(x0) = |Rj+1(x0)−R1(x0)| ≪ 2t(1−q1−k2T
−1+(n−1)ε1−{u1}(p+1)−1)

T
(i)
j (x0) = |R(i)

j+1(x0)−R
(i)
1 (x0)| ≪ 2t(1−qi+(n−1)ε1−{u1}(p+1)−1),

1 6 i 6 p. Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí Tj â ðÿä Òåéëîðà íà IM â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0:

Tj(x) =

p∑
i=0

(i!)−1T
(i)
j (x0)(x− x0)

i.

Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå îöåíêè è (10), ïîëó÷àåì

|T (i)
j (x)||x− x0|i ≪ 2t(1−qi−ik2T

−1+(n−1)ε1−{u1}(p+1)−1)

≪ 2t(1−q1−k2T
−1+(n−1)ε1−{u1}(p+1)−1).

Òàêèì îáðàçîì,

|Tj(x)| ≪ 2t(1−q1−k2T
−1+(n−1)ε1−{u1}(p+1)−1) (31)

äëÿ 1 6 j 6 m− 1, m > 2t(d−ε2), è x ∈ IM .
Êàê è ðàíåå â ýòîì ïðåäëîæåíèè, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ (àíà-

ëîãè÷íî ñëó÷àÿì À, Á è Â äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Tj). Ïîýòîìó íèæå íåêîòîðûå äå-
òàëè áóäóò îïóùåíû.
Ñëó÷àé À. Âñå ìíîãî÷ëåíû Tj èìåþò âèä sT0, äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà T0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî s, ÷òî |s| ≫ 2t(d−ε2) (òàê êàê ñóùåñòâóåò
íå ìåíåå 2t(d−ε2) ìíîãî÷ëåíîâ Tj) è H(T0) 6 2t(1−d+ε2), à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ
ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

|T0(x)| ≪ H(T0)
(1−q1−k2T−1−d+(n−1)ε1−{u1}(p+1)−1)(1−d+ε2)−1

|T0(z)| ≪ H(T0)
(1−r1−l2T−1−d+(n−1)ε1)(1−d+ε2)−1

|T0(w)|p ≪ H(T0)
(−s1−m2T−1+(n−1)ε1)(1−d+ε2)−1

.

Çäåñü ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (31), à äâà äðóãèõ ïîëó÷àþòñÿ èç (27).
Äàëåå íåðàâåíñòâî

d1 + d2 − 3 + {u1}(p+ 1)−1 + 3d− 4(n− 1)ε1 > (n− [u1]− 2)(1− d+ ε2) =

= (d1 + d2 − 3 + d+ {u1})(1− d+ ε2)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n − [u1] 6 5, d = 0.23, è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε, ε1, ε2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñèñòåìå âûøå äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ T , èìååò ìåðó íóëü.
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Ñëó÷àé Á. Âñå ìíîãî÷ëåíû Tj ïðèâîäèìû. Åñëè äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà Tj
ñóùåñòâóåò äåëèòåëü T (k)

j ñòåïåíè 6 n− [u1]−2 è óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó
(âîñïîëüçóåìñÿ (27) è (31))

|T (k)
j (x)||T (k)

j (z)|2|T (k)
j (w)|p ≪

≪ 2t(1−q1−k2T
−1−{u1}(p+1)−1+2(1−r1−l2T−1)−s1−m2T−1+4(n−1)ε1),

òî êàê è âûøå ëåììà 1 áóäåò ïðèìåíåíà íåïîñðåäñòâåííî ê ìíîãî÷ëåíàì T
(k)
j .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé ìíîãî÷ëåí Tj ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíîãî
ìíîæèòåëÿ è ìíîæèòåëÿ ñòåïåíè n − [u1] − 1. Åñëè ëèíåéíûå ìíîæèòåëè îäè-
íàêîâû äëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî åñòü T1 = T0T

′
1 è T2 = T0T

′
2, òî ìíîãî÷ëåíû

T ′
1 è T ′

2 íå èìåþò îáùèõ êîðíåé, è ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 5 ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ëèíåéíûå ìíîæèòåëè
ðàçëè÷íû, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Tj ñ ëèíåéíûì ìíîæèòåëåì âûñîòû

íå ìåíåå 2t(
d−ε2

2 ) (òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Tj íå ìåíåå 2t(d−ε2)).
Â ñèëó òîãî, ÷òî |Im z| > δ1, èìååì |az + b|2 ≫ a2. Èñïîëüçóÿ ïðÿìîé ïîä-
ñ÷åò ìåð ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê (x, z, w), óäîâëåòâîðÿþùèõ
|ax + b||az + b|2|aw + b|p ≪ 2−tε1 , èìååò ìåðó íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî ìíîæèòåëÿ T0(f) = af + b, ãäå |a| > 2t(d−ε2)/2,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ax+ b||az + b|2|aw + b|p ≫ 2−tϵ1

äëÿ ëþáîãî ϵ1. Ïóñòü Tj = T0tj. Òîãäà âûñîòà ìíîãî÷ëåíà tj íå áîëåå 2t(1−(d−ε2)/2)

è tj óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (â ñèëó (27), (31) è ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà)

|tj(x)||tj(z)|2|tj(w)|p ≪
≪ H(tj)

(1−q1−k2T−1−{u1}(p+1)−1+2(1−r1−l2T−1)−s1−m2T−1+4nε1)(1−(d−ε2)/2)−1

.

Äëÿ p 6 5 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε1, ε2, ε èìååì

d1 + d2 − 3 + {u1}(p+ 1)−1 − 4nε1 > (d1 + d2 − 4 + d+ {u1})(1− (d− ε2)/2).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ T , èìååò ìåðó íóëü.
Ñëó÷àé Â. Ñóùåñòâóåò ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ T1 è T2 áåç îáùèõ êîðíåé. Âòîðîå è
òðåòüå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (27) îñòàâëÿåì áåç èçìåíåíèÿ è ïåðâîå íåðàâåíñòâî
çàìåíÿåì íåðàâåíñòâîì (31). Îïðåäåëèì ÷èñëà τ1 = q1 + k2T

−1 − 1− (n− 1)ε1 +
{u1}(p+1)−1, τ2 = r1 + l2T

−1 − 1− (n− 1)ε1 è τ3 = s1 +m2T
−1 − (n− 1)ε1. Òîãäà

â ñèëó ëåììû 5, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

3q1 + k2T
−1 + 6r1 + 2l2T

−1 + 3s1 +m2T
−1 − 12(n− 1)ε1 +

3{u1}
p+ 1

< 2(n− [u1]) + δ.
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Îäíàêî, òàê êàê q1 > k2T
−1, r1 > l2T

−1, s1 > m2T
−1, òî äëÿ d = 0.23, p ≤

5 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåëè÷èí ε1 è δ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4 çàêîí÷åíî.

Îáúåäèíÿÿ ïåðâûå ÷åòûðå ïðåäëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî µ(L(0,0,0)
n (v, λ,Ψ)) =

0.
Ñëó÷àé 2: (1, 1, 1)-ëèíåéíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñè-
ñòåìà

q1 + k2T
−1 > 1 + v1 + λ1,

r1 + l2T
−1 > 1 + v2 + λ2, (32)

s1 +m2T
−1 > v3 + λ3,

îäíîâðåìåííî ñ ñèñòåìîé (5).

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè
∑∞

H=1 Ψ(H) <∞, òî µ(L
(1,1,1)
n (v, λ,Ψ)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñèñòåìîé (5) è ëåììîé 3 è ïîëó÷èì

|x− α1| ≪ min
26j6n

2
−t

(
v1+λ1+1−qj

j

)
= 2−tµ1 ,

|z − β1| ≪ min
26j6n

2
−t

(
v2+λ2+1−rj

j

)
= 2−tµ2 , (33)

|w − γ1|p ≪ min
26j6n

2
−t

(
v3+λ3−sj

j

)
= 2−tµ3 .

Èñïîëüçóÿ (32), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî µ1 > v1 + λ1 + 1− q1. Ïóñòü ìèíèìóì â
ïåðâîì íåðàâåíñòâå â (33) äîñòèãàåòñÿ ïðè j1, âî âòîðîì � ïðè j2, â òðåòüåì �
ïðè j3. Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (33) îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ïàëàëëåëåïèïåä σ5(P ).
Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P(1,1,1)

n , ãäå 2t 6 H(P ) < 2t+1, îáîçíà÷èì P t
5. Ïóñòü

At =
∪
P∈Pt

5
σ5(P ).

Ðàçäåëèì ïàðàëëåëåïèïåä T íà ïàðàëëåëåïèïåäû M ñî ñòîðîíàìè 2−t(µ1−γ),
2−tµ2 , 2−tµ3 , ãäå γ = (10n)−1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P ïðèíàäëåæèò M è ðàçëîæèì
P íàM â ðÿä Òåéëîðà. Êàê è ðàíåå, îöåíèì ñâåðõó âñå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ. Ïðè-
âåäåì îöåíêè äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Èñïîëüçóÿ ëåììó 4, ïîëó÷àåì

|P ′(α1)||x− α1| ≪ 2tγ|P ′(α1)2
−tµ1 | ≪ 2t(γ+1−q1+(n−1)ε1−v1−λ1−1+q1)

≪ 2t(−v1−λ1+nγ+(n−1)ε1),

|P (j)(α1)||x− α1|(j) ≪ 2jtγ|P (j)(α1)2
−jtµ1 | ≪ 2t(jγ+1−qj+(n−j)ε1−v1−λ1−1+qj)

≪ 2t(−v1−λ1+nγ+(n−1)ε1),

äëÿ 2 6 j 6 n.
Àíàëîãè÷íî îöåíèì ñâåðõó çíà÷åíèÿ |P (z)|, |P (w)|p è ïîëó÷èì

|P (x)| ≪ 2−t(v1+λ1−0.1−(n−1)ε1),

|P (z)| ≪ 2−t(v2+λ2−(n−1)ε1), (34)

|P (w)|p ≪ 2−t(v3+λ3−(n−1)ε1).
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Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåäû M , êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò äâà è áî-
ëåå ìíîãî÷ëåíà P1 è P2 (íàïîìíèì, ÷òî ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî P1 è P2

íåïðèâîäèìû). Äëÿ îáîèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (34), è
îíè íå èìåþò îáùèõ êîðíåé. Ìû íàìåðåíû ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 5,
äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì

τ1 = v1 + λ1 − 0.1− (n− 1)ε1, η1 =
v1 + λ1 + 1− qj1

j1
− γ,

τ2 = v2 + λ2 − (n− 1)ε1, η2 =
v2 + λ2 + 1− rj2

j2
,

τ3 = v3 + λ3 − (n− 1)ε1, η3 =
v3 + λ3 − sj3

j3
.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 5 è âûáèðàÿ j1 = j2 = j3 = 2 (ýòî íàèõóäøèé ñëó÷àé),
èìååì

2v1+2λ1−0.3+2γ+4v2+4λ1+2v3+2λ3−12(n−1)ε1+6+(qj1+2rj2+sj3)−3 < 2n+δ,

ïîýòîìó
δ > 2γ + 0.7− 12(n− 1)ε1 + (qj1 + 2rj2 + sj3).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðè ìàëîì δ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε1 ïðîòèâîðå÷èâî.
Òàêèì îáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëåïèïåäîâ M , ñîäåðæàùèõ äâà è áîëåå
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íå áîëåå îäíîãî ìíîãî÷ëåíà
P ∈ P t

5 ïðèíàäëåæèò êàæäîìó ïàðàëëåëåïèïåäó M . ×èñëî òàêèõ ïàðàëëåëåïè-
ïåäîâ ðàâíî c(n)2t(µ1+2µ2+µ3−γ). Èñïîëüçóÿ (33), íàõîäèì

µ(At) ≪ 2−t(µ1+2µ2+µ3−µ1−2µ2−µ3+γ) ≪ 2−tγ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî L(1,1,1)
n (v, λ,Ψ) � ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ áåñêîíå÷-

íîìó ÷èñëó ìíîæåñòâ At, è
∑∞

t=0 µ(At) ≪
∑∞

t=1 2
−tγ <∞, òî ñíîâà îáðàùàåìñÿ ê

ëåììå Áîðåëÿ-Êàíòåëëè, è ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî.
Ñëó÷àé 3: (1, 0, 0), (0, 1, 0) è (0, 0, 1)�ëèíåéíîñòü.

Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé (1, 0, 0)�ëèíåéíîñòè, òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî â
äâóõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè
∑∞

H=1 Ψ(H) <∞, òî µ(L
(1,0,0)
n (v, λ,Ψ)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (1, 0, 0)-ëèíåéíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòå ñ ñè-
ñòåìîé (5) âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

q1 + k2T
−1 > 1 + v1 + λ1,

r1 + l2T
−1 < 1 + v2 + λ2, (35)

s1 +m2T
−1 < v3 + λ3.
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Ñíà÷àëà çàìåíèì äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà â (35) íà ñëåäóþùèå íåðàâåí-
ñòâà

0.9 + v2 + λ2 < r1 + l2T
−1 < 1 + v2 + λ2, (36)

−0.1 + v3 + λ3 < s1 +m2T
−1 < v3 + λ3.

Äàëåå ñëåäóåì ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5. Ïîäåëèì ïàðàëëåëåïèïåä
T íà ïàðàëëåëåïèïåäû M ñî ñòîðîíàìè 2−tµ1 , 2−t(l2T

−1−ε1) è 2−t(m2T−1−ε1), ãäå
µ1 = max26j6n(v1 + λ1 + 1− qj)j

−1 è ïóñòü ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè j = j1.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òàêèå ïàðàëëåëåïèïåäû M , êîòîðûì ïðèíàäëåæèò íå

ìåíåå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàçëîæèì ýòè ìíîãî÷ëåíû â ðÿä Òåéëîðà íà M è
îöåíèì ñâåðõó êàæäûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû íåïðè-
âîäèìû è íå èìåþò îáùèõ êîðíåé, òî ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 5. Â ñèëó (36)
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå (àíàëîãè÷íî êàê è â ïðåäëîæåíèè 5).

Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà íå áîëåå îäíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ïðèíàäëåæèò êàæäîìó ïàðàëëåëåïèïåäó M . Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ
P ∈ P(1,0,0)

n , 2t 6 H(P ) < 2t+1, óäîâëåòâîðÿþùèõ (35) è (36) îáîçíà÷èì P t
6.

Ïóñòü σ(P ) � ìíîæåñòâî òî÷åê u, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (5) âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü
At =

∪
P∈Pt

6
σ(P ). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ P t

6 ìåðà òî÷åê u, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (5), îöåíèâàåòñÿ êàê c(n)2t(−µ1−(2v2+2λ2+2−2r1)−(v3+λ3−s1)).
×èñëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ M íå ïðåâîñõîäèò 2t(µ1+(2l2+m2)T−1−3ε1). Ñëåäîâàòåëü-
íî, èñïîëüçóÿ (35) è âûøåïðèâåäåííûå îöåíêè, ïîëó÷àåì

µ(At) ≪ 2−t(2v2+2λ2+2−2(r1+l2T−1)+v3+λ3−(s1+m2T−1)+3ε1) ≪ 2−3ε1t.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
∑∞

t=1 µ(At) ≪
∑∞

t=1 2
−3ε1t < ∞, ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ (5), (35) è (36) áåñêîíå÷íî ÷àñòî, èìååò ìåðó íóëü ïî ëåììå Áîðåëÿ-
Êàíòåëëè.

Äàëåå èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ ñëåäóþùèõ íåðà-
âåíñòâ èëè îáà íåðàâåíñòâà

r1 + l2T
−1 6 0.9 + v2 + λ2,

s1 +m2T
−1 6 −0.1 + v3 + λ3. (37)

Ýòè ñëó÷àè àíàëîãè÷íû, ïîýòîìó ïðîäåìîíñòðèðóåì äîêàçàòåëüñòâî, íàïðèìåð,
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ îáà íåðàâåíñòâà. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìíîãî-
÷ëåíîâ P(1,0,0)

n , 2t 6 H(P ) < 2t+1, óäîâëåòâîðÿþùèõ (35) è (37), ÷åðåç P t
7. Ðàç-

äåëèì ïàðàëëåëåïèïåä T íà ïàðàëëåëåïèïåäû M ñî ñòîðîíàìè 2−tµ1 , 2−tl2T
−1

è
2−tm2T−1

. Çàôèêñèðóåì u = n−v1−λ1−(2r1+s1)−(2l2+m2)T
−1, è ïóñòü θ = u−ε2

äëÿ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷èíû ε2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàëëåëåïè-
ïåäó M ïðèíàäëåæèò íå áîëåå 2tθ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü At = ∪P∈Pt

7
σ(P ). Òîãäà

µ(At) ≪ 2−t(µ1+2(v2+λ2+1−r1)+(v3+λ3−s1)−µ1−2l2T−1−m2T−1−θ)

≪ 2−t(u−th) ≪ 2−tε2 .



44 Í. Â. ÁÓÄÀÐÈÍÀ

ßñíî, ÷òî ðÿä
∞∑
t=1

2−tε2 ñõîäèòñÿ è ïðèìåíåíèå ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè çàâåð-

øàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëåïèïåä M , êîòîðîìó ïðèíàä-

ëåæèò íå ìåíåå 2tθ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü u = u1 + d, ãäå 0 < d < 1. Âû÷èñëèì

n− [u1] = n− u+ {u1}+ d = v1 + λ1 + d′1 + d′2 + {u1}+ d

è
n− u1 = v1 + λ1 + d′1 + d′2 + d,

ãäå d′1 = 2r1 + s1 è d′2 = (2l2 +m2)T
−1. (Èñïîëüçîâàëè ôàêò, ÷òî n − 2 = v1 +

2v2 + v3 + λ1 + 2λ2 + λ3.) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà è (35), ïîëó÷àåì

|P (x)| ≪ 2−t(v1+λ1−(n−1)ε1).

Çàìåíèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî (17) ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì è ïîëó÷èì ñèñòåìó

|P (x)| ≪ 2−t(v1+λ1−(n−1)ε1).

|P (z)| ≪ 2−t(r1+l2T
−1−1−(n−1)ε1),

|P (w)|p ≪ 2−t(s1+m2T−1−(n−1)ε1).

Äàëåå ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ
4, çàìåíèâ ñèñòåìó (17) âûøåïðèâåäåííîé ñèñòåìîé. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû
Rj(f) = Pj(f) − P1(f), 2 6 j 6 k, k > c(n)2t({u1}+d−ε2), ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò
ïåðâûå [u1] ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ. Äàëåå óìåíüøèì âûñîòó ìíîãî÷ëåíîâ Rj

çà ñ÷åò {u1}, òî åñòü êàæäûé êîýôôèöèåíò Rj áóäåò ëåæàòü â èíòåðâàëå äëèíû
2t(1−h1), ãäå h = {u1}(n− [u1])

−1. Ïåðåíóìåðóåì ìíîãî÷ëåíû Rj è çàòåì ðàññìîò-
ðèì ìíîãî÷ëåíû Si = Ri+1 − R1. Ïåðåéäåì îò âûñîòû ìíîãî÷ëåíà P ê âûñîòå
ìíîãî÷ëåíîâ Si, 1 6 i 6 m− 1, m > 2t(d−ε2), òîãäà ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

|Si(x)| ≪ 2−t(v1+λ1−(n−1)ε1),

|Si(z)| ≪ 2−t(r1+l2T
−1−1−(n−1)ε1), (38)

|Si(w)|p ≪ 2−t(s1+m2T−1−(n−1)ε1),

ñïðàâåäëèâû íà M , ãäå degSi 6 n− [u1], H(Si) ≪ 2t(1−h1).
Äàëåå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4, ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé À. Âìåñòî íåðàâåíñòâà (29) ïîëó÷èì

|S0(x)||S0(z)|2|S0(w)|p ≪ 2t(−v1−λ1−2r1−2l2T−1+2−s1−m2T−1−3d+4(n−1)ε1)

≪ 2−t(v1+λ1+d
′
1+d

′
2−2−4(n−1)ε1+3d).

×òîáû ïðèìåíèòü ëåììó 1 íàäî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

v1 + λ1 + d′1 + d′2 − 2− 4(n− 1)ε1 + 3d > (n− [u1]− 2)(1− d− h1 + ε2).
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ n − [u1] > 3, d = 0.23 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåëè-
÷èí ε1, ε2 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî. Óñëîâèå n − [u1] > 3 ñëåäóåò
èç (38), ïîñêîëüêó êàæäûé ìíîãî÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé (38), äîëæåí èìåòü
äåéñòâèòåëüíûé è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ.
Ñëó÷àé Á. Êîãäà ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ Si åñòü ïðèâîäèìûå, òî ñíîâà ìîæíî
ïðèìåíèòü ëåììó 1, åñëè âåðíî íåðàâåíñòâî

v1 + λ1 + d′1 + d′2 − 2− 4(n− 1)ε1 > (n− [u1]− 3)(1− h1),

àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâó (30). Â ñèëó ëåììû 5, äëÿ n− [u1]− 1 > 3, d = 0.23 è
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε1 âûøåïðèâåäåííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.
Ñëó÷àé Â. Åñëè ñóùåñòâóåò äâà ìíîãî÷ëåíà S1 è S2, íå èìåþùèõ îáùèõ êîðíåé,
òî ïðèìåíèì ëåììó 5. Çäåñü

τ1 = (v1 + λ1 − (n− 1)ε1)h
−1, η1 = µ1h

−1,

τ2 = (r1 + l2T
−1 − (n− 1)ε1 − 1)h−1, η2 = l2T

−1h−1,

τ3 = (s1 +m2T
−1 − (n− 1)ε1)h

−1, η3 = m2T
−1h−1.

Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2v1 + 2λ1 + 2 + 6r1 + 2l2T
−1 + 3s1 +m2T

−1 − 12(n− 1)ε1 + q2(S)−
9{u1}
n− [u1]

< 2(n− [u1])

(
1− {u1}

n− [u1]

)
+ δ = 2(v1 + λ1 + d′1 + d′2 + d) + δ,

íàèáîëåå ñëàáàÿ ôîðìà êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ïðè j1 = 2. Àíàëîãè÷íî, êàê ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4, ìû ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå n− [u1] >
6. Åñëè æå n − [u1] = 4 èëè n − [u1] = 5, òî óñèëèâàÿ àïïðîêñèìàöèþ ïî ïåðå-
ìåííîé x, êàê â ïðåäëîæåíèè 4, ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî.
Ñëó÷àé 4: (1, 1, 0), (1, 0, 1) è (0, 1, 1)-ëèíåéíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ àíàëîãè÷íî, ïîýòîìó ïðîâåäåì åãî òîëüêî
äëÿ ñëó÷àÿ (1, 0, 1)�ëèíåéíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 7. Åñëè
∑∞

H=1 Ψ(H) <∞, òî µ(L
(1,0,1)
n (v, λ,Ψ)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (1, 0, 1)�ëèíåéíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòå ñ
ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (5) âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà

q1 + k2T
−1 > 1 + v1 + λ1,

r1 + l2T
−1 < 1 + v2 + λ2, (39)

s1 +m2T
−1 > v3 + λ3.

Âíà÷àëå ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, äîáàâèâ ê ñèñòåìå (39) óñëîâèå

0.7 + v2 + λ2 < r1 + l2T
−1. (40)
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Îïðåäåëèì
µ1 = max

26j6n
((1 + v1 + λ1 − qj)j

−1)1/j

è
µ3 = max

26j6n
((v3 + λ3 − sj)j

−1)1/j,

è ïóñòü ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ ïðè j1 è j3 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâ ïðåäëîæåíèé 4, 5, 6 ñ
íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè. Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P(1,0,1)

n , 2t 6 H(P ) <
2t+1, óäîâëåòâîðÿþùèõ (39) è (40), îáîçíà÷èì P t

8. Ðàçäåëèì ïàðàëëåëåïèïåä T
íà ïàðàëëåëåïèïåäû M ñî ñòîðîíàìè 2−tµ1 , 2−t(l2T

−1−ε1) è 2−tµ3 .
Ñëåäóÿ ïðåäëîæåíèþ 5, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëåïèïåä M ,

ñîäåðæàùèé äâà è áîëåå ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàçëîæèì èõ â ðÿä Òåéëîðà è ïîëó÷èì
îöåíêè ñâåðõó äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû
íåïðèâîäèìû, íå èìåþò îáùèõ êîðíåé, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 5. Âìåñòå ñ
óñëîâèåì (40) ýòî ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî íå áîëåå îäíîãî ìíîãî÷ëåíà ïðèíàäëåæàò êàæäîìó ïàðàëëåëå-
ïèïåäó M . Òîãäà

µ(At) ≪ 2−t(µ1+2v2+2λ2+2−2r1+µ3−µ1−µ3−2l2T−1−2ε1) ≪ 2−2tε1 .

Ñíîâà ïîëó÷àåì
∑∞

t=1 µ(At) < ∞, è äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ â äàííîì ñëó-
÷àå, ïðèìåíÿÿ ëåììó Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.

Äàëåå â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (39) çàìåíèì âòîðîå íåðàâåíñòâî íà ñëåäóþùåå

r1 + l2T
−1 6 0.7 + v2 + λ2. (41)

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P ∈ P(1,0,1)
n , 2t 6 H(P ) < 2t+1, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ (39) è (41), ÷åðåç P t
9. Ïóñòü At = ∪P∈Pt

9
σ(P ).

Ðàçäåëèì ïàðàëëåëåïèïåä T íà ïàðàëëåëåïèïåäû M ñî ñòîðîíàìè 2−tµ1 ,
2−tl2T

−1
è 2−tµ3 . Çàôèêñèðóåì u = 2(v2 + λ2 + 1 − r1 − l2T

−1) è θ = u − ε2
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷èíû ε2 > 0. Ðàññìîòðèì òå ïàðàëëåëåïèïåäû M ,
êîòîðûì ïðèíàäëåæèò íå áîëåå 2tθ ìíîãî÷ëåíîâ. Òîãäà

µ(At) ≪ 2−t(µ1+µ3+2v2+2λ2+2−2r1−µ1−µ3−2l2T−1+θ) ≪ 2−t(u−th) ≪ 2−tε2 .

Ïîëó÷àåì
∑∞

t=1 µ(At) <∞, ïîýòîìó ìåðà òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ áåñêîíå÷íîìó
÷èñëó ìíîæåñòâ At, èìååò ìåðó íóëü ñîãëàñíî ëåììå Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåäû M , êîòîðûì ïðèíàäëåæèò íå ìåíåå 2tθ

ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü u = u1 + d, ãäå 0 < d < 1, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî P ïðèíàäëå-
æèò M . Ðàçëîæèâ ìíîãî÷ëåí P â ðÿä Òåéëîðà íà M è îöåíèâ ñâåðõó êàæäûé
÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì

|P (x)| ≪ 2−t(v1+λ1−(n−1)ε1),

|P (z)| ≪ 2−t(r1+l2T
−1−1−(n−1)ε1),

|P (w)|p ≪ 2−t(v3+λ3−(n−1)ε1).
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Ñíîâà ñëåäóåì ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 6, èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåí-
íóþ ñèñòåìó âìåñòî (17). Îò ìíîãî÷ëåíîâ P ïåðåéäåì ê ìíîãî÷ëåíàì Rj =
Pj − P1, 2 6 j 6 k, k > 2t(d+{u1}−ε2), çàòåì ïåðåíóìåðóåì ìíîãî÷ëåíû Rj è ïå-
ðåéäåì ê ìíîãî÷ëåíàì Si = Ri+1 − R1, 1 6 i 6 m− 1, m > 2t(d−ε2), êàê â (27) è
(28). Ïîëó÷èì

|Si(x)| ≪ 2−t(v1+λ1−(n−1)ε1)h−1

,

|Si(z)| ≪ 2−t(r1+l2T
−1−1−(n−1)ε1)h−1

,

|Si(w)|p ≪ 2−t(v3+λ3−(n−1)ε1),

ãäå degSi 6 n− [u1] è H(Si) ≪ 2t(1−h1).
Âíîâü ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé À. Âî-ïåðâûõ, îò ñèñòåìû ïåðåéäåì ê íåðàâåíñòâó

|S0(x)||S0(z)|2|S0(w)|p ≪ 2−t(v1+v3+λ1+λ3+2r1+2l2T−1)−2−4(n−1)ε1),

ïîëó÷åííîìó òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê è (29). Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëà ïîêàçà-
íà ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (30), äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

v1 + v3 + λ1 + λ3 + 2r1 + 2l2T
−1 − 2− 4(n− 1)ε1 + 3d > (n− [u1]− 2)(1− d− h1)

äëÿ d = 0.23 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåëè÷èí ε1, ε2. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèìà
ëåììà 1.
Ñëó÷àé Á. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñðå-
äè ìíîãî÷ëåíîâ Si. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

v1 + v3 + λ1 + λ3 + 2r1 + 2l2T
−1 − 2− 4(n− 1)ε > (n− [u1]− 3)(1− h1)

äëÿ d = 0.23 è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε1. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì íåðàâåíñòâà (30), è äàëåå ñíîâà ïðèìåíÿåì ëåììó
1.
Ñëó÷àé Â. Ïðèìåíèì ëåììó 5 ê äâóì ìíîãî÷ëåíàì S1 è S2, íå èìåþùèì îáùèõ
êîðíåé. Ïóñòü

τ1 = (v1 + λ1 − (n− 1)ε1)h
−1, η1 = µ1h

−1,

τ2 = (r1 + l2T
−1 − (n− 1)ε1 − 1)h−1, η2 = l2T

−1h−1,

τ3 = (v3 + λ3 − (n− 1)ε1)h
−1, η3 = µ3h

−1.

Íàèáîëåå ñëàáàÿ ôîðìà íåðàâåíñòâà â ëåììå 5 ïîëó÷àåòñÿ ïðè j1 = j3 = 2 è
èìååò âèä

2v1 + 2λ1 + 2v3 + 2λ3 + 2 + 6r1 + 2l2T
−1 + q2(S) + s2(S)− 12(n− 1)ε1 −

9{u1}
n− [u1]

< 2(v1 + λ1 + v3 + λ3 + 2r1 + 2l2T
−1 + d) + δ.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èâî ïðè d = 0.23, n − [u1] > 6 è äîñòàòî÷íî
ìàëûõ δ è ε1. Äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå n − [u1] = 4 è n − [u1] = 5 ïðîâîäèòñÿ
îòäåëüíî è àíàëîãè÷íî êàê â ïðåäëîæåíèè 4. Ïðåäëîæåíèå 7 äîêàçàíî.

Îáúåäèíÿÿ âñå ïðåäëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ
k = l = m = 1.
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4 Îáùèé ñëó÷àé

Â äàííîì ðàçäåëå óêàæåì êàêèå èçìåíåíèÿ íàäî ïðîâåñòè â îáùåì ñëó÷àå.
Óäàëèì èç ïðîñòðàíñòâà T ìíîæåñòâî ìàëîé ìåðû òàê, ÷òîáû â îñòàâøåéñÿ
÷àñòè âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

|xi1 − xj1 | > δ1, 1 6 i1 < j1 6 k,
|zi2 − zj2 | > δ1, 1 6 i2 < j2 6 l,
|Im zt| > δ1, 1 6 t 6 l,
|wi3 − wj3 |p > δ1, 1 6 i3 < j3 6 m.

Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì H(P ) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà äëÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P :

|αi1 − αj1 | > c(δ1), 1 6 i1 < j1 6 n,
|γi2 − γj2 |p > c(δ1), 1 6 i2 < j2 6 n,

ãäå α1, α2, . . . , αn ∈ C è γ1, γ2, . . . , γn ∈ Q∗
p.

Ïðè n = k + 2l ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ëåãêî àíàëèçèðóåòñÿ;
ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ n = 3 ïðè óñëîâèè k = l = m = 1. Âñå äåé-
ñòâèòåëüíûå è êîìïëåêñíûå êîðíè óäàëåíû äðóã îò äðóãà, è çíà÷åíèÿ ìîäóëåé
ïðîèçâîäíûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèíèìàþò ìàêñèìàëü-
íûå ïî ïîðÿäêó çíà÷åíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ íàèëó÷øèõ îöåíîê ñâåðõó
äëÿ |xi − αi| è |zj − βj|, ãäå αi ∈ R, βj ∈ C \ R, 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 l. Îñòàâøèåñÿ
íåðàâåíñòâà äëÿ p-àäè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ àíàëèçèðóþòñÿ êàê â ðàáîòå [5].

Â òåîðåìå, â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè
ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è âåëè÷èíîé ïðîèçâîäíîé â áëèæàéøåì êîðíå âîçíè-
êàåò 2k+2l+m òèïîâ ëèíåéíîñòè. Íàèáîëåå ïðèíöèïèàëüíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ
äâà ñëó÷àÿ: (1, 1, . . . , 1)-ëèíåéíîñòü è (0, 0, . . . , 0)-ëèíåéíîñòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (1, 1, 1)-ëèíåéíîñòè. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ïðîâîäèì ðàñøèðåíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ ïàðàëëå-
ëåïèïåäîâ σ(P ) äî ïàðàëëåëåïèïåäîâ σ1(P ), íà êîòîðûõ óæå ïðîèñõîäèò ñîâïà-
äåíèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ïðîèçâîäíîé â áëèæàéøåì
êîðíå. Åñëè âíóòðè ðàñøèðåííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà îêàçûâàåòñÿ íåáîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, òî çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðîèñõîäèò ïðîñòûì ïîä-
ñ÷åòîì ìåð. Åñëè æå ÷èñëî ìíîãî÷ëåíîâ âåëèêî, òî ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ó
ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ äîëæíû ñîâïàäàòü íåñêîëüêî ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ðàç-
ëîæèì âñå ìíîãî÷ëåíû â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè êîðíåé íà ðàñøèðåííûõ
ïàðàëëåëåïèïåäàõ è îöåíèì èõ ñâåðõó. Äàëåå âûäåëèì èç ñîâîêóïíîñòè ìíî-
ãî÷ëåíîâ îäèí ìíîãî÷ëåí è ðàññìîòðèì íîâûå ìíîãî÷ëåíû, îáðàçîâàííûå ðàç-
íîñòÿìè îñòàâøèõñÿ ìíîãî÷ëåíîâ è âûäåëåííîãî ìíîãî÷ëåíà. Â èòîãå ïîëó÷èì
ìíîãî÷ëåíû ìåíüøåé ñòåïåíè, êîòîðûå ñ çàäàííûì íîâûì ïîðÿäêîì àïïðîê-
ñèìèðóþò íóëü. Åñëè ñðåäè íèõ îêàæóòñÿ äâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà áåç
îáùèõ êîðíåé, òî âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 5 è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. Ñ ïðèâî-
äèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè èëè ìíîãî÷ëåíàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà ïîñòóïèì òàêæå
êàê â ñëó÷àå À è Á â ïðåäëîæåíèè 4.
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Â ñëó÷àÿõ "ñìåøàííûõ"ëèíåéíîñòåé ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
êîîðäèíàòà â âåêòîðå ëèíåéíîñòè ðàâíà 1, òî ïåðâîíà÷àëüíûå íåðàâåíñòâà îñòà-
þòñÿ áåç èçìåíåíèé ïî äàííîé ïåðåìåííîé; åñëè æå êîîðäèíàòà ðàâíà 0, òî ïî
ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåíííîé ïðîâîäèì ðàñøèðåíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî ïàðàë-
ëåëåïèïåäà äî ïàðàëëåëåïèïåäà, íà êîòîðîì ñîâïàäàþò ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-
öèè è ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé â áëèæàéøåì êîðíå. Çàòåì ïî ïåðåìåííûì (ñîîò-
âåòñòâóþùèì êîîðäèíàòå 0) ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåíû â ðÿä Òåéëîðà è ïðîèçâå-
äåì îöåíêè ìîäóëåé è p-àäè÷åñêèõ íîðì ìíîãî÷ëåíîâ. Äàëåå âñå çàâèñèò îò
êîëè÷åñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, ïîïàâøèõ â ðàñøèðåííûé ïàðàëëåëåïèïåä. Åñëè êî-
ëè÷åñòâî íåâåëèêî, òî ïðîâîäèì íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò. Ïðè áîëüøîì êî-
ëè÷åñòâå ìíîãî÷ëåíîâ â ïàðàëëåëåïèïåäå ñíîâà ïðèìåíÿåì ïðèíöèï Äèðèõëå è
äàëåå ïîñòóïàåì êàê â ñëó÷àå (0, 0, . . . , 0)-ëèíåéíîñòè.
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