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Введение

Задачи управления системами с распределенными параметрами важны и интерес-
ны, потому что возникают в самых различных областях современной науки. Только
лишь математическое описание полей тех или иных процессов, которые возникают в
физике, биологии и в других родственных им наукам, является недостаточным. Тре-
буется эффективно управлять этими полями и устанавливать принципы управления
ими. Помимо чисто научного интереса проблема управления распределенными си-
стемами имеет большое число практических приложений как в различных областях
промышленности, так и в отдельных технических задачах. Конкретные примеры за-
дач такого рода, а также обширная библиография работ посвященных этой тематике
содержится в монографии [1].

Здесь отметим лишь некоторые из них [2]- [6]. Одно из направлений теории
управления системами с распределенными параметрами изучает управление одно-
мерными пространственно распределенными объектами, движение которых описы-
вается дифференциальными уравнениями в частных производных гиперболического
типа. Активный интерес к этим задачам был возобновлен в 1999 году в связи с
выходом работы [7]. В частности, в этой работе авторами в терминах регулярного
решения для одномерного волнового уравнения uxx− utt = 0 были представлены в
явном виде граничные управления µ(t) = u(0, t) и ν(t) = u(l, t) переводящие систему
из заданного начального состояния {ϕ(x) = u(x,0),ψ(x) = ut(x,0)} в заданное фи-
нальное состояние {ϕ1(x) = u(x,T ),ψ1(x) = ut(x,T )}, и установленны необходимые и
достаточные условия на эти начальные и финальные функции. Причем минимальный
промежуток времени в течение которого это управление можно осуществить равен
l.

Аналогичные результаты для граничного управления процессом колебаний на
одном конце при закрепленном втором конце в терминах обобщенного решения вол-
нового уравнения с конечной энергией были получены в работах [8], [9]. Только
в этом случае минимальный промежуток времени в течение которого это управле-
ние однозначно осуществимо равно 2l. Задача граничного управления смещением на
одном конце и закрепленном втором конце процессом, описываемым телеграфным
уравнением исследована в работе [10]. Задача граничного управления смещением
на одном конце при свободном втором для телеграфного уравнения с переменны-
ми коэффициентами изучалась в работе [11]. Следует отметить, что минимальный
порог управляемости на одном конце для телеграфного уравнения как и для урав-
нения колебания струны равен 2l. Задачи граничного управления для нагруженного
уравнения колебания струны исследованы в работах [12], [13].

В настоящей работе изучается вопрос о граничном управлении процессом, кото-
рый описывается вырождающимся гиперболическим уравнением. Ниже везде изло-
жение будет вестись в терминах регулярного решения.

Постановка задачи

Пусть некоторый процесс описывается уравнением вида

ymuyy−uxx +
m
2

ym−1uy = 0 (1)

где 0 < m < 2.
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Это уравнение относится к классу вырождающихся гиперболических уравнений
второго рода. Известно [14], что на линии параболического вырождения y= 0 данные
Коши задаются следующим образом

u(x,0) = ϕ0(x), 0≤ x≤ l, (2)

lim
y→0

y
m
2

∂u(x,y)
∂y

= ψ0(x), 0≤ x≤ l, (3)

где l - заданное действительное число.
Итак, наша задача состоит в том, чтобы найти такие граничные управления

u(0,y) = µ(y), u(l,y) = ν(y), (4)

которые за минимальный промежуток времени переводили бы процесс из заданного
начального состояния (2), (3) в наперед заданное финальное состояние

u(x,T ) = ϕ1(x), 0≤ x≤ l, (5)

lim
y→T

y
m
2

∂u(x,y)
∂y

= ψ1(x), 0≤ x≤ l. (6)

Основная часть

Нетрудно убедиться в том, что в характеристических координатах

ξ = x− 2
2−m

y
2−m

2 , η = x+
2

2−m
y

2−m
2

уравнение (1) приобретает вид vξ η = 0 и, следовательно, его общее решение предста-
вимо в виде

u(x,y) = f
(

x− 2
2−m

y
2−m

2

)
+g
(

x+
2

2−m
y

2−m
2

)
, (7)

где f , g - произвольные функции.
Обозначим через f0 и g0 функции f и g, область определения которых представ-

ляет собой интервал (0, l), через f1 и g1 функции f и g, область определения которых
представляет соответственно множества (−l,0) и (l,2l), а через f2 и g2 функции f и
g, область определения которых представляет соответственно множества (−2l,−l) и
(2l,3l).

Случай когда T =
(2−m

2 l
) 2

2−m .
Удовлетворяя (7) условиям (2), (3), получим

f0(x)+g0(x) = ϕ0(x),

f ′0(x)+g′0(x) = ψ0(x),

откуда следует, что

f0(x) =
ϕ0(x)

2
− 1

2

x∫
0

ψ0(t)dt− c0, 0≤ x≤ l, (8)
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g0(x) =
ϕ0(x)

2
+

1
2

x∫
0

ψ0(t)dt + c0, 0≤ x≤ l. (9)

Аналогично, удовлетворяя (7) условиям (5), (6) получим, что

f1(x− l) =
ϕ1(x)

2
− 1

2

x∫
l

ψ1(t)dt− c1, 0 < x < l, (10)

g1(x+ l) =
ϕ1(x)

2
+

1
2

x∫
l

ψ1(t)dt + c1, 0 < x < l. (11)

Удовлетворяя (7) условиям (4) и заменяя y на
(2−m

2 x
) 2

2−m , получим

µ

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
= f1(−x)+g0(x), 0≤ x≤ l (12)

ν

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
= f0(l− x)+g1(l + x), 0≤ x≤ l. (13)

Подставляя в (12) и (13) выражения для f0, g0, f1 и g1, вычисляемые по формулам
(8)-(11) соответственно и, учитывая условия согласования µ(0) = ϕ0(0), ν(0) = ϕ0(l)
(непрерывности f0(0) = f1(0) и g0(l) = g1(l)), окончательно получим

µ

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
=

ϕ1(l− x)
2

+
1
2

l∫
l−x

ψ1(t)dt− ϕ1(l)
2

+

+
ϕ0(x)

2
+

1
2

x∫
0

ψ0(t)dt +
ϕ0(0)

2
, (14)

ν

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
=

ϕ1(x)
2

+
1
2

x∫
0

ψ1(t)dt− ϕ1(0)
2

+

+
ϕ0(l− x)

2
+

1
2

l∫
l−x

ψ0(t)dt +
ϕ0(l)

2
. (15)

В силу предположения о регулярности решения задачи Коши в области Ω ={
(x,y) : 0 < x < l,0 < y <

(2−m
2 l
) 2

2−m

}
с данными (2), (3) и (5), (6) следует, что

f ′0(0) = f ′1(0), g′0(l) = g′1(l),

f ′′0 (0) = f ′′1 (0), g′′0(l) = g′′1(l),

µ

[(
2−m

2
l
) 2

2−m
]
= ϕ1(0), ν

[(
2−m

2
l
) 2

2−m
]
= ϕ1(l).
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Удовлетворяя соотношения (8) - (11), (14), (15), вышеперечисленным условиям, по-
лучаем

ϕ
′
0(0)−ψ0(0)−ϕ

′
1(l)+ψ1(l) = 0, (16)

ϕ
′′
0 (0)−ψ

′
0(0)−ϕ

′′
1 (l)+ψ

′
1(l) = 0, (17)

ϕ
′
0(0)+ψ0(0)−ϕ

′
1(0)−ψ1(0) = 0, (18)

ϕ
′′
0 (0)+ψ

′
0(0)−ϕ

′′
1 (0)−ψ

′
1(0) = 0, (19)

ϕ0(0)+ϕ0(l)+
l∫

0

ψ0(t)dt−ϕ1(0)−ϕ1(l)+
l∫

0

ψ1(t)dt = 0. (20)

Очевидно, что условия (16)-(20) являются необходимыми и достаточными для
существования µ(x) и ν(x), которые однозначно определяются по формулам (14) и
(15) соответственно.

Случай T <
(2−m

2 l
) 2

2−m .

В силу монотонности функции T =
(2−m

2 x
) 2

2−m , очевидно, что T =
[2−m

2 (l− x0)
] 2

2−m

<
(2−m

2 l
) 2

2−m ,x0 ∈ (0, l). Для этого значения T , формулы (10), (11) перепишутся в виде

f1(x− l + x0) =
ϕ1(x)

2
− 1

2

x∫
l

ψ1(t)dt− c1, (21)

g1(x+ l− x0) =
ϕ1(x)

2
+

1
2

x∫
l

ψ1(t)dt + c1. (22)

Если 0 <
[2−m

2 (l− x0)
] 2

2−m <
(2−m

2 l
) 2

2−m , что соответствует тому, что 0 < x0 < l, то из
(21) и (22) непосредственно следует следующие соотношения

f1(x− l + x0) = f0(x− l + x0), x ∈ (l− x0, l),

g1(x+ l− x0) = g0(x+ l− x0), x ∈ (0,x0).

Рассмотрим два случая, а именно:

1. 0 < T <
(2−m

4 l
) 2

2−m , что соответствует тому, что l
2 < x0 < l.

2.
(2−m

4 l
) 2

2−m < T <
(2−m

2 l
) 2

2−m , что соответствует тому, что 0< x0 <
l
2 , где

(2−m
4 l
) 2

2−m

есть ордината точки пересечения характеристик x− 2
2−my

2−m
2 = 0 и x+ 2

2−my
2−m

2 = l
уравнения (1).

В первом случае так как l
2 < x0 < l, то x0 > l− x0, а это означает, что данные

Коши при y = 0 нельзя задавать произвольно ни на каком отрезке конечной длины
принадлежащем интервалу (0, l). Во втором случае имеет место принцип частичной
управляемости. Так как в этом случае 0 < x0 <

l
2 , то x0 < l− x0 и поэтому данными

Коши задаваемыми при y = 0 на отрезке [x0, l− x0] можно однозначно управлять, а
на отрезках [0,x0] и [l− x0, l] управление ими невозможно.
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Нетрудно заметить, что минимальное время управляемости данными Коши зави-
сит как от l так и от m. В зависимости от значений которые они принимают время
T может быть больше, меньше или равно l. Например, при m = 1, T = l2

4 . При l < 4
значение T < l, при l = 4 значение T = 4, а при l > 4 значение T > l.

Случай с закрепленным концом.
Пусть теперь условия (4) имеют вид

u(0,y) = µ(y), u(l,y) = 0. (23)

Для однозначного перевода нашей системы из заданного начального состояния (2),

(3) в наперед заданное финальное состояние (5), (6) времени T =
(2−m

2 l
) 2

2−m не хватит
так как из (15) непосредственно следует, что

ϕ
′
1(x)+ψ1(x)−ϕ

′
0(l− x)+ψ0(l− x) = 0, 0≤ x≤ l.

А это означает, что данные Коши (2), (3) задавать произвольно нельзя.

Случай T = [(2−m)l]
2

2−m .
Выражения (10)-(13) при этом значении времени, в наших обозначениях для

функций f и g перепишутся соответственно в виде

f2(x−2l) =
ϕ1(x)

2
− 1

2

x∫
l

ψ1(t)dt− c1, 0≤ x≤ l, (24)

g2(x+2l) =
ϕ1(x)

2
+

1
2

x∫
l

ψ1(t)dt + c1, 0≤ x≤ l, (25)

µ

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
= f1(−x)+g0(x), 0≤ x≤ l, (26)

µ

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
= f2(−x)+g1(x), l ≤ x≤ 2l, (27)

f0(l− x)+g1(l + x) = 0, 0≤ x≤ l, (28)

f1(l− x)+g2(l + x) = 0, l ≤ x≤ 2l. (29)

Учитывая (28) и (29) из (26) и (27) соответственно получаем

µ

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
= g0(x)−g2(2l + x), 0≤ x≤ l,

µ

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
= f2(−x)− f0(2l− x), l ≤ x≤ 2l.

Условия согласования µ(0) = ϕ0(0) и µ

{
[(2−m)l]

2
2−m

}
= ϕ1(0) позволяют записать

последние две формулы в окончательном виде

µ

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
=

ϕ0(x)
2

+
ϕ0(0)

2
+

1
2

x∫
0

ψ0(t)dt−
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−ϕ1(x)
2

+
ϕ1(0)

2
− 1

2

x∫
0

ψ1(t)dt, 0≤ x≤ l, (30)

µ

[(
2−m

2
x
) 2

2−m
]
=

ϕ1(2l− x)
2

+
ϕ1(0)

2
− 1

2

2l−x∫
0

ψ1(t)dt−

−ϕ0(2l− x)
2

+
ϕ0(0)

2
+

1
2

2l−x∫
0

ψ0(t)dt, l ≤ x≤ 2l. (31)

Выражая (8) - (11), (24), (25), с учетом (26), (27) и в предположении о регу-

лярности решения задачи Коши в области Ω = {(x,y) : 0 < x < l,0 < y < [(2−m)l]
2

2−m}
позволяют записать следующие соотношения

f ′0(0) = g′2(2l), f ′′0 (0) =−g′′2(2l),

g′0(l) = f ′0(l), g′′0(l) =− f ′′0 (l),

f ′2(−l) = g′2(2l), f ′′2 (−l) =−g′′2(3l).

Отсюда после несложных вычислений получаем

ϕ
′
0(0)−ψ0(0)−ϕ

′
1(0)−ψ1(0) = 0, (32)

ϕ
′′
0 (0)−ψ

′
0(0)−ϕ

′′
1 (0)−ψ

′
1(0) = 0, (33)

ϕ
′′
0 (0) = ψ0(l) = ϕ

′′
1 (l) = ψ1(l) = 0. (34)

Итак, мы показали, что в случае с закрепленным концом минимальное время T
при котором функция µ(x) однозначно определяется по формулам (30), (31) равно

[(2−m)l]
2

2−m . Необходимыми и достаточными условиями существования этих пред-
ставлений являются условия (32)-(34). Как и в случае со свободными концами легко

показать, что в случае, когда 0 < T <
(2−m

2 l
) 2

2−m данные Коши задавать произвольно

нельзя на отрезке [0, l], а в случае
(2−m

2 l
) 2

2−m < T < [(2−m)l]
2

2−m имеет место принцип
частичной управляемости.

В заключении хочется отметить, что это сообщение в большой степени посвящено
подтверждению тезиса о том, что управляемость данными Коши для гиперболиче-
ских уравнений непосредственно зависит от характеристик. Минимальное время T
управляемости данными Коши, которые задаются на отрезке [a,b], есть ордината
точки пересечения характеристики гиперболического уравнения, выходящей из точ-
ки (a,0) с прямой x = b или характеристики выходящей из точки (b,0) с прямой
x = a.
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