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ÑÈÑÒÅÌ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

Ò. Ë. Ñàáàòóëèíà, Â. Â. Ìàëûãèíà

Äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-

ñëåäåéñòâèåì ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè, ñîñòîÿ-

ùèé â ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû, àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà

êîòîðîé áëèçêè ê àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâàì èñõîäíîé ñèñòåìû. Íàðÿäó

ñ íîâûìè ïðèçíàêàìè óñòîé÷èâîñòè íàéäåíû òî÷íûå îöåíêè ñêîðîñòè

ñòðåìëåíèÿ ðåøåíèé ê íóëþ. Ý��åêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

èëëþñòðèðóåòñÿ ðÿäîì ïðèìåðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: ñèñòåìû �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü, �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðè-

öà, îöåíêà ñêîðîñòè ðåøåíèÿ, ìîíîòîííûå îïåðàòîðû.

Ââåäåíèå

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîëó÷åíèå íîâûõ ý��åêòèâíûõ ïðèçíàêîâ

óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ �óíêöèîíàëüíî-äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÔÄÓ). Èññëåäîâàíèå áàçèðóåòñÿ íà èäåå ïî-

ñòðîåíèÿ ò. í. ¾ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ¿, êîòîðàÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, èìååò áî-

ëåå ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � òå æå àñèìïòîòè÷åñêèå

ñâîéñòâà, ÷òî è èñõîäíàÿ ñèñòåìà.

Ýòà ñõåìà óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü â ðàáîòå [8℄ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷è-

âîñòè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ), â ðàáîòå [10℄

îíà áûëà ïåðåíåñåíà íà ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñîñðå-

äîòî÷åííûì, à â ðàáîòå [11℄ � íà ñèñòåìû ñ ñîñðåäîòî÷åííûì è ðàñïðå-

äåëåííûì çàïàçäûâàíèåì. Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ

â êà÷åñòâå ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ âûáèðàëàñü ñèñòåìà ÎÄÓ ñ äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàëî èññëåäîâàíèå.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ

�îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ïðîåêò � FSNM-2023-0005.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàâíî áûëî çàìå÷åíî [9, 13℄, ÷òî ÔÄÓ ñ ìàëûì ïî-

ñëåäåéñòâèåì ïî ñâîéñòâàì áëèçêè ê îáûêíîâåííûì: èõ �óíäàìåíòàëü-

íîå ðåøåíèå ïîëîæèòåëüíî íà ïîëóîñè, à åñëè òàêîå óðàâíåíèå óñòîé-

÷èâî, òî �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ ïî ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó (õîòÿ íå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé è íå âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè). Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò, âûáèðàÿ ñèñòå-

ìû ÔÄÓ ñ ïîëîæèòåëüíîé �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé â êà÷åñòâå ñè-

ñòåìû ñðàâíåíèÿ, ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà. Â ðàáîòå [15℄

äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé óñòàíîâëåí êðèòå-

ðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, ïðè÷åì ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ òàêæå

áûëà äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî êëàññ âñïîìîãàòåëüíûõ ÔÄÓ ìî-

æåò áûòü ñóùåñòâåííî ðàñøèðåí: íàðÿäó ñ ñîñðåäîòî÷åííûì, ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü òàêæå ðàñïðåäåëåííîå çàïàçäûâàíèå. Êðîìå òîãî, ìû ïðèâå-

äåì ðÿä ý��åêòèâíûõ êðèòåðèåâ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ïîëîæèòåëü-

íîñòü �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ.

Åùå îäíà çàäà÷à, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ íàøåé ðàáîòû � ý�-

�åêòèâíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ðåøåíèÿ ê íóëþ. Äëÿ àâòîíîì-

íûõ ÔÄÓ çàïàçäûâàþùåãî òèïà, êàê èçâåñòíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âñåãäà

ïðîèñõîäèò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå

òàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ N è α, ÷òî |x(t)| ≤ Ne−αt
. Îäíàêî

áåç óêàçàíèÿ îöåíîê N è α èëè àëãîðèòìà èõ ý��åêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ

çàäà÷à îá ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äî êîíöà

ðåøåííîé. Â ðàáîòàõ [11, 12℄, ãäå â êà÷åñòâå ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ âûáè-

ðàëèñü ÎÄÓ, òàêîé àëãîðèòì óäàëîñü ðåàëèçîâàòü çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ

òåõíèêè M-ìàòðèö. Â íàøåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì áëèçêèå ê òåîðèè

M-ìàòðèö ìåòîäû ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ, íî ïðåäâàðÿåì ýòîò ýòàï ïî-

ëó÷åíèåì òî÷íûõ îöåíîê N è α äëÿ �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ñðàâíåíèÿ.

�1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü R è R+ � ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë, C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, Rn
� ïðîñòðàíñòâî

âåùåñòâåííûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ, Rn×n
� àëãåáðà n× n-ìàòðèö ñ íóëåì

Θ è åäèíèöåé I. Íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Rn
è ñîãëàñîâàííóþ ñ íåé íîðìó

Rn×n
îáîçíà÷èì | · |.
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Íåðàâåíñòâà A ≥ B ïîíèìàåì êàê ñîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà äëÿ

âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B. ×åðåç diag{a1, . . . , an} áóäåì îáîçíà÷àòü

äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ÷èñëà a1, . . . , an.
�àññìîòðèì ëèíåéíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó �óíêöèîíàëüíî-äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ(t) +

∫ τ

0

dQ(s)x(t− s) = f(t), t ∈ R+, (1)

ãäå τ ∈ R+, Q : [0, τ ] → Rn
� ìàòðèöà-�óíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè,

Q(0) = Θ, èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå �èìàíà � Ñòèëòüåñà, âåêòîð-

�óíêöèÿ f : R+ → Rn
ëîêàëüíî ñóììèðóåìà. Íà÷àëüíóþ �óíêöèþ, íå

íàðóøàÿ îáùíîñòè [1, ñ. 9�10℄, ñ÷èòàåì ÷àñòüþ âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ f .
Çàïèñü ñèñòåìû �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âè-

äå (1) ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà âêëþ÷àåò â ñåáÿ óðàâíå-

íèÿ ñ ðàçíûìè âèäàìè ïîñëåäåéñòâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Q � êóñî÷íî-

ïîñòîÿííàÿ íà [0, τ ] �óíêöèÿ, òî (1) çàäàåò íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùè-
åñÿ äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ:

ẋ(t) +

K∑

k=1

Akx(t− τk) = f(t), t ∈ R+, (2)

ãäå Ak � ïîñòîÿííûå n×n-ìàòðèöû, τk � íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå

÷èñëà.

Ñëåäóÿ [1, ñ. 9�10℄, íàçîâ¼ì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) ëîêàëüíî àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíóþ âåêòîð-�óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ (1) ïî÷òè âñþäó.

Â óêàçàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà (1) ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì

óñëîâèåì x(0) ∈ Rn
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è åå ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â

âèäå [1, ñ. 84℄.

x(t) = X(t)x(0) +

∫ t

0

X(t− s)f(s) ds. (3)

Ìàòðèöà-�óíêöèÿX : R → Rn×n
, íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàò-

ðèöåé ñèñòåìû (1). Îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ìàòðè÷-

íîãî óðàâíåíèÿ

Ẋ(t) +

∫ τ

0

dQ(s)X(t− s) = Θ, t ∈ R+, (4)

äîïîëíåííîãî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè X(0) = I, X(ξ) = Θ ïðè ξ < 0.
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Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî ïîâåäåíèå ëþáîãî ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñâîéñòâàìè �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìó (1) íàçîâ¼ì ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé,

åñëè ñóùåñòâóþò N,α > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî:

|X(t)| ≤ Ne−αt. (5)

Ñëåäóþùóþ ìàòðèöó-�óíêöèþ

G(γ) = −γI +

∫ τ

0

eγs dQ(s), γ ∈ R,

áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé ñèñòåìû (1).

Çàìå÷àíèå 1. Ëàïëàñ-îáðàç �óíêöèè X èìååò âèä:

(
pI +

∫ τ

0

e−psdQ(s)

)
−1

, p ∈ C.

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ (G(γ))−1
, åñëè p = −γ, ãäå γ - âåùåñòâåííîå

÷èñëî.

Òåîðåìà 1 ([16℄). Ïóñòü γ ∈ [0, α) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (5).

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∫
∞

0

X(t)eγt dt = G−1(γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ ∈ [0, α). Ïåðåïèøåì (4) â âèäå

(X(t)eγt)′ − γX(t)eγt = −

∫ τ

0

eγs dQ(s)X(t− s)eγ(t−s). (6)

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ñòîðîíû ðàâåíñòâà (6) îò 0 äî t è ñìåíèì ïîðÿäîê

èíòåãðèðîâàíèÿ (ýòî âîçìîæíî ïî òåîðåìå Ôóáèíè [5, ñ. 317℄):

X(t)eγt −X(0)− γ

∫ t

0

X(s)eγs ds

= −

∫ t

0

(∫ τ

0

eγξ dQ(ξ)X(s− ξ)eγ(s−ξ)

)
ds

= −

∫ τ

0

eγξ dQ(ξ)

(∫ t

ξ

X(s− ξ)eγ(s−ξ) ds

)

= −

∫ τ

0

eγξ dQ(ξ)

(∫ t−ξ

0

X(s)eγs ds

)
.
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Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó ïðè t → ∞. Ñ ó÷åòîì îöåíêè (5), ñõîäèìîñòè èíòå-

ãðàëà

∫
∞

0
X(t)eγt dt è òåîðåìû Ëåáåãà [5, ñ. 302�303℄ ïîëó÷àåì:

I + γ

∫
∞

0

X(s)eγs ds =

∫ τ

0

eγξ dQ(ξ)

∫
∞

0

X(s)eγs ds,

I = G(γ)

∫
∞

0

X(s)eγs ds.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóþò îáà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, òî ìàò-

ðèöà

∫ τ

0
dQ(s) îáðàòèìà, ïðè÷åì

∫
∞

0

X(t) dt =

(∫ τ

0

dQ(s)

)
−1

.

Ñëåäñòâèå 2 ([15, 3℄). Åñëè ñèñòåìà (2) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà,

òî ìàòðèöà

∑M
m=1 Am îáðàòèìà, ïðè÷åì

∫
∞

0

X(t) dt =

(
M∑

m=1

Am

)−1

.

Îïðåäåëåíèå 2 ([15℄). Íàçîâåì ìàòðèöó A ïîëîæèòåëüíî îáðàòè-

ìîé, åñëè îíà èìååò îáðàòíóþ è A−1 ≥ Θ.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (1) ñïðà-

âåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

Θ ≤ X(t) ≤ Ne−αt,

òî ìàòðèöà

∫ τ

0
dQ(s) ïîëîæèòåëüíî îáðàòèìà.

�2. Ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ

Âûäåëèì â ìàòðèöå Q ÷àñòü ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè è ïåðåïè-

øåì ñèñòåìó (1) â âèäå

ẋ(t) +Ax(t) +

∫ ω

0

dR(s)x(t− s) =

∫ σ

0

dP (s)x(t− s) + f(t), t ∈ R+. (7)
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Çäåñü A = diag{a1, a2, ..., an}, ak ∈ R; R(s) = diag{r1(s), r2(s), ..., rn(s)},
rk(s) � ìîíîòîííûå �óíêöèè; âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû-�óíêöèè P íåóáû-

âàþùèå; ω, σ ∈ R+.

Ñèñòåìó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ (7)

ẋ(t) + Ax(t) +

∫ ω

0

dR(s)x(t− s) = Θ, t ∈ R+,

äàëåå áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ.

Òàê êàê ìàòðèöû A è R(s) äèàãîíàëüíûå, òî ñèñòåìó ñðàâíåíèÿ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé

ẋ(t) + akx(t) +

∫ ω

0

xk(t− s) drk(s) = 0, t ∈ R+, k = 1, n. (8)

Äëÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé âèäà (8) â ðà-

áîòàõ [6, 7℄ áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå äâóñòîðîííèå îöåíêè. Ïðèâåäåì çäåñü

ýòè ðåçóëüòàòû.

�3. Îöåíêè äëÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé

�àññìîòðèì ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå âèäà

ẋ(t) + ax(t) +

∫ ω

0

x(t− s) dr(s) = 0, t ∈ R+, (9)

ãäå a ∈ R, ω > 0, r � �óíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, r(0) = 0, èíòå-
ãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå �èìàíà � Ñòèëòüåñà. ×åðåç x0 = x0(t) áóäåì
îáîçíà÷àòü �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ óðàâíåíèÿ (9) èìååò âèä

g(γ) = −γ + a+

∫ ω

0

eγs dr(s), γ ∈ R.

Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîëîæèòåëüíîñòè �óíäàìåí-

òàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2 ([2℄). Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) ïîëîæè-

òåëüíî ïðè âñåõ t ≥ 0, åñëè è òîëüêî åñëè �óíêöèÿ g èìååò íà âåùåñòâåí-
íîé îñè õîòÿ áû îäèí êîðåíü.
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Â ñëó÷àÿõ, êîãäà �óíêöèÿ r ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé (íåâîçðàñòàþùåé

èëè íåóáûâàþùåé), äëÿ �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) ïîëó-

÷åíû äâóñòîðîííèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè.

Òåîðåìà 3 ([6, 7℄). Ïóñòü �óíêöèÿ r íåóáûâàþùàÿ. Òîãäà ýêâèâà-

ëåíòíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) èìååò ïðè íåêîòîðûõ α,N >
0 äâóñòîðîííþþ îöåíêó

0 < x0(t) ≤ Ne−αt, t ∈ R+. (10)

• Ñóùåñòâóåò ζ > 0, òàêîå ÷òî g(ζ) = 0, g′(ζ) < 0.

• Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà g(0) > 0, g′(0) < 0 è
∫ ω

0
e(ζ

∗+a)sdr(s) ≤ ζ∗,
ãäå ζ∗ � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

∫ ω

0

ζse(ζ+a)sdr(s) =

∫ ω

0

e(ζ+a)sdr(s).

Åñëè óäàåòñÿ íàéòè êîðåíü óðàâíåíèÿ g(ζ) = 0, òî îöåíêó (10) ìîæíî
ñäåëàòü ý��åêòèâíîé.

Òåîðåìà 4 ([6, 7℄). Åñëè â óðàâíåíèè (9) �óíêöèÿ r íåóáûâàþùàÿ,
à äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè ïðè íåêîòîðîì âåùåñòâåííîì ζ > 0
âûïîëíåíû óñëîâèÿ g(ζ) = 0, g′(ζ) < 0, òî �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (9) èìååò äâóñòîðîííþþ îöåíêó

e−ζt ≤ x0(t) ≤ −
1

g′(ζ)
e−ζt, t ∈ R+, (11)

è, êðîìå òîãî, lim
t→∞

x0(t)e
ζt = − 1

g′(ζ)
.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû è ïîñòîÿííûå 1 è − 1
g′(−ζ)

â

îöåíêå (11) òî÷íûå.

Òåîðåìà 5 ([6, 7℄). Ïóñòü �óíêöèÿ r íåâîçðàñòàþùàÿ. Òîãäà ýêâèâà-
ëåíòíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) èìååò îöåíêó (10).
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• Ôóíêöèÿ g èìååò âåùåñòâåííûé êîðåíü.

• a+ r(ω) > 0.

Òåîðåìó 5 òàêæå ìîæíî óñèëèòü, åñëè íàéäåí êîðåíü �óíêöèè g.

Òåîðåìà 6 ([6, 7℄). Åñëè â óðàâíåíèè (9) �óíêöèÿ r íåâîçðàñòàþùàÿ
è ïðè íåêîòîðîì âåùåñòâåííîì ζ > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî g(ζ) = 0, òî
�óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) èìååò äâóñòîðîííþþ îöåíêó

me−ζt ≤ x0(t) ≤ e−ζt, t ∈ R+, (12)

è, êðîìå òîãî, lim
t→∞

x0(t)e
ζt = − 1

g′(ζ)
.

Çàìå÷àíèå 3. Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû è ïîñòîÿííûåm = min
t∈[0,ω]

x0(t)e
ζt

è 1 â îöåíêå (12) òî÷íûå.

Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå ñðàâíåíèÿ (8). Çàïèøåì åå �óíäàìåíòàëüíóþ

ìàòðèöó

X0(t) = diag {x01(t), x02(t), . . . , x0n(t)},

ãäå x0k � �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (8), è õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêóþ �óíêöèþ:

G0(γ) = diag {g1(γ), g2(γ), . . . , gn(γ)},

ãäå gk � ñîîòâåòñòâåííî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè óðàâíåíèé (8).

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè k = 1, m �óíêöèè rk íåóáûâàþùèå è äëÿ �óíêöèé
gk âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4, à ïðè k = m+ 1, n �óíêöèè rk íåâîç-
ðàñòàþùèå è äëÿ �óíêöèé gk âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6. ×åðåç ζk
îáîçíà÷èì íàèìåíüøèå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè �óíêöèé gk.

Èç òåîðåì 4 è 6 ïîëó÷àåì îöåíêè äëÿ ýëåìåíòîâ �óíäàìåíòàëüíîé

ìàòðèöû X0(t):

åñëè k = 1, m, òî e−ζkt ≤ x0k(t) ≤ −
1

g′k(ζk)
e−ζkt; (13)

åñëè k = m+ 1, n, òî mke
−ζkt ≤ x0k(t) ≤ e−ζkt. (14)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Θ ≤ X0(t) ≤ Ne−ζ0t, t ∈ R+, (15)

ãäå ζ0 = min {ζ1, ζ2, . . . , ζn}, N = diag {− 1
g′
1
(ζ1)

, . . . ,− 1
g′m(ζm)

, 1, . . . , 1}.



Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü è îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåì 138

�4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Èñïîëüçóÿ (8) â êà÷åñòâå ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì äâóñòîðîííþþ

îöåíêó �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (7).

Èç ðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (7)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

Ẋ(t) + AX(t) +

∫ ω

0

dR(s)X(t− s) =

∫ σ

0

dP (s)X(t− s), t ∈ R+, (16)

äîïîëíåííîãî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè X(0) = I, X(ξ) = Θ ïðè ξ < 0.
Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (3), ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (16) â ýêâèâàëåíòíîé

èíòåãðàëüíîé �îðìå:

X(t) = X0(t) + (TX)(t), t ∈ R+, (17)

ãäå

(TY )(t) =

∫ t

0

X0(t− s)

∫ σ

0

dP (θ)Y (s− θ) ds.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Âîëü-

òåððû, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ðàâåí íóëþ. Åñëè �óíê-

öèÿ P íå óáûâàåò íà [0, σ], òî îïåðàòîð T èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êîíó-

ñà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö-�óíêöèé. Ýòè �àêòû ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü

ê îïåðàòîðó T ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 1 ([4, Òåîðåìà 9.3, ñ. 86℄). Åñëè äëÿ ìàòðèöû V ≥ Θ
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V ≤ TV +X0 (TV +X0 ≤ V ),

òî V ≤ X (X ≤ V ), ãäå X � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ X = TX +X0.

Ëåììà 1. Åñëè X0(t) ≥ 0, à ìàòðèöà-�óíêöèÿ P íå óáûâàåò, òî �óí-

äàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ñèñòåì (7) è (8) ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì X(t) ≥
X0(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = Θ, òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî
X(t) ≥ Θ, à èç ðàâåíñòâà (17) ñ ó÷åòîì óñëîâèé ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî

X(t) ≥ X0(t).
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Çàìå÷àíèå 4. Òàê êàê äëÿ ìàòðèöû X0(t) íåðàâåíñòâà (13) è (14)

äàþò ý��åêòèâíóþ îöåíêó ñíèçó, òî â ñèëó ëåììû 1 òå æå ñàìûå îöåíêè

âåðíû è äëÿ ìàòðèöû X(t).

Ïóñòü γ ∈ [0, ζ0]. Îáîçíà÷èì

U(γ) =

∫ σ

0

eγsdP (s), G(γ) = G0(γ)− U(γ),

H(γ) = I −G−1
0 (γ)U(γ).

Çàìåòèì, ÷òî

H(γ) = G−1
0 (γ)G(γ), H−1(γ) = G−1(γ)G0(γ),

ñëåäîâàòåëüíî, íà [0, ζ0] ìàòðèöû H(γ) è G(γ) ïîëîæèòåëüíî îáðàòèìû
îäíîâðåìåííî.

Ëåììà 2. Åñëè äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ

âûïîëíåíû îöåíêè (15) è ïðè íåêîòîðîì γ ∈ [0, ζ0] ìàòðèöà H(γ) ïî-
ëîæèòåëüíî îáðàòèìà, òî äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (7)

ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

Θ ≤ X(t) ≤ H−1(γ)Ne−γt, t ∈ R+. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì C = H−1(γ)N , ãäå N � äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà â îöåíêå (15). Òàêèì îáðàçîì, C ≥ Θ è

C = N +G−1
0 (γ)U(γ)C.

Ïîëîæèì V (t) = Ce−γt
è óáåäèìñÿ, ÷òî âûïîëíåíî âòîðîå èç óñëîâèé

â ïðåäëîæåíèè 1. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 è îöåíêó (18),

ïîëó÷àåì

(TV )(t) +X0(t) = X0(t) +

∫ t

0

X0(t− s)

∫ σ

0

dP (θ)Ce−γ(s−θ) ds

≤ Ne−γt +

∫ t

0

X0(t− s)eγ(t−s)

∫ σ

0

dP (θ)eγθCe−γt ds

= Ne−γt +

(∫ t

0

X0(t− s)eγ(t−s) ds

)(∫ σ

0

eγθdP (θ)

)
Ce−γt

≤ Ne−γt +

(∫
∞

0

X0(s)e
γs ds

)
U(γ)Ce−γt

=
(
N +G−1

0 (γ)U(γ)C
)
e−γt = Ce−γt = V (t).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X(t) ≤ Ce−γt
.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñðàâíå-

íèÿ âûïîëíåíû îöåíêè (15). Åñëè ìàòðèöàH(0) ïîëîæèòåëüíî îáðàòèìà,
òî ñèñòåìà (7) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû

H(0) íåîòðèöàòåëüíû, òî îíà ïîëîæèòåëüíî îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå åå óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû [14℄.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçMk(γ) (k = 1, n) óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöûH(γ). Ïî-
ñêîëüêó Mk(γ) ñîñòàâëåíû èç ñóìì è ïðîèçâåäåíèé íåïðåðûâíûõ �óíê-

öèé, òî èç òîãî, ÷òî Mk(0) > 0, ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ïðî-

ìåæóòîê [0, γk), íà êîòîðîì Mk(γ) > 0. Çíà÷èò, ìàòðèöà H(γ) ïîëîæè-
òåëüíî îáðàòèìà íà ìíîæåñòâå [0, γ∗), ãäå γ∗ = min γk. Ññûëêà íà ëåììó
2 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñðàâ-

íåíèÿ âûïîëíåíû îöåíêè (15). Cèñòåìà (7) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà,

åñëè è òîëüêî åñëè ìàòðèöà G(0) = A+
∫ ω

0
dR(s)−

∫ σ

0
dP (s) ïîëîæèòåëüíî

îáðàòèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3, à äîñòà-

òî÷íîñòü � èç òåîðåìû 7 è �àêòà îäíîâðåìåííîé ïîëîæèòåëüíîé îáðà-

òèìîñòè ìàòðèö H(0) è G(0).

Çàìå÷àíèå 5. Ñëåäñòâèå 4 ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèÿìè ýêñïîíåíöèàëü-

íîé óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [15℄ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñèñòå-

ìà (7) èìååò âèä

ẋ(t) +

K∑

k=1

Akx(t− ωk) =

J∑

j=1

Bjx(t− σj), t ∈ R+,

è â ðàáîòå [11℄ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñèñòåìà (7) èìååò âèä

ẋ(t) + Ax(t) =

J∑

j=1

Bjx(t− σj) +

∫ 0

−σ

F (s)x(t+ s)ds, t ∈ R+.

Îáðàòèìñÿ åùå ðàç ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

óñëîâèÿ òåîðåìû 7 îáåñïå÷èâàþò íå ïðîñòî ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷è-

âîñòü ñèñòåìû (7), íî âûïîëíåíèå îöåíêè (18) íà ìíîæåñòâå [0, γ∗). Ìà-

íèïóëèðóÿ ïàðàìåòðîì γ âíóòðè óêàçàííîãî èíòåðâàëà, ìîæíî ñäåëàòü



141 Ò. Ë. Ñàáàòóëèíà, Â. Â. Ìàëûãèíà

áîëåå ñèëüíûì ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû (íî ïðè ýòîì óâåëè÷èòü êîý��è-

öèåíò ïðè ýêñïîíåíòå) èëè îñòàâèòü ïîêàçàòåëü áîëåå ñëàáûì (çà ñ÷åò

÷åãî óìåíüøèòü êîý��èöèåíò). Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (18) äàåò öåëîå

ñåìåéñòâî ý��åêòèâíûõ îöåíîê, åñëè ìû óìååì îïðåäåëÿòü ÷èñëî γ∗
. Â

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7 ìû îïðåäåëèëè åãî êàê íàèìåíüøèé èç ïåðâûõ

ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèé Mk(γ) = 0. Íî â äåéñòâèòåëüíîñòè

ñïðàâåäëèâ áîëåå ñèëüíûé �àêò.

Ëåììà 3. Ïóñòü ìàòðèöà H(0) ïîëîæèòåëüíî îáðàòèìà è γ0 � ïåð-

âûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ detH(γ) = 0. Òîãäà H(γ) ïîëî-
æèòåëüíî îáðàòèìà ïðè âñåõ γ ∈ [0, γ0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà H(γ) êâàçèíåïîëîæèòåëü-

íà: âñå åå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íåïîëîæèòåëüíû.

Íàçîâ¼ì êâàçèíåïîëîæèòåëüíóþ ìàòðèöó ïðàâèëüíîé, åñëè ïðè çà-

ìåíå ëþáîãî åå ñòîëáöà ëþáûì íåïîëîæèòåëüíûì ñòîëáöîì ïîëó÷àåòñÿ

ìàòðèöà, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé íåïîëîæèòåëåí, è íåïðàâèëüíîé â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå.

Êàê èçâåñòíî [8, ãë. 6℄, ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàòèìîñòü êâàçèíåïîëîæè-

òåëüíîé ìàòðèöû ðàâíîñèëüíà ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ åå ãëàâíûõ ìèíî-

ðîâ. Òàêèì îáðàçîì, âñå ãëàâíûå ìèíîðû Pk(0) ìàòðèöû H(0) ïîëîæè-
òåëüíû. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 è âñåõ γ ∈ [0, δ)
èìååì Pk(γ) > 0. Â ýòîì ïóíêòå äîêàçàòåëüñòâà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ γ ∈
[0, δ) âñå ãëàâíûå ïîäìàòðèöû (ò. å. ìàòðèöû, ïîëó÷àåìûå âû÷åðêèâà-

íèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ îäèíàêîâûìè ìíîæåñòâàìè íîìåðîâ) ìàòðèöû

H(γ) îñòàþòñÿ ïðàâèëüíûìè. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ
íåïðàâèëüíîé ãëàâíîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû H(γ) ñëåäóåò ñóùåñòâîâà-

íèå åå íåïðàâèëüíîé ãëàâíîé ïîäìàòðèöû ìåíüøåãî ðàçìåðà. Òåì ñàìûì

öåëü áóäåò äîñòèãíóòà, ïîñêîëüêó âñå ìàòðèöû ðàçìåðà 1×1 ïðàâèëüíûå.
Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàâíàÿ ïîäìàòðèöà Hk = (hi,j)

k
i,j=1 ìàò-

ðèöû H(γ) è íåïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö g = col (g1, . . . , gk), çàìåíÿÿ êî-

òîðûì m-é ñòîëáåö ìàòðèöû Hk ïîëó÷àåì ìàòðèöó M ñ ïîëîæèòåëüíûì

îïðåäåëèòåëåì. �àçëîæèì ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî m-ìó ñòîëáöó:

detM =

k∑

i=1

(−1)m+igi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h1,1 . . . h1,m−1 h1,m+1 . . . h1,k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
hi−1,1 . . . hi−1,m−1 hi−1,m+1 . . . hi−1,k

hi+1,1 . . . hi+1,m−1 hi+1,m+1 . . . hi+1,k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
hk,1 . . . hk,m−1 hk,m+1 . . . hk,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

k∑

i=1

(−1)m+igi detHi,m = gm detHm,m −
∑

i∈{1,...,m−1,m+1,...,k}

gi detGi,m,
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ãäå ìàòðèöû Gi,m ïîëó÷àþòñÿ èç ìàòðèö Hi,m ïåðåñòàíîâêîé i-ãî ñòîëáöà
íà ìåñòî (m−1)-ãî (åñëè i < m) èëè (i−1)-ãî íà ìåñòî m-ãî (åñëè i > m),

÷òîáû âñå ýëåìåíòû hj,j îêàçàëèñü íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Â ñèëó òîãî,

÷òî gi ≤ 0, i = 1, k, è detHm,m > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî îäèí èç îïðåäåëèòå-

ëåé detGi,m, i 6= m, ïîëîæèòåëåí, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíà èç ãëàâíûõ

ïîäìàòðèö ïîðÿäêà k − 1 ìàòðèöû Hk íåïðàâèëüíàÿ.

2. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ëåììà áóäåò äîêàçàíà, åñëè äëÿ óãëîâûõ ìè-

íîðîâ ìàòðèöû H(γ) áóäåò ïîêàçàíî ñëåäóþùåå: åñëè äëÿ íåêîòîðûõ

k ∈ {1, . . . , n − 1} è γ1 > 0 èìååì Mk(γ1) = 0 è Mi(γ) > 0, i = 1, k,
γ ∈ [0, γ1), òî Mk+1(γ1) ≤ 0. Ïîêàæåì ýòî.

Îáîçíà÷èì H(γ) = (hi,j(γ))
n
i,j=1 è ÷åðåç µk,i îïðåäåëèòåëè ìàòðèö,

îáðàçîâàííûõ ïåðåñå÷åíèåì ïåðâûõ k ñòðîê ìàòðèöû H(γ) è åå ñòîëáöîâ
ñ ïåðâîãî ïî (k + 1)-é, êðîìå i-ãî. Çàìåòèì, ÷òî

Mk+1(γ) = hk+1,k+1(γ)Mk(γ) +
k∑

i=1

(−1)k+1+ihk+1,i(γ)µk,i(γ).

Åñëè Mk(γ1) = 0 è Mk+1(γ1) > 0, òî ñðåäè ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷à-

ñòè â ñèëó íåïðåðûâíîñòè åñòü ïîëîæèòåëüíûå äëÿ íåêîòîðûõ γ < γ1.
Íî (−1)hk+1,i ≥ 0, à ÷èñëà (−1)k+iµk,i(γ) ðàâíû îïðåäåëèòåëÿì ìàòðèö,

ïîëó÷åííûõ çàìåíîé ñòîëáöà â ãëàâíîé ïîäìàòðèöå Hk ðàçìåðà k × k
ìàòðèöû H(γ) íåïîëîæèòåëüíûì ñòîëáöîì. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Hk

íåïðàâèëüíàÿ. À ýòî â ñèëó Mi(γ) > 0, i = 1, k, γ ∈ [0, γ1), êàê ïîêàçàíî

â ïóíêòå 1, íåâåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, ñ�îðìóëèðîâàííîå âûøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, à èç

íåãî ñëåäóåò ëåììà.

Èç ëåìì 2 è 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñðàâíå-

íèÿ âûïîëíåíû îöåíêè (15), ìàòðèöà H(0) ïîëîæèòåëüíî îáðàòèìà, à

γ0 � ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ detH(γ) = 0. Òîãäà äëÿ
�óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (7) ïðè âñåõ γ ∈ [0, γ0) ñïðàâåäëèâà
äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà (18).

�5. Ïðèìåðû

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà íåñêîëüêèõ ïðè-

ìåðàõ, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ñèñòåì ñðàâíåíèÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ïîñëåäåéñòâèÿ.
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Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ñèñòåìó ÔÄÓ, äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà ñðàâ-

íåíèÿ ñîäåðæèò ñîñðåäîòî÷åííîå çàïàçäûâàíèå, ïðè÷åì �óíêöèÿ r1(s)
íåóáûâàþùàÿ, à r2(s) = 0.




ẋ1(t) + 1.5x1(t− 0.2) =

∫ 1

0

x2(t− s) ds,

ẋ2(t) + 1.2x2(t) = 0.5x1(t) + 0.3x1(t− 1).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ñðàâíåíèÿX0(t) = diag{x01(t), x02(t)}.
Î÷åâèäíî, ÷òî x02(t) = e−1.2t

, íàéä¼ì òî÷íûå îöåíêè äëÿ �óíäàìåíòàëü-

íîãî ðåøåíèÿ x01(t) óðàâíåíèÿ

ẋ1(t) + 1.5x1(t− 0.2) = 0, t ∈ R+. (19)

Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ

g1(γ) = −γ + 1.5e0.2γ

è åå ïðîèçâîäíóþ:

g′1(λ) = −1 + 0.3eγ.

Âû÷èñëèì âåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ g1(γ) = 0:

γ1 ≈ 8.90669, γ2 ≈ 2.44701.

Èñêîìûé ïîêàçàòåëü ζ1 ≈ 2.44701. Îòñþäà

−
1

g′1(ζ1)
=

1

1 + 0.2ζ1
≈ 1.95849.

Îöåíêó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

e−2.4470t ≤ x01(t) ≤ 1.9585 e−2.4471t, t ≥ 0.

Âû÷èñëèì

G0(γ) = diag{−γ + 1.5e0.2γ,−γ + 1.2},

G−1
0 (γ) = diag

{
1

−γ + 1.5e0.2γ
,

1

−γ + 1.2

}
,

U(γ) =

(
0 eγ−1

γ

0.5 + 0.3eγ 0

)
, H(γ) =

(
1 − 1

−γ+1.5e0.2γ
eγ−1
γ

−0.5+0.3eγ

−γ+1.2
1

)
,
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detH(γ) = 1−
(0.5 + 0.3eγ) e

γ
−1
γ

(−γ + 1.2)(−γ + 1.5e0.2γ)
,

H−1(γ) =
1

detH(γ)

(
1 1

−γ+1.5e0.2γ
eγ−1
γ

0.5+0.3eγ

−γ+1.2
1

)
.

Òîãäà

C = H−1(γ)N =
1

detH(γ)

(
1.9585 1

−γ+1.5e0.2γ
eγ−1
γ

1.9585 · 0.5+0.3eγ

−γ+1.2
1

)

è γ0 ≈ 0.336883 � ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé íóëü óðàâíåíèÿ detH(γ) = 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî H−1(0) ≥ Θ, òåîðåìà 8 ïðèìåíèìà.

Íàéä¼ì ìàòðèöó C äëÿ äâóõ ðàçíûõ çíà÷åíèé γ:

ïðè γ = 0.3 èìååì C =

(
21.0752 9.70739
21.1913 10.7609

)
,

ïðè γ = 0.1 èìååì C =

(
4.40963 1.65557
3.33349 2.25153

)
.

Äëÿ ëþáîé ïàðû C, γ ïîëó÷àåì îöåíêó diag{e−2.447t, e−1.2t} ≤ X(t) ≤
Ce−γt

, t ∈ R+.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ñèñòåìó ÔÄÓ, ñîäåðæàùóþ è ñîñðåäîòî÷åí-

íûå, è ðàñïðåäåëåííûå çàïàçäûâàíèÿ. Â ñèñòåìå ñðàâíåíèÿ îáå �óíêöèè

r1(s) è r2(s) íåâîçðàñòàþùèå.





ẋ1(t) + 2x1(t)−

∫ t

t−1

x1(s) ds−
1

2
x1(t− 2) = 0.5

∫ 1

0

x2(t− s) ds,

ẋ2(t) + x2(t)−
1

2
√
e
x2(t− 1) = 0.3x1(t).

Â ðàáîòå [7℄ äëÿ óðàâíåíèé ñðàâíåíèÿ

ẋ1(t) + 2x1(t)−

∫ t

t−1

x1(s) ds−
1

2
x1(t− 2) = 0, t ∈ R+,

ẋ2(t) + x2(t)−
1

2
√
e
x2(t− 1) = 0, t ∈ R+.
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íàéäåíû òî÷íûå îöåíêè �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé:

0.026e−0.183t ≤ x01(t) ≤ e−0.182t, t ∈ R+,

e−
t+1

2 ≤ x02(t) ≤ e−
t
2 , t ∈ R+.

Äàëåå ïîëó÷àåì:

G0(γ) = diag
{
−γ + 2− eγ−1

γ
− 1

2
e2γ ,−γ + 1− 1

2
√

e
eγ
}
,

U(γ) =

(
0 0.5 eγ−1

γ

0.3 0

)
, H(γ) =




1 − 0.5

−γ+2−
eγ−1
γ

−
1
2
e2γ

eγ−1
γ

− 0.3

−γ+1−
1

2
√

e
eγ

1


 ,

detH(γ) = 1−
0.15 eγ−1

γ
(

−γ+2−
eγ−1
γ

−
1
2
e2γ

)(

−γ+1−
1

2
√

e
eγ

) ,

H−1(γ) =
1

detH(γ)




1 0.5

−γ+2−
eγ−1
γ

−
1
2
e2γ

eγ−1
γ

0.3

−γ+1−
1

2
√

e
eγ

1


 ,

γ0 ≈ 0.088147 � ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé íóëü óðàâíåíèÿ detH(γ) = 0.
Ïîñêîëüêó

H−1(0) =

(
5(2

√

e−1)
7
√

e−5
5(2

√

e−1)
7
√

e−5
5(2

√

e−1)
7
√

e−5
3
√

e
7
√

e−5

)
≥ 0,

òî òåîðåìà 8 ïðèìåíèìà.

Íàéä¼ì ìàòðèöó C = H−1(γ)N äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé γ:

ïðè γ = 0.08 èìååì C =

(
10.3846 18.5026
5.26714 10.3846

)
,

ïðè γ = 0.05 èìååì C =

(
2.89932 3.99609
1.37804 2.89932

)
,

ïðè γ = 0.02 èìååì C =

(
2.01042 2.25866
0.899374 2.01042

)
.

Äëÿ ëþáîé ïàðû C, γ ïîëó÷àåì îöåíêó diag{0.026e−0.183t, e−
t+1

2 } ≤ X(t) ≤
Ce−γt, t ∈ R+.
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Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì ñèñòåìó ÔÄÓ, â ñèñòåìå ñðàâíåíèÿ êîòîðîé

�óíêöèÿ r1(s) íåóáûâàþùàÿ, à r2(s) íåâîçðàñòàþùàÿ.




ẋ1(t)− 0.5x1(t) + 2x1(t− 0.1) +

∫ t

t−0.2

x1(s) ds =

= 0.6x1(t− 0.3) + 0.5

∫ 1

0

x2(t− s) ds,

ẋ2(t) + 1.5x2(t)− x2(t− 1) = 0.3x1(t).

Â ðàáîòå [7℄ äëÿ óðàâíåíèé ñðàâíåíèÿ

ẋ1(t)− 0.5x1(t) + 2x1(t− 0.1) +

∫ t

t−0.2

x1(s) ds = 0, t ∈ R+,

ẋ2(t) + 1.5x2(t)− x2(t− 1) = 0, t ∈ R+,

áûëè íàéäåíû òî÷íûå îöåíêè �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé:

e−2.261t ≤ x01(t) ≤ 1.385e−2.260t, t ∈ R+,

0.282e−0.236t ≤ x02(t) ≤ e−0.235t, t ∈ R+.

Ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûå ìàòðèöû

G0(γ) = diag
{
−γ − 0.5 + 2e0.1γ + e0.2γ−1

γ
,−γ + 1.5− eγ

}
,

U(γ) =

(
0.6e0.3γ 0.5 eγ−1

γ

0.3 0

)
,

H(γ) =



1− 0.6e0.3γ

−γ−0.5+2e0.1γ+
e0.2γ−1

γ

− 0.5

−γ−0.5+2e0.1γ+
e0.2γ−1

γ

eγ−1
γ

− 0.3
−γ+1.5−eγ

1


 ,

detH(γ) = 1− 0.6e0.3γ

−γ−0.5+2e0.1γ+
e0.2γ−1

γ

−
0.15 eγ−1

γ
(

−γ−0.5+2e0.1γ+
e0.2γ−1

γ

)

(−γ+1.5−eγ)
,

H−1(γ) =
1

detH(γ)




1 0.5

−γ−0.5+2e0.1γ+
e0.2γ−1

γ

eγ−1
γ

0.3
−γ+1.5−eγ

1− 0.6e0.3γ

−γ−0.5+2e0.1γ+
e0.2γ−1

γ


 ,

íàõîäèì ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ detH(γ) = 0: γ0 ≈
0.157756. Ïîñêîëüêó

H−1(0) =

(
17/8 5/8
51/40 11/8

)
≥ 0,
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òî ìû â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû 8.

Íàéä¼ì ìàòðèöó C = H−1(γ)N äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé γ:

ïðè γ = 0.15 èìååì C =

(
22.9427 5.64408
36.5785 9.99858

)
,

ïðè γ = 0.1 èìååì C =

(
4.79267 1.12179
4.87672 2.14147

)
,

ïðè γ = 0.05 èìååì C =

(
3.4532 0.769603
2.59815 1.57904

)
.

Äëÿ ëþáîé ïàðû C, γ ïîëó÷àåì îöåíêó diag{e−2.261t, 0.282e−0.236t} ≤ X(t) ≤
Ce−γt

, t ∈ R+.
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