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ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ СОЛИТОНЫ В ДВУХУРОВНЕВЫХ СИСТЕМАХ 

Д. В. Красовицкий 

Известно [*], что в ряде практически важных случаев процесс распространения электро­
магнитных волн в нелинейных средах с дисперсией удается проанализировать с помощью 
нелинейного параболического уравнения 

дЕ дЕ v'g д2Е 
*1Г + *У*- + Т"33— « 1 * | « * - 0 . (1) 

где Е — комплексная амплитуда электрического поля; а — коэффициент, характеризующий 
нелинейные свойства среды, групповые скорости vg и vr

g=dvg/dk связаны с линейным показа­
телем преломления ск/ы=п0 (а>) соотношениями [ 2 ] 

Г d > i kv'ff v2

g dz 

Примером использования уравнения (1) является расчет ленгмюровских солитонов 
в плазме [ х ] . 

Однако задача существенно усложняется при наличии резонансных частиц, когда пока­
затель преломления >г0 (ш) имеет особенность и, следовательно, коэффициенты -ид и v'g не оп­
ределены на резонансной частоте. Такая ситуация возникает, например, в плазме с пучком 
заряженных частиц, когда показатель преломления имеет полюса, соответствующие черенков-
скому и циклотронному резонансам [2> 3 ] . Аналитические решения для такой двухкомпо-
нентной системы удается получить для пучков малой плотности, когда вкладом резонансных 
частиц в дисперсию можно пренебречь и она определяется линейной плазмой. Если же мощ­
ный импульс поля распространяется в однокомпонентной среде, то число резонансных час­
тиц не мало и дисперсионные свойства среды существенно зависят от амплитуды волны. В этом 
случае параболическое уравнение (1) теряет смысл, а интегрирование самосогласованной 
системы уравнений должно определить как форму волны, так и нелинейный закон дисперсии. 

Метод решения такого рода задачи ниже проанализирован для электромагнитных волн 
в двухуровневых системах [4> 5 ] , когда нелинейность является достаточно простой и решение 
приводится к элементарным функциям. При этом по сравнению с [ 5 ] удается не только опре­
делить форму уединенного импульса, но и найти зависимость диэлектрической проницаемости 
от амплитуды поля. Последнее соотношение позволяет определить групповую и фазовую ско­
рости вблизи резонанса и устранить особенность в формулах линейной теории. 

Отметим, что проведенное в работе исследование является анализом эффекта самоинду­
цированной прозрачности [ 5] с точки зрения общей теории солитонов 

Следуя работе [*], используем в качестве исходной следующую систему нелинейных 
уравнений: 

ЬгЕ 1 д2Е 4 - д~Р 
dzz ~~ с 2 dt2 = с 2 dt2 ' 

д2Р ^ 2Nd*Q 
-&r + Q 2 p = -—K-WE> (3) 
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где Р и Е — проекции вектора поляризации и электрического поля волны на плоскость (ху); 
2 , N и d — резонансная частота, плотность и дипольный момент среды; разность заселен-

ностей уровней равна 

y~\Nd ] ~\NQd dt J J * (4) 
P \ 2 / 1 < ^ \ 2 ? А 

* ) J 
В линейном приближении для гармоники ехр (ш — ikz) из (3) следует дисперсион­

ное уравнение 
( с к V , , , 4 , Q2 , SizNd2

 ш Q 2 

имеющее особенность при о = 0, т. е. когда частота волны совпадает с собственной 
частотой среды Q. Поэтому коэффициенты в уравнении (1) 

не определены при о = 0. 

В нелинейном приближении будем искать решение (3) в виде волн огибающей 

Е = Nd Re в (?) ехр (Ш — ikz), 

P — Ndhea (?) ехр (Ш — ikz), (7) 

£ = Q/c • (z —pc*) 

с медленно изменяющимися амплитудами, что справедливо при выполнении неравенств [ 4] 

g 2 < ^ l , | & | < ^ 1 , 1 тг2 — 1 | < ^ 1 , (8) 

где тг = с&/ш; и> и /с — волновое число и частота волны; и = $с — скорость переноса 
амплитуды. 

При подстановке (7) в (3) и (4) неравенства (8) позволяют опустить вторые произ­
водные от амплитуд и понизить порядок системы нелинейных уравнений в полных про­
изводных (по переменной £) 

2i (п — В) е + {п2 — 1) е = 4теа, 

—2ipd -|» оа = д2/4тс . (1 — | а | 2 ) ^ Е . (9) 

Исключая а из второго уравнения (9), получаем следующее нелинейное уравнение д л я 
безразмерной комплексной амплитуды поля: 

4р (п _ р) s _j_ 2i [о ( и — р) — р (/г2 — 1)] ё + Ъ [п1 — 1) в =г 

= ( ^ - ) 2 I 1 6 * 2 - 4 (п — Р ) 2 j i J 2 — ( Л 2 — I ) 2 | е |* — 2* (» — Р) < Л - е ё * ) ] 1 / 2 е . (10) 

Существенное упрощение этого уравнения достигается, если коэффициент при е обра­
щается в нуль и функция е является вещественной, что соответствует волне, резонансной по 
групповой скорости, когда изменение амплитуды не сопровождается уходом фазы. Легко 
видеть, что такое решение существует при п— 1 и 8 = 0 , но при этом скорость и остается сво­
бодным параметром [ 5 ] . Поэтому мы будем гсчитать, что обращается в нуль выражение 
в квадратной скобке в (10) 

р = п ( 1 + ( Л * - 1 ) / & ) - 1 = = р , (11) 

Сравнивая выражения (11) и (6), видим, что равенство (И) эквивалентно u = i y Однако 
при этом групповая скорость vg—c$g может не совпадать с линейной (6), так как зависит от 
амплитуды поля. 

Учитывая, что равенство (И) определяет коэффициент при старшей производной в (10), 
введем новые переменные 

У = ^ \ * * - 1 \ . « = <?= »(„£-!) <12> 

и представим (10) в виде 

/ + у = 5 9 ( 1 - У 2 - У / 2 ) Х / * У . ( 1 3 > 

где* штрихом обозначен а производная по z. 
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Будем искать решение (13) в виде уединенного импульса, т. е. удовлетворяющее усло­
виям у—уг=0 [*]. После интегрирования находим 

Нужное решение существует при Q > 1, когда в правой части (14) есть «точка поворота» 
и имеет вид 

у = 2IQ • (<? - l ) V z sech [(<? - (15) 

Удобно выразить промежуточный параметр Q через максимальную амплитуду поля в Л , 
Учитывая (12), получаем 

е (?) = s, n sech ( g 2 e , ^ / 1 6 ^ ) , 

(Q-l^^qHJSnb. (16) 

Последнее соотношение отражает нелинейный закон дисперсии для уединенных волн 
в двухуровневой системе. Действительно, подставляя значение Q из (12), получаем следующее 
соотношение: 

» ' - 1 + ТГ 

Е = Ет sech 

обобщающее линейное дисперсионное уравнение (5). Д л я определения групповой и фазовой 
скорости волны в условиях резонанса подставим (17) в (11) и перейдем к пределу S О 

8nNhQ W с 

где Em=Ndem. Это выражение для групповой скорости совпадает с найденным в [ 7 ] из ка­
чественных соображений. 

В размерных переменных выражение (16) для уединенного импульса принимает вид 

Следует отметить, что поле волны зависит от расстройки по частоте о только через груп­
повую скорость vff. В то же время амплитуда поляризации среды и разность заселенностей 
энергетических уровней (4) существенно зависят от о. В максимуме поля С = 0 имеют место 
соотношения 

Pm = 2 N d T ^ - r , wm = - ^ - , (20) 

где =p.dEm/hQ\ о |. Отсюда следует, что при JJ. > 1 в центре солитона двухуровневая система 
находится в состоянии с инверсной заселенностью уровней Wm > 0. В частности, это условие 
всегда выполнимо для резонансного солитона о = 0 . 

В заключение отметим, что нелинейный закон дисперсии (17) отличается от аналогичного 
соотношения, полученного в [ 8 ] для монохроматической волны. 
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