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ТОЧНАЯ АСИМПТОТИКА СПЕКТРА ОПЕРАТОРА [ЛАПЛАСА 
НА МНОГООБРАЗИИ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИМИ 

0. Введение 

Пусть M — гладкое (т. е. класса С°°) компактное d-мерное многообразие, 
d >- 2. Мы будем оперировать с полуплотностями на М, так что корректно 
определено пространство L 2 (M) (взамен этого можно зафиксировать гладкую 
положительную плотность и оперировать с функциями на М). Рассмотрим поло­
жительный самосопряженный оператор i в L 2 (M); именно, если M — много­
образие без края, то st> — эллиптический псевдодифференциальный оператор 
(ПДО), если M — многообразие с краем, то —эллиптический дифференциаль­
ный оператор с эллиптическим (дифференциальным или псевдодифференциаль­
ным) краевым условием. Порядок оператора обозначим через т. Пусть m > 0. 
Тогда спектр оператора s& дискретен и накапливается к + о о . Обозначим че­
рез N (к) число собственных значений (с учетом кратности) оператора зФ, не 
превосходящих Хт. 

Если 
N (I) = c0Kd -г с^-1 + о ( À r f _ 1 ) , I - > + о о , (0.1) 

где с0, сх —константы, то будем говорить, что функция N (К) имеет вейлевскую 
асимптотику. Если 

N (А,) = c0Xd + с^*-1 + Q + о (Xd-1), l - > + oo , (0.2) 

где c0, CX — константы, a Q —ограниченная равномерно непрерывная на R 1 

функция, то будем говорить, что функция N (К) имеет квазивейлевскую асим­
птотику. Наконец, будем говорить, что N (К) имеет кластерную асимптотику, 
если выполнено следующее условие: существуют арифметическая прогрес­
сия {(D/J и сходящаяся к нулю последовательность положительных чисел \еп}9 

такие, что 
£ [N(^ + Ek)~N((Dk-Ek)]^constkd-to(№) (0.3) 

при А , - > + о о . Вейлевская асимптотика является частным случаем квази­
вейлевской, наличие кластеров, напротив, исключает (0.2). 

В известных работах Дж. Дейстермаата и В. Гийемина, В. Я. Иврия 
и других было показано, что характер асимптотики N (X) зависит от свойств 
бихарактеристического потока (на многообразии с краем —биллиардного 
потока), соответствующего оператору бФ. Говорят, что выполнено условие 
неабсолютной периодичности, если мера множества точек из абсолютно 
периодических относительно этого потока (определение см. в § 1), равна нулю. 
Дейстермаат и Гийемин в [1 ] для оператора на многообразии без края, 
В. Я. Иврий в [2, 3 ] для оператора второго порядка и Д. Г. Васильев в [4] 
для оператора высокого порядка на многообразии с краем показали, что 
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в этой ситуации N (к) имеет вейлевскую асимптотику. * } Значительно менее 
полно исследованы задачи, для которых не выполнено условие неабсолютной 
периодичности. В [1 ] рассмотрен случай, когда все траектории потока на мно­
гообразии без края периодичны и имеют общий период. При некотором до­
полнительном ограничении N (к) для такой задачи имеет кластерную асимпто­
тику. Сходные результаты получены и для некоторых задач на многообразии 
с краем. 

Квазивейлевская асимптотика, по-видимому, впервые была получена од­
ним из авторов для задачи дифракции (см. [5]). Особенностью этой задачи яв­
ляется то, что траектории соответствующего ей потока разветвляются на гра­
нице. При этом расщепляется и переносимая по ним энергия. Формула (0.2) 
была получена в [5] при довольно сильных ограничениях. Наиболее принци­
пиальным из них является условие, которое, грубо говоря, означает, что от­
носительное количество энергии, возвращающееся по периодическим траекто­
риям в исходную точку, достаточно мало. 

Целью настоящей работы является исследование асимптотики N (X) в слу­
чае, когда не выполнено условие неабсолютной периодичности. Мы используем 
предложенный Б. М. Левитаном и развитый Л. Хермандером, Дж. Дейстер-
маатом и другими метод гиперболического уравнения. Этот метод применим 
ко всем перечисленным выше задачам. Здесь мы ограничимся подробным ис­
следованием оператора второго порядка на многообразии с краем, относительно 
других задач см. § 6. Вероятно, при определенных ограничениях результаты 
работы можно распространить и на системы (псевдо)дифференциальных опера­
торов. 

Метод волнового уравнения основан на исследовании особенностей волно­
вой функции оператора—следа фундаментального решения, соответствую­
щего оператору «волнового» уравнения. Эта функция имеет особенность при 
f = 0 и, вообще говоря, особенности при t = ±Tj, где Tj —периоды траек­
торий бихарактеристического потока (волновая функция оператора на много­
образии с краем может иметь и другие особенности). Если периоду Tj отве­
чают неабсолютно периодические траектории, то особенности в точках t — 
= ± Tj не оказывают влияния на старшие члены асимптотики N (к) (см. [1J 
и § 3 настоящей работы). Поэтому для неабсолютно периодической задачи до­
статочно исследовать особенность при t = 0. Это приводит к формуле (0.1). 
Основное содержание настоящей работы заключается в исследовании особен­
ностей при t Ф 0. Для простоты будем считать, что почти все абсолютно перио­
дические точки имеют общий минимальный период Т (условие 1.1). 

Охарактеризуем основные результаты работы. С помощью глобальной 
теории интегральных операторов Фурье (ИОФ) каждой абсолютно периодиче­
ской траектории можно поставить в соответствие фазовый сдвиг ß (см. § 2). 
Оказывается, если нарушено условие неабсолютной периодичности, то харак­
тер асимптотики N (к) полностью определяется этим фазовым сдвигом. Функ­
ция N (к) имеет кластерную асимптотику тогда и только тогда, когда сущест­
вует множество ненулевой меры в 5*М, состоящее из абсолютно периодических 
точек, которым отвечает один и тот же фазовый сдвиг. Если такого множества 
не существует (условие 5.1), то функция N (к) имеет квазивейлевскую асимпто­
тику. При этом в силу условия 1.1 функция Q (к) оказывается 2яГ _ 1-периоди-
ческой. 

*) На самом деле формула (0.1) в [2, 3 ] была получена при более ограничительном условии' 
непер иодич ности. 
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Авторы глубоко благодарны своему научному руководителю М. 3 . Соло-
мяку и Г. В. Розенблюму, которые прочитали рукопись и сделали множество 
полезных замечаний. 

§ 1. Постановка задачи. Вейлевская асимптотика 

1. Пусть M —многообразие с краем, дМ = L. Из технических соображе­
ний нам удобнее рассматривать не функции, а полуплотности на М. Поэтому, 
не оговаривая этого специально, мы всегда подразумеваем, что рассматривае­
мые операторы действуют в пространствах полуплотностей, и обозначаем че­
рез L 2 (M), С°° (L) и т. п. пространства пол у плотностей. 

Пусть А —формально самосопряженный эллиптический дифференциаль­
ный оператор второго порядка на M с гладкими вещественными коэффициен­
тами, а — его главный символ, а >- 0. Тогда а порождает риманову метрику 
на М. В дальнейшем будем рассматривать M как риманово многообразие с этой 
метрикой. 

Как обычно, 7"М, TL — кокасательные расслоения с выброшенным нуле­
вым сечением, S*M, 5*L — косферические расслоения. Координаты на M 
обозначаются через х (или у), двойственные к ним —через £ (соответственно г]). 
При этом в окрестности L будут использоваться лишь специальные системы 
координат вида (хъ х'), где хг — расстояние до L, х — координаты на L. Есте­
ственное сужение а на T'L обозначается а; в специальной системе коорди­
нат a (xi, x,' lu lf) = f\ + ä [xu x\ l'), a (*', l') = ä (0, x\ £')• 

Стандартные плотности на S*M и S*L будем обозначать dydf\ и dy'dv\', 
меру на S*Af — mes, риманову меру на M —vol ; через gdx —риманову плот­
ность на М, через hdx —• риманову плотность на L; для простоты dx и dx 
часто будут опускаться. Отметим, что в специальной системе координат h (хг) = 
= г(о, *')• 

Пусть Gt —биллиардный поток в Т'М, порожденный гамильтонианом 
r (x, I) = [а (ху I) ] 1 / 2 (точное определение см. в [6]). Траектории потока Gt 

будем называть геодезическими. Пусть O ô —наименьшее из подмножеств 7"М, 
на дополнении к которому отображения Gt определены для всех t £ [—ô-1, ô"1 ] 
(множество O ô состоит из точек, из которых нельзя провести в обе стороны 
трансверсальные к границе геодезические «длины» о"1). Согласно [6], для 
любого ô > 0 O ô П S*M —замкнутое нигде не плотное множество меры 
нуль в S*M. 

Будем говорить, что точка о £ T M является ^-периодической, если = 
= о. Если, кроме того, график отображения G* в точке (оу и) имеет касание бес­
конечного порядка с графиком тождественного отображения, то точку о будем 
называть абсолютно ^-периодической. Обозначим через ïlt множество ^-перио­
дических точек из S*M, через П? —множество абсолютно периодических 
точек из S*M. Разумеется, П? cz cz S*M\0& для любого ô при t Ф 0, 
U? = Ut = S*M при * = 0. Положим U = [j Uti Ua = [} П?. 

На протяжении всей работы считается выполненным следующее условие. 
У с л о в и е 1.1. Существует Т > 0, такое, что 

mesn a = inesü?-; т е э П ^ - О , уЦфпТ, n£Z. 

Оператор а : С°° (М)->- С°° (М) будем называть ПДО на M в случае, когда 
выполнены следующие два условия: 

1) если supp и лежит в достаточно малой окрестности L, то au = 0; 
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2) сужение а на С™ (М) совпадает с классическим ПДО на М. 
Главный символ ПДО а будем обозначать а 0 . 
Пусть v — симметричный классический ПДО порядка 1 на L, такой, что 

v ° 0 ) > - l , \/»£S*L. (1.1) 

Рассмотрим самосопряженный в L 2 (M) оператор < я £ , порожденный дифферен­
циальным оператором А с граничным условием в специальной системе коорди­
нат 

h^dXl(g-1/m)\Xl=0 = vu\Xl^ (1.2) 

З а м е ч а н и е 1.1. Оператор (—s$) с точностью до оператора первого 
порядка унитарно эквивалентен оператору Лапласа, действующему в про­
странстве функций L 2 (M, gdx) с граничным условием 

В силу (1.1) оператор s4> полуограничен снизу, спектр его дискретен и на­
капливается к + о о . Для простоты будем считать, что s&> 0 (в противном слу­
чае следует рассмотреть оператор А + с / с достаточно большой константой ф 
Собственные значения ^ ( с учетом кратности) обозначим X), j = 1, 2, Xf > 0 . 

2. В силу результатов [3, 4] справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а 1.1. Предположим, что mes П а = 0 (в рассматриваемой си­

туации это эквивалентно условию mes Пт =0). Тогда N (X) имеет вейлевскую 
асимптотику: 

N (X) = c0Xd + сг\*-1 + о ( А / * - 1 ) , X + о о . (1.3) 

При этом с0 = (2n)~d o)d vol M, где cod —об^вж единичного шара в Rd, 

Ci-2i(d-l)slLl v ° ( l - 2 2 ) V 2 + ^ ( 1 ~ г ) 2 

где y — контур в нижней комплексной полуплоскости с началом в —1 г/ концом 
в + 1 , охватывающий снизу точку iv°/[l — ( v 0 ) 2 ] 1 / 2 при 0 >- v° > — 1 . 

З а м е ч а н и е 1.2.- Формально теорема 1.1 является новым результатом, 
поскольку в [4] не рассматривались псевдодифференциальные краевые усло­
вия, а в [3] предполагалось, что mes П = 0. Однако ее доказательство полу­
чается несложной комбинацией рассуждений [3, 4 ] . Теорема 1.1 является ча­
стным случаем теоремы 5.1. 

Зафиксируем раз и навсегда четную вещественнозначную функ­
цию p £ S(RX), такую, что р (т) >- 0, VT> Р ( т) > 0 на достаточно большом ин­
тервале вида (—С, С), р (0) = 1, p Ç (R 1) и р имеет достаточно малый но­
ситель. 

Пусть а — ПДО порядка нуль на М, £ — гладкая функция на М. Положим 

где — нормированные собственные векторы оператора отвечающие соб­
ственным значениям Ц\ || • | |—норма в L 2 (M). Доказательство теоремы 1.1 
основано на исследовании особенностей обобщенных функций 

А ( 0 = 2 c o s = 1 c o s ̂  (X), 
I 

сга (/) = J cos tX dNa (A,), o c ( 0 = J cos tX dNl (X) 
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при t = 0. Это исследование проведено в [3]. Согласно [3], при т-*- оо 

(2я)-1 j е^р (Q a (Q dt = -^-dc0\% 4 - 1 ( d - 1) ^ | т | « - 2 + о (т*- 2 ) , (1.4) 

<2*)-l J ^ p C O ^ a C O d ^ i - ^ a l T l ^ 1 1 ) ^ 1 , а | т Г 2 + о ( ^ - 2 ) , (1.5) 

( 2 я ) - 1 j e ^ p ( 0 ^ ( 0 dt = j ^ о . с I т Г 1 + 4" ( D - 0 c w I T К " 2 + о (т"- 2 ) , (1.6) 
где 

с 0,а = ( 2 я ) - М - 1 j \a°\*dydr\, c0,ç = ( 2 J i ) - * < o d \ \ l \ 2 g d x ; (1.7) 
S « M M 

Ci» a» Ci, i—некоторые константы. Эти формулы потребуются нам для доказа­
тельства теорем 4.1 и 5.1. 

З а м е ч а н и е 1.3. При выводе формул (1.4)—(1.7) условия р (т) > 0 
на (—С, С), р (т) 0 не используются. 

Нам понадобится также следующая модификация тауберовой теоремы 5.1 
из [31. 

Т е о р е м а 1.2. Пуоть e (X) —неубывающая функция не более чем сте­
пенного роста, е (0) = 0. Положим 

?е (k) = e""1 J р ( е - 1 ^ — е^р) de 

Для любого п £ IN найдутся константы Съ С 2, не зависящие от е, такие, что 

е(Х)~ \e&(\i)d\x < гСг sup (1 - f е - 1 I А, — р |)~ , г ее (р) 4- С 2 

^ R 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку функция р отделена от нуля на от­
резке [0, 11 и неотрицательна, имеем: 

гее(Х)^С } de(\i) = C[e(X-±-e)-e(X)] (1.8) 
а, 

(через С здесь и далее обозначаются различные константы, не зависящие от е). 
Так как J p (е^р) d\x = е, то для любого n Ç DM 

I e (X) — г'1 J p (е" 1^ — е^р) e (p) d\i \ = e"11 J p ( е - 1 ^ — £~У) [e (X) — e (p)] d\i | < 

< е~1С \ (1 -I- е - 1 j X - р, I ) - 2 d\x sup | е(Х) - е(\х) I (1 + е - 1 \Х - р I ) - « " 1 < 

< C s u p \е(Х) — e(ii)\(l f е-ЧА, - ( i l ) - " - 1 . (1.9) 

Из (1.8) следует |е (А,) —в ((А) | < еС (1 + e""11Л, — ее (р*), где р* — 
некоторая точка из отрезка [X, р ] . Поэтому 

I e (X) - e (p) I (1 + е- i1X - p D — i < еСе в (р*) (1 + е - 1 1 X - p | ) - " < 

<еСе Е (р*)(1 + е - 1 | Л - \i*\)-n. 

Отсюда и из (1.9) вытекает: 

\е(Х) — е - 1 j р(е~*А, — 8— 1 p , )e( |x )djLt | < 

< гС sup (1 + е - 1 IX - p \~п ее (р). 
и € R1 
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Остается заметить, что 

j е& (p) dp — e""1 J p ( B ^ À — s"1^) e (fi) dp 
о 

= I e" 1 j p(— e " » e(\x)d[i I < С I e" 1 J (1 + | e - > \)~2d\x | < C. 

§ 2. Фазовый сдвиг 

Пусть a — ПДО на Л4, O ô f) cone supp a = 0 . Обозначим через TFa (/) 
оператор exp («Л 1/ 2) a, через w a (/, л:, у ) — его ядро, w a Ç С°° (Af* X Л*„> 
^ ' (R})). Тогда 

ö / ^ a - Л (х, Dx) wa = 0, ( 2 .1) 
и в специальной системе координат 

h1/2 СО ^ lg-l/> (x) wa] |* 1 = ю = v (*', D,*) a; a | , 1 = 0 . (2 .2) 
Данный параграф посвящен исследованию оператора Wa (t) для t Ç (—ô"1, ô* 1). 
Следуя [7 ], мы будем рассматривать Wa (t) как интегральный оператор Фурье 
с негладким лагранжевым многообразием. Наши рассуждения не содержат 
практически ничего нового по сравнению с [7]; их основной целью является 
вычисление главного символа оператора Wa (t). 

1. Поскольку ПДО a можно представить в виде суммы операторов с малыми 
носителями, не ограничивая общности, будем считать, что носитель a достаточно 
мал. В силу известных результатов (см., например, [8, гл. IX]) при \t\ < ô" 1 

сингулярный носитель w a лежит в проекции на ЩхМххМу множества 
{(*, т), (x, g), (у, -ц):(у, г]) £ cone supp а, т = — г (у, т|), (х, 1) = &(у, ц)\. 

Поэтому при малом изменении t сингулярный носитель wa не выходит за пре­
делы некоторой координатной карты в R}xMxXMy. Стандартный метод по­
строения параметрикса смешанной задачи приводит к следующим результатам 
(см. [4, 7, 9 ] ) . 

Пусть TM |L П GU cone supp a = 0 . Тогда при /, близких к t0, ядро wa 

представляется в виде осциллирующего интеграла j* ехр (/фх) b± (t, х, у, 9) d9 
с невырожденной фазовой функцией ф х (t, х, у, 9), удовлетворяющей на множе­
стве {(/, х, у, 9) : Ve<Pi (t, x, у, 9) = 0} «уравнению эйконала» 

dt<fi + [a(x, УхФОГ7' = 0 . 

Амплитуда Ь± раскладывается в асимптотический ряд однородных по 8 функ­
ций, Ъ\ = которые определяются из стандартных уравнений переноса. 
Пусть Сщ — множество {(х, у, 9) : V e Фх (/, х, у, 8) = 0}, F^ — отображе­
ние Cj,, в каноническое отношение, F^ (х, у, 9) == (x, У*ф ь у, — Vy<p\). Тогда 
F ^ cz {(x, I), (у, л) : (x, I) = (f (У, л)}. 

Пусть T'M\L П G^e cone supp a 0 . Тогда при близких к t0, ядро иуа 

представляется в виде суммы двух осциллирующих интегралов J ехр (щк (t, 
х, у, 9)) 6fe (/, x, у, 9) d9, /г = 1, 2, соответствующих приходящей (А = 1 ) 
и отраженной (А = 2 ) бихарактеристикам уравнения (2.1). При (х, у, 9) Ç СфА 

функция фА удовлетворяет «уравнению эйконала», кроме того, фх и ф 2 совпа­
дают при x Ç L. В специальной системе координат 

дХ 1ф! + [(^ФО2 - S ( х ь x', V^çi)] 1 / . = 0, (2 .3) 
д* ,ф2 - [(йф 2 ) 2 ~ S ( х ь х', У*'ф2)11/' - 0, (2.4) 

ф 1 1^=0 = Ф2 |,1==о. (2.5) 
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Амплитуды bk находятся из уравнений переноса с граничными условиями, 
порожденными (2.2). В частности, в силу теоремы о действии ПДО на экспо­
ненту и (2.3)—(2.5) для старших по порядку однородности членов амплитуд bk 

при хг = 0, (x 9 у, 6) £ Сф^ имеем: 

i[(dm)2~ä(xu х'и V ^ 2 ) ] 1 / 2 b ? + v°(* \ V^cpa) ft? = 

= i [(й<р2)2 - ä (xu x\ У г ф 2 ) ] 7 2 Ь\ - v° (x, V ^ 2 ) b°2. (2.6) 

Аналогично предыдущему 

F%kC^hci{(x9 Q, (y9 i\):(x9 l) = Gf(y9 г,)}, /e = 1, 2. 

2. Пусть — график отображения G'. Для ft Ç Z, nt ^09 через ^ 
обозначим подмножество состоящее из точек (G* (у, л), (у, л))» таких, что: 
1) (Уу Л) 6 T'Ni \L\ 2) геодезическая, соединяющая (у9 л) и G' (у9 к\)9 отра­
жается от границы I n I раз. В силу результатов, приведенных в п. 1, опера­
тор Wa (t) можно рассматривать как семейство гладко зависящих от пара­
метра t «интегральных операторов Фурье», ассоциированных с разрывными ка­
ноническими отношениями . Последние являются объединениями гладких 
канонических отношений Каждому из соответствует классический 
ИОФ Wa,n (t)9 а оператор Wa (t) равен сумме 2 № а , п (*)• Разумеется, такое 

п 

представление справедливо и для ПДО a с произвольным (не обязательно ма­
лым) носителем. 

Положим Wn - U, (*, 1)9 (у, л) : | * | < ô""1, ((х9 g), (у9 л)) Ç ¥п\9 <8 = 
= U ffn. Мы будем рассматривать ffî как гладкое многообразие, допустимые 

п 
системы координат на котором задаются отображением 

^ э ( * . G'(y, л), а/, л ) ) - ^> у, л к ^ х г м . 
Тогда являются гладкими подмногообразиями Геодезическими на «g7 

будем называть кривые вида (s, у9 л)> где у, ц фиксированны, s £ (—ô"1, ô - 1 ) . 
Вычислим «главный символ» оператора Wa (t) (или, что то же самое, глав­

ные символы операторов Wa,n (t)). Напомним, что главный символ ИОФ яв­
ляется полуплотностью на каноническом отношении со значениями в некотором 
линейном расслоении S. На определена каноническая плотность dydr\. 
Это позволяет отождествить полуплотности на %?* с функциями и рассматри­
вать главный символ оператора Wa (t) просто как сечение расслоения Я? над <ё. 
Будем обозначать это сечение через wa. 

Определим вначале расслоение 2. Пусть {Ut\ —локально конечное откры­
тое коническое покрытие W\ будем считать, что Ut достаточно малы. В каждом 
из Ut ядрош а можно представить либо в виде осциллирующего интеграла с фа­
зовой функцией ф(, либо в виде суммы двух осциллирующих интегралов с фа­
зовыми функциями ф[ и ф̂  (см. п. 1). Пусть Ni —число фазовых переменных ф£. 
Определим на Ut функции 

(t9 у, л) = (N{ - sgn (ф0ее)/ 2 ; (2.7) 

в (2.7) sgn (ф£)ее вычисляется в точке ( ^ J / ) " 1 (t> У> л)- Ввиду (2.5) это определе­
ние корректно. Функции at принимают значения в z; они могут иметь разрывы 
в точках, в которых меняется ранг проекции Ut на RxxMxM (см. [10, 
гл. I I I ] ) . 

В любой точке из в 7 ранг проекции ^ на R x x A 4 ХМ не меньше чем d. По­
этому из результатов [10, § 3.1] вытекает следующая лемма. 
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Л е м м а 2.1. Осциллирующие интегралы, представляющие w a , можно 
выбрать так, что 

Nt = d, у*'- (2.8) 

Поскольку в абсолютно периодических точках ранг проекции V 
на R 1 x M x M равен d, согласно теореме 3.1.4 из [10] справедлива лемма. 

Л е м м а 2.2. Если выполнено условие (2.8), то для любой абсолютна 
t-периодической точки (у, к\) 

<*t(t, у, T|) = d s V ' (2.9) 

(в частности, ог (0, у, ц) = d для всех i). 
Зафиксируем какой-нибудь набор осциллирующих интегралов, представ­

ляющих w a , для которого выполнено условие (2.8). Вычислим для этого на­
бора функции ot и положим Ofj = ot — O j . Согласно [10, § 3.2], {Ut fl Uj, 
atj\ — целочисленный коцикл на 92. Обозначим через S комплексное линей­
ное расслоение с функциями склейки ехр ( ш а г / 2 ) , порожденное этим коциклом. 
Пусть I (t, у, г\) — сечение расслоения 22', равное единице при t — 0 (в силу 
(2.9) это условие имеет смысл) и локально постоянное на геодезических. Сече­
ние / нигде не обращается в нуль, поэтому справедливо предложение. 
* ~ П р е д л о ж е н и е 2.1. Расслоение S тривиально. 

З а м е ч а н и е 2.1. Для любого п сужение 32 на 92 п изоморфно линейному 
расслоению Келлера—Маслова (см. [11, гл. VIII , § 4]). 

С точки зрения теории ИОФ главный символ ПДО а равен ехр (iud/4) а 0 

(см. [10, (3.2.14)]). Поэтому wa (0, у, т]) = ехр (ind/4) а 0 . Кроме того, в силу 
результатов [12, § 5.3] сечение wa локально постоянно на траекториях 
лежащих строго внутри T'М. Осталось выяснить, как изменяется wa при от­
ражении геодезической от границы. 

Пусть (tn, у, г|) Ç- U у Предположим, что геодезическая, выпущенная из 
точки (у, г)), в момент времени tn выходит на границу в точке (хг, — £ ь £') ç 
£ Т'М | L , II > 0 (условие 1г > 0 означает, что геодезическая трансверсальна 
к границе). Запишем w a в Uj в виде суммы двух осциллирующих интегралов. 
Старшие по порядку однородности члены их амплитуд удовлетворяют гранич­
ному условию (2.6). Подняв (2.6) на ^ с помощью отображений Ff/ (см. [11, 

гл. VIII ]), получим: 

[ ^ + v°(x', t')]wa(tn-0, у, л) = [ & - А х ' , l')]wa(tn + Q,y,r\). (2.10) 

Для т Ç R 1 , х > 0 через [т] х обозначим вычет т по модулю х; по определе­
нию, [ т ] х (= (—и/2, х /2] и [ т ] х = т + кп для некоторого n Ç z . Пусть 

ß n = [ - 2 a r c t g ] 2 я . (2.11) 

Тогда (2.10) эквивалентно равенству 

u>a(tn + 0, у, т|) = е х р ( ф п ) ш а ( / п — 0 , у, г\). (2.12) 

Согласно (2.12), при отражении геодезической от границы wa умножается на 
ехр (фп). Иными словами, при отражении происходит сдвиг фазы на вели­
чину ß n . 

З а м е ч а н и е 2.2. Ввиду (2.11) если фазовый сдвиг ß 7 l постоянен на от­
крытой трубке лучей, то ß n = 0 на этой трубке. 

З а м е ч а н и е 2.3. Фазовый сдвиг ß n = п отвечает граничному условию 
Дирихле (см. § 6). 

Суммируя изложенное, получаем следующее предложение. 
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П р е д л о ж е н и е 2.2. Пусть (t, у, л) Ç y Ç L, G' (y, TJ) Ç T M |L. 
Предположим, что геодезическая, соединяющая (у, л) и G* (у, г)), отражается 
от границы в моменты времени tly t2, tk. Положим ß r (t, y, r\) = [ß x + 
+ ß 2 + ••• + ßfe]2n» где ß n вычисляются согласно (2.11). Тогда 

{t, у, тг]) = ехр (indli) ехр (iß r) / (t, у, л) а 0 (у, т)). 

Величина ß r представляет собой суммарный сдвиг фазы, порожденный отра­
жениями. 

Пусть (у, ц) —-абсолютно ^-периодическая точка. Вычислим I (t, у, г\); 
в силу леммы 2.2 l(t, у, л) не зависит от выбора локальной тривиализации рас­
слоения 2?. Обозначим через 7 отрезок геодезической в сё>, соединяющий точки 
(О, у, г|) и (t, у, т|). Предположим, что 7 последовательно проходит через £ / ь 

U2, Um и что Ui, Um покрывают 7. Сечение I локально постоянно на 7, 
а при переходе из Uj в Uj+1 оно умножается на ехр (inoj+h 7 /2). Поэтому 

I (t, у, 7i) = е х р ф с , (2.13) 

где ß c - ß c (t, у, л) Согласно [13, гл. II, § 7], ß c представляет 

собой фазовый сдвиг, вызванный прохождением геодезической через каустики.* } 

Л е м м а 2.3. Фазовый сдвиг ß c не зависит от конкретного выбора покры­
тия \Ui) и подчиненного ему набора осциллирующих интегралов, удовлетворяю­
щих условию (2.8). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 7' — одномерное многообразие, получен­
ное из 7 склеиванием точек (0, у, л) и {U У, ^î). Ввиду леммы 2.2 ограничение 
коцикла \Ut П Uj> н а 7 порождает целочисленный коцикл \UiJ9 о^] 
на 7'. Сумма S a7+i,j> определяющая фазовый сдвиг ß c , представляет собой зна­
чение этого коцикла на цикле 7'. Поэтому ß c определяется лишь классом кого-
мологий коцикла {Uijt а^} , а этот класс в силу теоремы Лерэ и теоремы 3.2.1 
из [10] не зависит от конкретного выбора покрытия [Ut] и набора [осцилли­
рующих интегралов. 

Положим ß = [ ß r + ßcW> ß {U У, ц) —суммарный фазовый сдвиг на пе­
риодической геодезической «длины» t, выпущенной из абсолютно ^-периодиче­
ской точки (у, л). В силу леммы 2.3 фазовый сдвиг ß (/, у, у\) однозначно опреде­
ляется главными символами a (x, I) и v° (#', £'). Из (2.13) и предложения 2.2 
вытекает следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 2.3. Пусть выполнены условия предложения 2.2, Пред­
положим, что (у, л) — абсолютно t-периодическая точка. Тогда wa(t, у, л) 
не зависит от выбора локальной тривиализации расслоения S и 

wa (t, у, Л) = ехр (wtd/4) ехр ( iß) а0 (у, л). (2.14) 

§ 3. Особенности волновой функции при t Ф 0 

Д л я (у, л) Ç Пт положим q (у, л) = ß (T, у, fj); в силу результатов § 2 q — 
корректно определенная функция на П". Пусть а — ПДО порядка нуль на М. 
Обозначим через za обобщенную функцию j ехр dNa (X) на R 1 . Легко 
ВИДеТЬ, ЧТО Za(t) = ТГ Wa*a (t). 

*) Фазовый сдвиг ß c часто называют индексом Маслова периодической геодезической. 
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П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть а—ПДО порядка нуль на M, 0 6 П 
П cone supp а = 0, г|з Ç С(°° (R 1 ) , supp г|з с : (—ô" 1, о" 1), О Ç supp г|з. Тогда 

(2Я) - 1 J ехр 0 > 0 if (0 za (t) dt = (2n)-d j | а 0 1 2 £ ехр (m (Гр + 
а п= — оо 11 j 

+ су)) ф (лТ) dy dfjp^-i + о (р-^ 1) (3.1) 
при р + оо и 

(2л;)- 1 | е х р ( ф 0\|5 ( 0 г а ( 0 Л = о((х- л), уп^П, (3.2) 
p -» о о . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим левую часть (3.1) и (3.2) через Wa (р). 
Не ограничивая общности, будем считать, что cone supp а и supp г|э достаточно 
малы и что 7" M | L f| G' cone supp a = 0 при £ (= supp г|э. в силу результатов, 
приведенных в § 2, полуплотность ij)w a* a можно представить в виде осцилли­
рующего интеграла 

*KO w«*a(*, у) = (2л;)—^ ехр (— ш d/4) х 
X J ехр (i'cp (/, х, у, 9))\|з(ОЬ(Л х , у, 9) dB, (3.3) 

где 0 £ R<* (множитель (2jt)-~d ехр (—ûtd/4) выделяется для того, чтобы упро­
стить формулу перехода от амплитуды к символу ИОФ, см. по этому поводу 
[10, § 3 .2]) . Будем считать, что supp Ъ лежит в малой окрестности множества 
tVpcp=0}. 

Ввиду (3.3) 
Wa (p) = (2n)-d~l ехр (— wtd/4) X 

X J ехр(«р + 1'ф(*, у, у, d))yp(t)b(t, у, у, Q)dQdydt (3.4) 

с точностью до быстро убывающей функции. Зафиксируем какое-нибудь t0 Ç 
Ç supp i|) и положим р (у у 0) = —ср* (to, у у у, 0). Так как при ( х , у, 0) Ç СФ 

функция ф удовлетворяет «уравнению эйконала» 

Ф* + г (х, фя) = 0, (3.5) 

то /? (у, 0) > 0 при 0 Ф 0. Следуя [1, § 2 ] , сделаем в (3.4) замену переменных 
0 = рсо0, со > 0, р (уу 0) = 1 и применим к интегралу по переменным (t, со) 
метод стационарной фазы. 

Как и в [1, § 2 ] , если р < 0, то фазовая функция не имеет стационарных 
точек. Поэтому справедливо (3.2). Если р > 0, то единственно возможная ста­
ционарная точка задается уравнениями 

ф(*. У, У, в) = 0, CÛ = — фГЧ*. У, У, 0) (3.6) 

(так как ф4 < 0, то первое из этих уравнений может иметь лишь одно решение). 
В силу тождества Эйлера из Уеф (t, х , у, 0) = 0 ' с л е д у е т ф (t, х , у, 0) = 0. 
Поэтому первое из уравнений (3.6) разрешимо относительно t; обозначим его 
решение через s (уу 0). Стационарная точка (s, —фГ1) не вырождена, сигнатура 
матрицы Гессе в ней равна нулю. Используя формулу стационарной фазы, 
из (3.4) получаем: 

(p) = (2n)~d ехр (— wtd/4) J ехр (fps) \|з (s) b (s, y, y, — p0 x 

X ф Г Ч * У> </> Ö ) ) k t ( s , У, У, ^ r ^ d y d O p ^ + ^ p ^ - 1 ) , p - > + oo. (3.7) 

Обозначим через я? множество точек (у, 0), в которых функция s — t имеет 
нуль бесконечного порядка, через па —объединение na

t по всем t Ç R 1. Пред-
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положим, что D^DgS (у0, 60) ф О, | а \ + | ß | ^ 1. Тогда в некоторой окрест­
ности точки (у0, 60) градиент g s обращается в нуль лишь на множестве нуле­
вой меры. Поэтому в (3.7) вклад от интеграла по дополнению к па есть о (р^ 1 ) -
Кроме того, в (3.7) можно оставить лишь старший по порядку однородности 
член Ь° амплитуды b; ord b° = 0. Следовательно, 

¥ а (p) = (2n)~d ехр (— tod/4) j ехр (ips) if (s) Ь° (s, y, y, 0) x 

X |<p t(s, У, y, 0 ) | 1 "^dyd0p r f ~ 1 + o ( p ^ ) , p - ^ + o o . (3.8) 

Включение (y 0, 0O) £ л? равносильно тому, что 

(Dx + DyfD^(t, у 0, у 0 , во) = 0, Vcc, ß. (3.9) 

В свою очередь (3.9) в точности означает, что функции х — у и срх + сру, за­
данные на Сф, имеют нуль бесконечного порядка в точке (у0, у 0 , 0о). Поэтому 
(Уо, 0о) G л? тогда и только тогда, когда (у0, уо, 0о) является абсолютно 

периодической точкой. 
Таким образом, если supp i|) не содержит точек вида я 7 \ я Ç z, то в силу 

условия 1.1 (р) = 0 (р^""1). Предположим, что supp г|) лежит в малой окрест­
ности точки kT, k £ Z \ { 0 } , kT Ç supp г|>. Положим / 0 = тогда p (y, 0) == 
= —% (kT, y, y, 0), % {kT, y, y, 0) = — 1 . Так как мера множества ла\п%т 
равна нулю, то из (3.8) следует: 

¥ а (p) = (2n)~d ехр (i\ikT) ф (kT) ехр (— md/4) х 

X J b°(kT, у, у, ^ d y d ë p ^ 1 + о ( р ^ ) , р ^ + о о . ] (3.10) 

В силу (3.9) некоторая коническая окрестность V^T а С^т множества 
{(У> У> 5) Ç Сф7 : (у, 0) £ д^г } диффеоморфно проектируется на гиперплос­
кость \х =у\. Поэтому (у, 0) можно рассматривать как координаты на l/£ r . 
На УфГ можно ввести также координаты (у, г)), т] = —ф^ (х, у, 0) (см. [И, 
гл. VIII ]). При этом 

I D (у, K))/D (у, 0) I - det (— q>yxxQ - ф^е) = 

= det (ф^Ф^фее — Ф^е) = ДФ det ф^ 1 , 

где А ф — det 
\ф*е Фее / 

Учитывая, что г (у, ц) = р (у, 0 (у, т])), получаем отсюда: 

dyd0 = I Дф1 det ф0Лг | d /̂ dfj. (3.11) 

Отметим, что в силу (3.9) и теоремы 3.1.4 из [10] 
Ф*е = Ф</е> Фее = 0 на п%т- (3.12) 

Согласно [11, гл. VIII , § 6 ] , в координатах (у, ц) главный символ wa*a (kT, 
-, -, •) получается перенесением функции) Д ф \-1'2Ь° (kT, -, -, •) с С^т на ФкТ. 
Поэтому, переходя в (3.10) к координатам (у, ^) и учитывая (3.11), (3.12), 
имеем: 

¥ а (р ) - (2тгГ а ехрО>А;Г )1 | ? (АГ)ехр(— ted/4) \wa*a(kT, у, î t f d y d f j x 

Х ^ Ч о ^ " 1 ) , р - > + оо; (3.13) 
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здесь интегрирование производится по множеству 

[(kT, у, TJ) € F*TVf Л ) б П 2 г } . 
Так как ß (kT, у, ц) = [fcß (Г, у, т)) ] а я , то из (3.13) и (2.14) следует (3.1). 

§ 4. Кластерная асимптотика 

Для p Ç R 1 через обозначим множество {г> £ Пг : <7 (о) + рТ" = 0 
(mod 2я)}. Введем ограниченную 2яТ~1-периодическую функцию 

Q (X) = ( 2 я ) ^ Г " 1 J [я - q - ХГ] 2 Я dy dx\ 
iia

T 

на R1. Функция Q непрерывна всюду, за исключением точек р, для которых 
mes > 0. В этих точках Q имеет разрывы первого рода, причем 

Q(|x + 0) - Q(|i - 0) = (2n)l-dT~l m e s ^ . (4.1) 
Отметим, что интеграл функции Q по ее периоду равен нулю. 

Т е о р е м а 4.1. Пусть со £ R1, со/, = со + 2nT~1k, где k Ç DM. Предпо­
ложим, что функция Q непрерывна в точках со + е/2 и со — е/2. Тогда 

N (со* + е/2) _ ЛГ (со* - е/2) - edcocof-1 + 

+ [Q (со + 8/2) - Q (со - 8/2)] c o t " 1 + о (со^ 1 ) , Л - > о о . (4.2) 

Для доказательства теоремы нам потребуется следующее вспомогательное 
утверждение. 

Л е м м а 4.1. Предположим, что функция Q непрерывна в точке p Ç R1. 
Тогда функции 

оо 
2 (пТ)-1 р (ßnT) sin п (рГ + с) 

/ 1 = 1 

при ô -> 0 сходятся к (2Т)~1 [я —g — Тр] 2 я б топологии L\ (П7) . Э т а сходи­
мость равномерна по р яа любом отрезке, не содержащем точек разрыва функ­
ции Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для простоты будем считать, что T = 1. Оче­
видно, что 

оо JUL 00 

^ri~lp(öri)sinn(\i -{-q) = J (ôri) cos n (h-\-q)dX = 
rc=l —g n=l 

Il - foo 

= - (n+</)/2+4- j 2 p ( ô n ) e x p i n ( À + 0 D L- < 4 - 3 ) 
—<7 —00 

В силу формулы Пуассона 
-f-oo 4"°° 

£ p (Ô«) exp in (X + <7) = 2ЯО-1 S P C^nô" 1 + ÀÔ"1 + gô"1). (4.4) 
—oo —oo 

Подставив (4.4) в (4.3), получим 
oo oo 

23 п'гр (ön) sin n (p + q) = я Ц / п - (p + ?)/2, 
Л=1 —оо 

где / п = / п (ô, p, у, fj) = [ р (К) Ä . Будем считать для определен-

ности, что р £ [—я, я). Тогда 
| л | > 1 ô-*0 

равномерно по p Ç [—я, я) , (у, fj) ç П^. 
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Заметим теперь, что 1±х -> 0 при ô О равномерно по p, (у, fj) на множестве 
{р, (у, Л) • I И- + Q (У> Л) ± 2я I ^ 8 > 0}. Так как функция Q непрерывна 
в точке р, то 

mes {(у, r j ) : | p + <7(#, f j )± 2я | < е} - > 0 
при & -> 0, причем эта сходимость равномерна по р на любом отрезке, не содер­
жащем точек разрыва функции Q. Поскольку | I±\ | < const, отсюда следует, 
что 7 ± i -> 0 в топологии Li (П7) равномерно на любом таком отрезке. 

± о о 

Рассмотрим теперь 10. Так как J p (A,) dk = ± 1 / 2 , то на множестве {р, 
о 

(у, ц) : p + q (у, fj) ^ 8 > 0 } 10 -> 1/2 равномерно по p, (у, fj), а на множестве 
{p, (у, fj) : p + q (У, Ц) < — е < 0} / 0 —1/2 равномерно по p, (у, fj). В силу 
непрерывности функции Q в точке р 

mes {(у, TJ ) : |p , + <7(#, f î ) | < 8 } - > 0 

при 8 - > 0. Поскольку функция / 0 равномерно ограничена, отсюда следует, что 
/ 0 - ^ - | - s i g n ( p + ?) 

в топологии Li (П7) равномерно по р на любом отрезке, не содержащем точек 
разрыва функции Q. 

Таким образом, при ô -> 0 в топологии Li (П7) 
сю 

2 " _ 1 Р (ßn) sin n (p + 9) -> -f - sign (p + q) - - i - (p + ?) = 
/ 2 = 1 

_ _ ^ [ я ~ р - ? ] 2 я (4.5) 

при p Ç [—я, л). Остается заметить, что в силу 2я-периодичности функции 
[я — p — q\n утверждение леммы (при 7 = 1) равносильно (4.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.1. (Фактически оно получается 
повторением рассуждений [1, с. 56—57]). Пусть %8 (р) —функция на R 1, 
равная s" 1 при | p | < е/2 и нулю при | p | > е/2. Положим p ô (p) = ô^p (ô^p), 
pôtE =pô*%&. Пусть a — ПДО порядка нуль на M, cone supp a fl O ô = 0 , 
Na то же, что и в § 1. Дословно повторяя доказательство леммы 3.3 из [1 ], 
получаем следующее утверждение: существует константа С > 0, такая, что 

s" 1 (1 - ô/e') [Na (fi + е/2 — г'12) - Na (p - 8/2 + в'/2)] < j р е, ô (р - К) dNa (к) < 

< e"1 [Na (Ц + е/2 + г'12) - Na (р - 8/2 - 872)] - f ô p ^ / e ' (4.6) 
для всех p 5> 1 5 5 8 5> е' 2> Со > 0. 

Из (3.1) и (1.5), учитывая замечание 1.3, получаем: 

\p*tb(V-tydNa(k) = dc0,aixd-l + (2nrd j | сс° | 2 х 

оо 

X 2 У; %e(nT)p(ànT)œsn(Tii + q)dydr\iid-1 + о ( р ^ ) . 
л=1 

Так как / 8 (т) = 2е~Ч~1 sin те/2, то, согласно лемме 4.1, отсюда 
следует 

I J Ре. в (Pk ~ ^) (Я) - deC0, a(ù
drl - [Qa (fùk + 8/2) - Qa ((D* - 8/2)] fùf1 \ « 

< C ô sup I a 0 p cof-1 + о (cof')> (4.7) 
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где 
Qa(K) = (2n)-dT~l j \a°\2[n-q-XT]23ldydr\, (4.8) 

константа C ô не зависит от оператора а и C ô -> 0 при ô 0. Комбинируя 
(4.6) и (4.7), имеем: 

I Ыа(щ + 8/2) - ЛГа(со* - 8/2) - edco. «со^ 1 -
- [Q a(© + в/2) - Qa(co - 8/2)] cof"11 < (C ô sup | а 0 | 2 + C'6)(ù

drl + о ( с о Г 1 ) , (4.9) 

где СО, С О - > 0 при ô -> 0 и не зависят от оператора а. 
Выберем теперь ПДО а ь а 2 порядка нуль и С°° — функцию £ на /И так, 

чтобы 

ICf + Ä + a J a a - / , (4.10) 

OÔ П e o n e s u p p a 2 - - 0 , J | £ | 2 < ô , f | a ? | 2 < ô, | a § | < 1. 

Из (1.5) — (1.7) и теоремы 1.2 с 8 = 1 вытекает: 

I #с (Л) - с0, fid - d, zXd~l I < const б ^ " 1 + о (V* ' 1 ) , (4.11) 

I Nai (X) - со, a^d - ci. a ^ " 1 I < const ô ^ " 1 + 0 (Xd~l), (4.12) 
I c0, 11 < const ô, I Co, 04 I const о. Поэтому 

I Л^(со* + 8/2) - Л^(со* - 8/2) I < const ôcûf"1 + о 

I Nai (со* + 8/2) - Nai (со* - 8/2) I < const ôcof"1 + о ( 4 " 1 ) -
В силу (4.10) 

Nai (X) + Naz (X) + Nt (X) = (Ь) + О (1). 
Следовательно, 

I N (CO* + 8/2) - ЛГ (CO* - 8/2) - Na2 (со* + 8/2) + Na2 (со* - 8/2) I < 

< const ôco* - 1 + о (со* -*1). 

Отсюда и из (4.9) с a = a 2 , устремляя ô к нулю (при этом Qa2 - > Q равномерно 
на R 1), получаем (4.2). 

С л е д с т в и е 4.1. Предположим, что выполнены условия теоремы 4.1 
и что функция Q имеет разрыв в точке со. Тогда можно выбрать убывающую 
последовательность \&k\ так, что выполнено (0.3). Более того, если sk убывают 
достаточно медленно, то 

N (со* + 8*) - N (со* - 8*) = [Q (со + 0 ) - Q (со - 0)] с о ^ 1 + о ( с о ^ 1 ) . (4.13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (4.2) для любой убывающей последова­
тельности \гк\ 

N (со* + 8*) - N (со* - 8*) < [Q (со + 0 ) - Q (со - 0)] с о ^ 1 + о ( c o f 1 ) . 
Поэтому для доказательства достаточно построить какую-нибудь последова­
тельность je*'}, для которой справедливо равенство (4.13) (тогда (4.13) выпол­
нено для любой последовательности, убывающей медленнее {е*}). 

Обозначим о (со*""1) в правой части (4.2) через / 8 (со*), тогда со*~^/е (со*) 0 
при каждом фиксированном 8. Пусть 8п = п'ЫТ"1, п = 1, 2, ... Выберем воз­
растающую последовательность натуральных чисел \kn\ так, что j fbn (со*) j ^ 
<; гГ1со*""1 при k ̂  Ä / i - i . Пусть 8*! = Ь п при kn-i < k < kn. Из (4.2) с 8 = ол> 

n = 1, 2, получаем 

N (со* + 8*) — N (со* — 8*) = ге**^*""" 1 + 

+ [Q (со + 8*) - Q (со - 8*)] cof-1 + / (со*), (4.14) 
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где / (coÄ) = / Ô (щ) при kn-ik < £ < £ n . Правая часть (4.14) с точностью до 
о (со*""1) совпадает с [Q (со + 0) — Q (со —0) ] со*"-1, поэтому для je*} выпол­
нено (4.13). 

Таким образом, если функция Q разрывна, то N (К) имеет кластерную асимп­
тотику. Кластеры образуются вокруг точек разрыва функции Q. При этом 
«мощность» кластера прямо пропорциональна скачку функции Q в точке раз­
рыва. 

З а м е ч а н и е 4.1. Мы не ставили перед собой цели подробно исследовать 
кластерную асимптотику и поэтому ограничились лишь выводом формулы 
(4.13). Используя методы [1, § 3 ] , можно получить и другие результаты (в част­
ности, аналог теоремы 3.1 из [1 ]). Следует отметить, что в общей ситуации пря­
мое применение методов [1 ] не позволяет получить никакой квалифицирован­
ной оценки скорости убывания гк. Для того чтобы получить такую оценку, 
достаточно предположить, что в условиях следствия 4.1 mes диш =0. 

§ 5. Квазивейлевская асимптотика 

Т е о р е м а 5.1. Если функция Q непрерывна, то 

N (К) = c0Xd + cjS'1 +Q(l)Xd~{ + o ( ^ _ 1 ) , A,-* + oo. (5.1) 

Заметим, что непрерывность функции Q равносильна тому, что выполнено 
следующее условие. 

У с л о в и е 5.1. Для любого p Ç ( — я Г - 1 , я Т " 1 ] mes = 0. 
Для доказательства теоремы нам потребуется лемма. 
Л е м м а 5.1. Пусть выполнено условие 2. Тогда функции 

оо 
ô £ p(ô/i7 ,)cos/i(Tp + 9) 

сходятся к нулю в топологии L\ (Eft) равномерно по p £ R1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и раньше, будем считать, что Г = 1, p Ç 

£ [—я, я) . Согласно (4.4), 
оо оо 

ô S3 Р (on) cos n (fi - j - q) = я S] P (2Я/ХО-1 + ЦО"1 + ^ô" 1). (5 .2) 
/ 2 = 1 —oo 

Так как функция p быстро убывает на бесконечности, то сумма по \п : | n | > 1[ 
в правой части (5.2) стремится к нулю при ô 0 равномерно по p, (у, fj). 
Поэтому утверждение леммы достаточно доказать лишь для слагаемых с п = 
= — 1 , 0, 1. Мы ограничимся доказательством сходимости слагаемого с п = 0; 
слагаемые с п = — 1 , 1 рассматриваются точно так же. 

Представив интеграл по HT в виде суммы двух интегралов по множествам 

{(у, fj) Ç П г : |.|х + ? (у, fj) I з> ô 1 / 2} и {(у, fj) ç 1ГГ : | p + ? (у, f j ) | < ô 1 / 2 } , 
получим: 

J | p ( p ô - 4 ? ô ~ 4 l ^ f j < const J [1 + ô - 2 ( p + ? ) T I d y d f j < 
n£ iia

T 

< c o n s t m e s {(y, fj) £ Ua

T : | p + q(y, f j ) | < ô 1 / 2 } + const (l - f ô " 1 ) " 1 mes Eft. (5.3) 

В силу условия 5.1 правая часть (5.3) стремится к нулю при ô ->- 0 равно­
мерно по р £ [—я, я ] . Поэтому p (pô" 1 + <7Ô-1) 0 при 8 - ^ 0 в топологии 
Li (Пг) равномерно по р. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.1. Выберем аъ а 2 , £ так же, как 
в доказательстве теоремы 4.1 . В силу (1.5), (3.1) 

ô""1 J p (Ô-V - ô - ^ ) dN«, (т) = dco, «2\xd-1 + 2 (2n)~d j I al j 2 X 

oo 

x S p C ô ^ c o s n ^ p + ^ d y d f j p ^ - 1 +o{\id-x). (5.4) 

Поэтому, согласно лемме 5.1, найдутся константы С О , не зависящие от выбора 
&1> о&2, 2» такие, что 

I ô" 1 J p ( ô - V - Ô"4) dATc, (т) I < О-'СД*- 1 + о ( Я ^ 1 ) , (5.5) 

C ô - > 0 при ô-> 0. Из (1.5) и (3.1) следует также (см. [1, с. 58]), что 

к 
О""1 J J P ( ô - ' p - Ь~\) dNa2 (T) = C0T a2Xd + Cl. а , ^ + 

0 

оо 

+ 2 (2я)-"* J I а212 2 ("TT*Р ( ô n T ) s i n п № + 9) d # d f i + 0 )• 
/г=1 

Используя лемму 4.1, можно найти не зависящие от выбора а х , а 2 , £ кон 
станты С б , такие, что 

я, 

Ô" 1 j j P (Ô~V - ( Г Ч ) < Ш а 2 ( т ) - Со, аЛ" - CU A J , D ~ L - Qa.W < 
< C Ô ^ ~ 1 + o ( ^ - 1 ) , (5.6) 

C Ô - > 0 при ô 0 (Qa2 определяется равенством (4.8) с a = a 2 ) . 
Из (5.5), (5.6) и теоремы 1.2 с е = ô вытекает 

I # a 2 (Я) - Со, а А* - С,. аЛ*""1 - Q (Я) Я ^ 1 | < С ^ " 1 + О ( Я ^ 1 ) , (5.7) 

где С О - > 0 при 5 0 и СО не зависят от выбора a b а 2 , £. Устремляя Ô к 
нулю, из (4.10)—(4.12) и (5.7) получаем (5.1). 

З а м е ч а н и е 5.1. Если функция Q разрывна, то формула (5.1), вообще 
говоря, неверна. В этом легко убедиться, рассмотрев оператор Лапласа на 
сфере. 

З а м е ч а н и е 5.2. Вероятно, может случиться, что Q = 0, когда 
mes UT ф 0. Однако примеры такого сорта нам неизвестны. 

В общем случае функцию Q следующим образом можно разложить на квази­
вейлевскую и кластерную составляющие. Пусть т п , п = 1, 2, —точки 
разрыва функции Q. Положим: 

ß = U Q v Qcz (Я) = (2яГ* Г ^ 1 j - ? - ЯГ] 2 Я dr\, 

Qqw = Q — Q c Z . Тогда функция Qqw непрерывна, а функция Q c / обладает сле­
дующим свойством: если Я == со ± е/2 —точки непрерывности Qcl, то 

QcZ(cD + e / 2 ) - Q c * ( c o - e / 2 ) = 

= S [Qcz (Tn + 0) - Qcl ( т п - 0)] - e ( 2 я ) ^ mes fi. 
| c o-T n | < f / 2 
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Это позволяет, учитывая (4.1), переписать (4.2) в виде 

N (со* -;- е/2) 8/2) = 8 (2n)~d mes (S*ZW \ Q ) СО* - 1 + 

+ [Qqw (СО + 8/2) - Qqw (СО - 8/2)] C O ^ 1 + 

+ (2nj~dT-x Ц mesQ T c o ^ + o ^ " 1 ) 
| œ - T n | < e / 2 

(ср. [1, (3.18)]). Здесь первые два слагаемых представляют собой квазивей­
левскую, а третье—кластерную часть главного члена асимптотики. 

§ 6. Примеры и обобщения 

1. О п е р а т о р Л а п л а с а с у с л о в и е м Д и р и х л е . Резуль­
таты работы остаются в силе, если вместо (1.2) поставлено граничное условие 
Дирихле. В этом случае ß n = л (ср. (2.11)), поэтому q = О (mod л/2). Отсюда 
следует, что N (К) имеет либо вейлевскую, либо кластерную асимптотику 
(более того, Qqw = 0). 

2. О п е р а т о р Л а п л а с а н а п о л у с ф е р е . Пусть M — d-мер-
ная полусфера радиуса R. Предположим, что главный символ а порождает 
стандартную метрику на M. Тогда T = 2nR, UT = S*M. Несложные выкладки 
показывают, что для любого ПДО v функция Q может иметь разрывы лишь 
в точках X == R~x (п + 1/2 — Ш 2 /2 ) , n Ç z. Поэтому вне зависимости от v 
кластеры могут образоваться лишь вокруг таких точек. 

Функция Q непрерывна, в частности, когда v° =су/Га', где с — положи­
тельная константа. Для такого граничного условия из (5.1) получаем 

M(X) = -jrX -f { d _ _ i y [{c2 + ^ n ( ù ( l ) ) - 2 c o ( ^ ) j À f o ( À ), 

где со (к) = 1/4 — [1 — 2 Ш 2 / 4 . 
3. О п е р а т о р ы н а м н о г о о б р а з и и б е з к р а я . Если L = 0 , 

то результаты работы сохраняют силу для ПДО А порядка m > 0. Дока­
зательства остаются прежними; из-за отсутствия края некоторые из них сильно 
упрощаются. По-другому определяется лишь фазовый сдвиг ß. 

Обозначим через (t, у, г\) интеграл субглавного символа оператора Ах'т 

по траектории «длины» t, выпущенной из точки (y, r|) Ç Т'М. Фазовый сдвиг ß c 

определим так же, как в § 2. Согласно [1, § 3 ], при обходе по замкнутой траек­
тории главный символ оператора ехр (—itA l/m) умножается на ехр i фс — ß;). 
Поэтому для абсолютно /-периодической точки (у, т|) 

ß(f, у, ч) = ß,C, У> л) + ß, {t, у, n), 
где ß s = —ßs. Слагаемое ß s можно интерпретировать как фазовый сдвиг, 
порожденный субглавным символом. Напомним, что если А — оператор Лап­
ласа, то субглавный символ Al/m равен нулю. Следовательно, в этом случае 
ß. = 0. 

4. О п е р а т о р ы в ы с о к о г о п о р я д к а н а м н о г о о б р а ­
з и и с к р а е м . Используя методы [4]* результаты работы можно распро­
странить на краевые задачи для операторов высокого порядка, удовлетво­
ряющие условиям из [14] (в частности, условию простого отражения). Дейст­
вительно, оценивая вклад периодических точек в асимптотику N (Я), мы не 
выходим за пределы «внутренней» зоны, а в этой зоне оператор высокого по-
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рядка исследуется практически так же, как оператор второго порядка (см. 
14, § 31). Приведем один пример.* } 

Пусть M —двумерная полусфера радиуса R со стандартной метрикой, 
L 2 (M) —пространство функций на М, $Ф—бигармонический оператор А2 

в L 2 (M) с краевым условием 
и\ь = дХ1и\ь = 0 

в специальной системе координат. Тогда для N (X) справедлива формула (5.1) 
с d = 2, с 0 = # 2 / 2 , 

сг = —R/2 — я - ^ Г (3/4) [Г (5/4)]- 1 R/2, 

Q(X) = / 2 [К (V2/2))~l R/2 - Reo (К) -
— R [1 —sign со (X)] [— sin ясо (X)f'2l2t 

где со (X) = [RX]V Г (•) —гамма-функция, /С (•) —полный эллиптический 
интеграл первого рода. 
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