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О последовательностях мерозначных решений 
квазилинейного уравнения первого порядка 

В статье исследуется поведение ограниченных последовательностей мерознач­
ных решений уравнения 

diva; <р(х,и) + ф(х,и) — О, (*) 

и = м(х), х — (x i , . . . , in) G А,П С Rn - открытое множество. Основным 
результатом работы является доказательство предкомпактности ограниченной 
последовательности мерозначных решений уравнений вида (*) в топологии силь­
ной сходимости. 

Библиография: 8 названий. 

§ 1 . Введение 

Рассмотрим квазилинейное уравнение первого порядка 

divx (р(ху и) + ф(х, и) = 0, (1) 

и = и(х), х = (а?1,...,жп) Е fi,fi С Шп - открытое множество, <р(х,и) = 
(y>i(a?,ti),.. .,v?n(aM0), функции (fi (ж, и) G CX(Q х М), г = 1, . . . , п; ф(хуи) Е 
L°°(K) для любого компакта ]{ С О х 1 . 

В настоящей статье исследуется поведение ограниченных последовательностей 
мерозначных решений уравнения (1). Основным результатом работы является ус­
тановленная в § 4 для широкого класса уравнений вида (1) предкомпактность огра­
ниченной последовательности мерозначных решений в топологии сильной сходи­
мости. При доказательстве этого результата существенно используется введенное 
Тартаром в работе [1] понятие Я-меры, соответствующей ограниченной в L2(Q) 
последовательности функций, и распространяемое в § 2 на случай последователь­
ности мерозначных функций. В § 3 доказывается теорема о локализации Я-меры, 
соответствующей ограниченной последовательности мерозначных решений (ана­
лог теоремы 1.6 из [1]). Наконец, в § 4 в невырожденном случае принцип локализа­
ции применяется для доказательства основного результата работы. 

Приведем определение обобщенного решения уравнения (1) в классе ограничен­
ных измеримых функций, которое будет служить основой для дальнейших обоб­
щений. 
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dx > 0 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 (см. [2], [3]). Ограниченная измеримая функция и{х) на Q на-
зьгоается обобщенным решением (коротко-о.р.) уравнения (1), если при ifc £ М 
для всех f(x) е С0°°(«), /(я?) > О 

/ ((?>(*, «(*)) ~ <£>(*, *)) sign(w(x) - A), v / ( « ) J 

- sign(u(x) - к) I divx (p(x, к) + ^(a;, н(а?)) J /(ar) 

( ( • , ) - скалярное произведение в Жп), т.е. при i G l B области Q 

divx ( (у?(х, м(аО) ~ УК^, Ar)) sign(i/(a?) - к) 

+ »ign(u(z) - £) ( div* (р(х, к) + ф(х, и(х))) < О 

в смысле распределений. 

В настоящей работе мы изучаем более общие мерозначные решения, введенные 
впервые в работах [4]-[5]. 

Приведем основные используемые понятия: 
Мерозначной функцией на Q называется слабо измеримое отображение х —>• их 

множества П в пространство вероятностных борелевских мер с компактным носи­
телем на прямой EL Слабая измеримость их означает, что для любой непрерывной 
функции р(А) функция х —¥ f p(X) dvx{\) измерима на П. 

Мерозначная функция vx называется ограниченной, если существует М > О 
такое, что для п.в. х Е Q supp vx С [—М,М]. Наконец, мерозначные функции 
вида: vx — 8и(х), где 8и - мера Дирака с носителем в точке и, называются ре­
гулярными и будут нами отождествляться с соответствующими функциями и(х). 
Таким образом, множество ограниченных мерозначных функций включает в себя 
пространство L°°(Q). 

Пусть MV(Q) - множество ограниченных мерозначных функций на Q. Опреде­
лим понятия сильной и слабой сходимости последовательностей из MV(Q)\ 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть i/* e MV(Q), k € N, i/* Е MV(Q). Будем говорить, 
что 

1) последовательность и* сходится к vx слабо, если для всех р(Х) Е С (Ж). 

/ р(А) di/*(A) -> / р(А) ^ ( А ) при jfc -»• оо *-слабо в Ь°°(П). 

2) последовательность i/* сходится к i/д; сильно, если для всех р(А) £ С(М) 

/ р(А) Ж/*(А) -> / р(А) А/* (А) при к ->• оо в LioC(fi). 

Как показано в следующей теореме, мерозначные функции естественно возни­
кают как слабые пределы ограниченных последовательностей из L°°(Q): 
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ТЕОРЕМА 1. 1) Пусть Uk(x) £ L°°(Q,), к £ N, - ограниченная последо­
вательность. Тогда существует подпоследовательность иг(х) = Uk(x), 
к = кг, и мерозначная функция vx E MV(Q.) такие, что для всех р(Л) £ С(Ш) 

р(иг(х)) —>• / р(Л) dvx(X) при г —>• оо *-сла5о в Z/°°(Q), 

т.е. последовательность регулярных мер о злачных функций, отождествляе­
мых с иг(х), сходится слабо к vx в смысле определения 2. При этом 

2) мерозначная функция vx регулярна: vx — Su^ тогда и только тогда, 
когда при г —> оо иг(х) —> и(х) в L^oc{Q,) (сильно). 

Доказательство теоремы 1 можно найти в работе [4] (см. также обзор [6]). За­
метим, что, обратно, любая мерозначная функция на Q является слабым пределом 
ограниченной последовательности из L°°(Q) (см. [4], [6]). 

Будем называть последовательность мерозначных функций i/*, к Е N, ограни­
ченной^ если при некотором М > О для п.в. х Е ^ и для всех к Е N supp и* С 
[-М,М]. 

Верно следующее обобщение первого утверждения теоремы 1: 

ТЕОРЕМА 2. Пусть ик, к Е N, - ограниченная последовательность ме­
розначных функций. Тогда существует подпоследовательность vT

x = ик, 
к = кг, и мерозначная функция vx на £1, такие, что при г —> оо и^. —ь vx 

слабо. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть М > О таково, что для всех к £ N suppj/£ с 
[—М, М]; \хк - мера н а О х [—М, М], определяемая соотношением: 

(Др(* ,А)) = / ( / р(*,А)^*(А)) dz прир(1,А) е Со(П х [-М,М]). 

Заметим, что из слабой измеримости отображения х —> ик следует измеримость 
функции х —> JRp(x, A)d^(A). Из определения мерозначной функции следует, 
что: 

1) еслир(я, А) > 0, то (/Ар(ж, A)) > 0> 

2) если**, А) I К*) ,гдеР (*) е ад,То</)Р(*, А)> = f p{x)dx. 

Из 1), 2) вытекает, что цк, & £ N, - последовательность неотрицательных мер на 
О, х [—М, М] /ограниченная по вариации на любом компакте: для любого компакта 
К С ^ цк(К х [—М,М]) = mes(K'), где mes - мера Лебега на fi. Поэтому, 
существует подпоследовательность / i r = /i*, к = fcr, и неотрицательная мера /i на 
Q х [—М, М] такие, что при г -> оо / i r —> /i слабо. Из 2) следует, что ргп / i r = mes 
и в пределе при г —> оо prQ /i = mes. Как показано в работе [4], отсюда следует, 
что существует мерозначная функция их такая, что supp vx С [—М, М], для всех 
p ( x , A ) E C 0 ( Q x [ - M , M ] ) 

(/i,p(x,A)) = / f / p(ar,A)A/x(A)j cte. 



90 Е.Ю. ПАНОВ 

Пусть р(х, А) = (р{х)д(Х)) где <р(х) Е С 0 (П) , д(Х) Е С ( [ - М , М ] ) . Т о г д а из слабой 
сходимости мер цг —> ц 

J У д(Х) dvr
x(xfj ф) dx = ((лг,р(х, А)) 

—>(}2,р(х,Х))= [ ( f g(X)dvx(X))<p(x)dx, 

откуда , учитьшая ограниченность последовательности fRg(X) dvx{X) в L°° (Q) и 
плотность Со (О) в L 1 ( f i ) , получаем, что последнее предельное соотношение вы­
полнено д л я всех <р(х) Е L1 (П) , т.е. д л я всех д(Х) Е С([—М, М]) 

I g(X) А £ ( А ) —• / 0(A) А/Х(А) *-слабов 1 ° ° ( П ) 
Уж r->°°jR 

и ^ —> vx. Теорема доказана . 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 3 . Ограниченнаямерозначная функция vx на £3 называется ме-
розначным решением ( к о р о т к о - м . р . ) уравнения (1), если д л я всех i G l 

d i v * ( / (<р(х> А) - (р(х, к)) sign(A - к) dvx{X) J 

+ / sign(A - к) [div* <р(х, к) + ^(х, A)] dvx{X) < 0 (2) 

в смысле распределений. 

Заметим, что определение 3 согласуется с определением 1 в том смысле, что 
функция и(х) является о.р. уравнения (1) тогда и только тогда, когда она как 
регулярная мерозначная функция является м.р. уравнения (1). 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если vx - м.р. уравнения (1), то 

div* ( I <p(x9 A) dux(X) J + / ф(х, A) dux(X) = 0 

в смысле распределений; в частности, если и(х) - о.р. уравнения (1), то и{х) удов­
летворяет (1) в смысле распределений. 

Действительно, требуемое равенство вытекает из (2) при к — ± М , где М > 0 
таково, что для п.в. х EQ supp vx С [—М,М]. 

§2. Я-меры, соответствующие ограниченным 
последовательностям мерозначных функций 

Н а м потребуется определенное в работе [1] понятие Я - м е р ы . Пусть п Е N . 
Введем следующие обозначения: 

F(u)(0i € € М П , - п р е о б р а з о в а н и е Фурье функции и(х) Е Ь2(Шп); 
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S = Sn~1 = {£ = (&, . - . ,*п) | |£| = (ЕГ=1^ ? ) 1 / 2 = 1}-единичная сфера в 

и —> и, и G С, - операция комплексного сопряжения. 
Пусть П С Мп - открытое множество, р G N, последовательность Uk(x) = 

(Uk(x),..., Up(x)) G (L2(ft))p слабо сходится к нулю. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 (см. [1, теорема 1.1]). Существует семейство комплекс-

них борелевских мер /i = {/xlJ}f »=1 на Q x S и подпоследовательность 
Ur(x) = Uk(x), k = кГ} такие, что для всех ф\{х), фъ{х) G Co(ft), ф(£) G С(5) 

(А1у,^(*)йОО^(0>= l im / Пи[Ф1)(0ПЩФ2)(0ф(щ) de. (3) 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 (см. [1]). Семейство мер /i = {/ilJ}f j=i называется Н-мерой, 
соответствующей подпоследовательности Ur(x). 

ЛЕММА 1. Пусть при г = 1, . . . , р М,- = Ит^-юо Ц^Цг.п- Тогда для всех 
i, j = 1, . . . , р Var/i l J < AMiMj. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть сначала г = j . Тогда из (3) при ф\(х) = ф2(х) 
следует, что \i%% - неотрицательная мера и по равенству Планшереля 

Var/x" = /х"(П х 5) = lim / F(UrXa)(OP(U[Xa)(0^ 
г-*00 jRn 

= lim ||^Г||2 < м ? 
г—»-оо ' 

(здесь Хп(х) ~ индикатор множества П). Далее (см. [1, Corollary 1.2]) для любого 
борелевского множества А С О х 5 матрица {/i,,7(^4)}f J==1 положительно опреде­
лена, в частности, 

\^(А)\ < (цн(А)»»(А))1/2 < MiMj, 

откуда следует, что 

\Refxij(A)\ < MiMj, \Imtiij(A)\ < MiMj. 

Отсюда и из разложения Хана (см. [7]) для мер Re /i*-7, Im /i ' J следует, что 

Var(Re fiij) < 2Mt- Mj, Var(Im fiij ) < 2M; Mj 

и, наконец, 
Var(jif ') < Var(Re fjiij) + Var(Im /iij) < 4Mt- Mj. 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 2. Пусть vx G Ml/(fi). Тогда для любой ограниченной борелевской 
функции р(Х) функция х —>• /p(A)c?z/a7(A) измерима по Лебегу на Q. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F = {р(Х) | р{Х) - борелевская функция на М, 
\р(Х)\ < 1 и функция х -» f p(X) dvx{X) измерима по Лебегу}. 

По определению мерозначной функции единичный шар В пространства С(Щ 
содержится в F. Далее, F секвенциально замкнуто в топологии поточечной сходи­
мости: 

Еслир*(А) -» р(Х) и для всех к £ N р*(А) £ F, тор(А) £ F. Действительно, 
по теореме Лебега об ограниченной сходимости для всех х £ Q 

[ Pk(X)dvx{\)-+ fp(X)dux(X) 

и функция х *-> J* р(А) Ал,. (А) измерима по Лебегу как поточечный предел последо­
вательности измеримых функций. Используя трансфинитную индукцию, получим 
отсюда, что для любого порядкового числа а множество F содержит функции, по 
модулю не превосходящие единицы, из класса Бэра Ва. По теореме Лебега, (см. [7, 
с. 368]), F содержит все борелевские функции р(А), по модулю не превосходящие 
единицы, и, значит, для любой ограниченной борелевской функции р(А) функция 
х н* / р(Х) dvx(X) измерима по Лебегу. Лемма доказана. 

ЛЕММА 3. Пусть vx £ MV(Q). Тогда функция и(х,Х) = 1Лг((А,+оо)) изме­
рима по Лебегу на множестве й х М . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Определим при к £ N ступенчатую по переменной А функ­
цию Uk(xi A): Uk(x, A) = w(ar, £), где целое i таково, что ^jp < А < •£. Тогда при 
i ^ < А < i 

к S л S к 

uk(x,\) = Jo(\-£)dvx(\), где0(А) = {* 
при А > О, 

О при А < О 

- функция Хевисайда. 
По лемме 2 при любом к £ N функция х *-> f 0(X— %) di/x(X) измерима на Q, от­

куда следует измеримость функции t*fc(x, А) на О, х М. Так как при фиксированном 
х £ Q функция и{х, А) полунепрерывна справа, то последовательность ик(х, А), 
& £ N, сходится к и(х) А) поточечно и, следовательно, функция тх(ж, А) измерима на 
Й х М . Лемма доказана. 

Пусть теперь v*. £ MV(fi), к £ N, - ограниченная последовательность меро-
значных функций, слабо сходящаяся к мерозначной функции vx £ МК(П). Обо­
значим при х £ О, А £ Ж 

и*(аг, А) = 1/* ((А, +оо)), ii°(x, А) = I/,((А, +оо)). 

Тогда по лемме 2 при * £ NU{0} , А £ M tifc(x, А) £ £°°(П)иО < uh{x,X) < 1. 
Пусть ; 

Я = Д(«/°) = | А 0 € М | « « ( M ^ - H M I 0 ^ , А0)в1,1
о с(П) | . 
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ЛЕММА 4. Дополнение Е = Ш\ Е не более чем счетно и при А Е Е 
ик(х, А) -> ti°(я, А) *-слабо в L°°(Q). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ip(x) Е С(0.) П L1(fi), <р(х) > О на Q; Л -множество, 
точек непрерывности функции 

р(А) = / г/°(х, A)<p(x)dx. 

Так как р(А) - невозрастаюшая функция, то дополнение А не более чем счетно. 
Покажем, что Е Э А. Действительно, если А о Е А, то, учитьюая монотонность 
функции гх°(ж, А) по А, 

/ \и°(х} А) - г/°(х, Хо)\(р(х) dx=\[ (u°(x, A) - t/°(x, А 0 )М*) rfxl 

= |p(A) - p(Ao)| -> 0 при А ->• A0 

иг!°(х,А) -> и0(х,А0) в L1{Q}(p(x)dx). Так как <р(х) Е С(П), у>(х) > 0, то 
и°(х, А) —>> и°(х, Ао) также и в Ь\ос(0)} т.е. х Е Е. 

А —•Ло 

Итак, £ D Аи, значит, £ С А - не более чем счетно. Первое утверждение 
леммы доказано. 

Докажем второе утверждение. 

Пусть Ао Е Е, h > 0; 0j~(A), #£(A) - непрерывные функции, такие, что 0 < 
0 д ( А ) < 1 , О < # ( А ) < 1 и 

^ ( А ) = ( 1 П Р И А ^ А 0 + /1' ^ ( А ) = ( 1 П Р И А ^ А ° ' h v ' I 0 при А < А0)
 h I 0 при А < Ао - Л. 

Пусть, как и выше, 0(A) - функция Хевисайда. Тогда, очевидно, 

0(А - А0 - h) < в^(Х) < в(Х - А0) < 6+(Х) < в(Х - А0 + Л) 

и, интегрируя эту цепочку неравенств по мере vk(X) при к £ N U {0}, получим 

ик(х, Ао + ft) < fe^{X)duk(X)<uk{x,X0) 

<je+(X)duk(X)<uk(x,X0-h). (4) 

Пусть е > 0, (р(х) Е Co(fi), <р(х) > 0. Таккак.Ао Е Е, то существует h > 0, такое, 
что / п (и°(х, А0 - Л) — ti°(x, А0 -h hj) <p(x) dx < е и из (4) 

Jn(J 0t{X)dv°t(\))<p(x)dx- ^ | ^ ( A ) d ^ ( A ) ) ^ ( x ) d x < e. (5) 
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Обозначим при к Е N U {0} 

Qk+=Шв"(А)d^(A))ф) dx' Qk-=L (/К(А)di/k{x))Ф) dx' 
Тогда (5) можно переписать в виде: Q+ — Q°_ < е. Из слабой сходимости vk —> vx 

следует, что существует ко Е N, такое, что для всех к > ко 

\Ql-Q°+\<et \Qk.-Q^\<e. (6) 

Пусть при к Е N U {0} 

Qk = uk(x,\0)<p(x)dx. 

Из (4) при к Е N U {0} имеем Qk_ < Qk < Q\, откуда, учитывая (5) и (6) при 
к > ко 

\Qk - Q°\ < max(Q* ,Q?|_) - min(Q* ,Q°_) 

< \Q% - Q°_| + \Q\ - Q\\ + |g* - Q°.| < 3e. (7) 

(Мы воспользовались очевидным неравенством: прир, g, P,Q EM max(P, Q) — 
min(p,g) < \P — Q\ + \Q — q\ + \p—q\). Из^имеемНгщ-юоФ* = Q° или, раскрыв, 
для всех (р(х) Е Co(ft), <p(x) > 0 

/ ик(х, \0)<p(x)dx—> / и°(х, \o)<p(x)dx. (8) 

Учитывая, что любая функция из Со(^) представима в виде разности двух неотри­
цательных функций из Co(fi), получаем, что (8) вьшолнено для всех (р(х) Е Co(fi) 
и из ограниченности последовательности ик{х, Ао) в L°°(Q) и плотности Co(fi) в 
Ll(Q) следует, что (8) вьшолнено для всех (р(х) Е Ll(£l), т.е. ик{х, А0) —>• гх°(х, А0) 
при к -> оо *-слабов L°°(fi). Лемма доказана. 

Пусть Uk(x) = ик(х,\) — ti°(x, А). По лемме 4 при А Е # 

[/£(*) —> 0 *-слабо в / ^ ( П ) . 
А:—>оо 

ТЕОРЕМА 3. 1) Существует семейство локально-конечных борелевских 
мер {fJ>pq}p,qeE на £1 х S и подпоследовательность Ur(x) = {U£(x)}P£E> 
UUx) = Uk(x), k = kr, такие, что для всех $i(x) , Фг(^) € Co(ft), V>(f) £ С(«5) 

<А1и,Ф1(*)*2(*ЖО>= Km / ^i^ p
r ) (0^(*2^(0^f4r)«. W 

Г-+°°МП \ l s l / 
2) Отображение (p,q) »-» / i p ? непрерывно как отображение ЕхЕ в простран­
ство Z(£l х S) локально-конечных борелевских мер \х на Q x S с топологией, 
порожденной полунормами \\ц\\к = Var(/i)(A"), К - компакт в Q x S. 
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ЛОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем сначала утверждения теоремы с заменой мно­
жества П на его открытое предкомпактное подмножество. 

1) Пусть Q С Г2 - открытое подмножество с компактным замыканием в Q, D С Е 
- счетное, всюду плотное множество. По предложению 1 для любого конечно­
го подмножества В С D существует подпоследовательность последовательности 
Uk(x) и семейство конечных борелевских мер {/J>pq}p,qeB на fi x 5, для которых 
вьшолнено условие (9) прир, q Е В. Используя стандартную диагональную проце­
дуру, мы можем выбрать подпоследовательность Ur(x) = Uk(x), к = кг и семей­
ство конечных борелевских мер {nvq }p,q£D на Q x 5 так, что (9) будет вьшолнено 
уже для всех р, q Е D. Пусть р,р ' Е Е. Тогда (при иг(ж, р) = ик(х,р),к = кг) 

fjU;(x)-U;,(x)\dx< [\ur(x,p)-ur(x,p')\dx 
JQ JQ 

+ [\u0(x9pj-u°(x,p')\dx. (10) 
JQ 

Из монотонности ur(x, p) по переменной р 

l\ur(x,p) — иг(я,р')|б?я = l(ur(x,p) — ur(x,p'))dx 
JQ \JQ 

< l(ur(x,p) — u°(xip))dx\ 
\JQ I 

+ \[jur(x,p')-u0(x,p'))dx 
\JQ 

+ \fju0(x,p)-u°(x,pf))dx\ 
\Ja I 

и из (10) вытекает оценка 

f\U;(x) - U;,(x)\dx < I fjur(xiP) - u°(xiP))dx\ 
JQ \JQ I 

\ jju^x.p') - vPix.p^dxl 
\JQ I 

2 / \u0(x,p)-u°(x)p,)\dx. (11) 

Так как по лемме 4 для всех р € Е 

lim / (u r(#,p) — и0(я,р))б?х = 0, 

то из (11) 

Ш f \U;(x)-UL(x)\dx<2 J \u\x)p)-u\x,p')\dx, r-+°°jQ v JQ 

+ 

+ : 
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откуда, поскольку \U^{x) — U\{x)\ < с, с = const 

т^щм-и;,^)^^ (2cJ_\uo(x,p)-uo(x,p')\dxy 2 

Следовательно, учитывая, что р £ Е 

ит ш\\и;(х)-и;,(х)\\2Д = о. (и) 
р' —+р г—too r r ' 

Пусть теперь Ф\(х), Ф2(я) £ Со (£2), ф(£) £ C(S). Обозначим 

Fr(P,q) = jf n ПФ 1 ^)(0^(ф а ^)(0^( | | ) <£• 

Пусть (р, д), (р', з') £Е х Е. Тогда 

*V(P',«') - Fr(p,e) = jfn ^ («h(t$ - ^r))(0n*2J7;,)(0^(|i) <*e 

+ J^ Г(Ф1^)(ОГ(Ф,(Р;( - ^r))(0^(||i) <*e 

и, используя равенство Планшереля, получим, что 

|^(р',У) - FP(p,g)| < (||С/; - C/;,||2,dl^|l2,n + 11СЛЫК - ^ Н а л ) 
х | | Ф 1 ( * ) | | о о | | Ф 2 ( « ) | | о о | | ^ ( 0 1 | о о . (13) 

Из (12), (13) и того, что прир £ Е" 

Who < WUpW°° (mes(Q))1/2 < 2 (те 8 (П)) 1 / 2 = const, 

получаем 
Н т Km | F r ( p / , g / ) - ^ r ( p , e ) | = 0. (14) 

(p',g')-*(p»9) r-+°° 

Если (р ;, q') £ D х D, то по выбору подпоследовательности Ur(x) в пределе при 
г —> оо Fr(p/, g') —>• (^р g , Ф1(ж)Ф2(х)^»(^)) и, так как D плотно в £", мы можем 
перейти к пределу при (p',q') —> (р, д), где (р',д') £ 1} х Д (р, д) £ Е х Е. 
Учитывая (14) получим тогда, что для всех (р, q) £ Е х Е} Ф\ (х), Фг(х) £ Со (ft), 
V>(£) £ C(S) существует предел linir.-j.oo F r(p,g) = F(p,g), причем предельная 
функция F(p, g) непрерывна на Е х Е. Пусть pyq £ Е. Используя плотность £), 
выберем последовательности РкЛк £ Е>у такие, что при к —> оо р& -> р, д*. —>• д. 
По лемме 1 при р, д £ D 

V a r р « < 4 • ШЕ | | ^ | | 2 д • Ш | | [ / ; | | 2 д < const 
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и, по предкомпактности ограниченного по вариации множества мер в топологии 
слабой сходимости, получим, что (после возможного выделения подпоследова­
тельности) существует конечная мера \xvq с носителем на Q x S, такая, что при 
к -->• оо npkQk _). цРЯ *-Слабов Z(Q x S) = (C0(Q x S))*. Заметим далее, что 
приФхОс), Ф2(х) Е С0(П), V(0 е C(S) F(pk,qk) = (^^)Ф1(х)Ф^)ф(0) и 
из непрерывности F(p, q) на Е х Ей слабой сходимости последовательности мер 
рРкЯк к мере fipq следует, что 

F(p,g) = Jim F{pk)qk) = (^)Ф1(х)Ф2(х)ф(0). 
к—too 

Из полученного равенства, в частности, следует, что мера fipq определена одно­
значно. 

Итак, существует семейство мер { / i ^ J p ^ ^ H a f i x S такое, что для всех Фг(х), 
*2(x)eCo(n)Mt)eC(S) 

r-+oo fan * \ 1 Ш 

2) Пусть p,p\q Е £\ Д = {A*J'}• _г ~ Я-мера, соответствующая последова­
тельности (и^(х)-и^{х),Щ(х)^ Е (Ь2(Щ)2. Тогда, очевидно, Д12 = /У* -
/ ip g . По лемме 1 Var/i12 < const -Цгпг-юо ||f7p(a?) — UL(x)\[2j^ и и з №) следует, 
что linip/^p Var(/ip 9 — /ipg) = 0 равномерно по q Е Е и отображение р -> /ip g 

непрерывно по вариации в Q x S равномерно по q £ Е. Так как /iP9 = \xqP (СМ. [1, 
Corollary 1.2]), то отображение q —» /iP9 также непрерывно равномерно по р Е £ . 

Следовательно, отображение (р, д) —>• /iP9 непрерывно по совокупности перемен­
ных (р, q) е Е х Е. 

Для завершения доказательства теоремы рассмотрим возрастающую по вклю­
чению последовательность предкомпактных в Q открытых подмножеств Qm, т Е 
N, таких, что Um£N ^ m = ^- ^ а к показано выще, для каждого т Е N существует 
семейство конечных борелевских мер {/*£?}р,де# на Qm x S и подпоследователь­
ность 

г -+ Е В Д = {U^p(x)}p€E = {U^m\x)}peE 

исходной последовательности к -» Uk(x) = {U^{X)}V^E такие, что UJn+1(x) 
является подпоследовательностью последовательности U^l(x) и для всех Фг(ж), 
Ф2(*) € С0(ПТО), tf(0 G С(5) 

( / /^Ф^Ф^МО) = pUm jf n ^ 1 ^ p ) ( 0 ^ W O 0 ^ ( | i ) #• (15) 

Отсюда в частности следует, что при т' > т для всех Ф1(ж), Ф2(#) Е Co(fim)> 

ШеОД ___ 

4 Математический сборник, т. 185, №2 
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и семейства мер ц**, га Е N согласованы: при га' > го /i^f/L с = //£?. Поэ-
тому, для всех p,q £ Е существует единственная локально-конечная борелевская 
мера fipq на О х 5, такая, что при т £ N / / м | п х 5 = /*т • Тогда из (15) для всех 

Выберем "диагональную" подпоследовательность 

г -> £Г(*) = {f/p
r(x)}p € £ , , где U;{x) = Up'Xx). 

Тогда из (16) следует, что для выбранной подпоследовательности и построен­
ного выше семейства мер {fipq}p,q£E выполнено (9). 

Наконец, утверждение 2) теоремы 3 следует из равенства 

npq\ _ ..pq 
Р \QmXS - Vm 

и установленного выше свойства непрерывности по вариации отображений (р, q) —> 
/ i ^ , т EN. Теорема доказана. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Семейство мер {//^Jp^e^ будем называть Н-мерой, соот­
ветствующей подпоследовательности */£ = и%, к = кг. 

§ 3. Принцип локализации для Я-меры, 
соответствующей ограниченной последовательности м.р. 

Обозначим Нр - пространство Соболева на Шп с показателями р, s,1 < р < оо, 
s G l (определение и основные свойства общих пространств Соболева можно най­
ти, например, в [8]). Если П С Шп -открытоемножество, то, как обычно, Н* \ос(&) 
обозначает локально-вьшуклое пространство, состоящее из распределений и на Q, 
таких, что для всех Ф(х) £ CQ°(Q) Фи £ # * с топологией, порожденной семейст­
вом полунормрф(и) = ||Фг/||яз, Ф(#) £ CQ°(Q). 

ЛЕММА 5. Пусть vx - м.р. задачи (1), константа М > О такова, что п.в. 
в Q supp vx С [—М, М]. Положим при р £ К 

Г + оо 
д(х) = / (^(a?,A)-^(ar,p))d!i/x(A), 

*/р 
л + оо 

фг) = / (divx<p(x\p) + il;(x)\))di>x(\). 
Jp 

Тогда существует неотрицательная локально-конечная мера // на Q, такая, 
что divg(ar) + с(#) = — /z в слшсле распределений, причем для любой функции 
ф(х) е с0°°(П) 

УагФ//= / \Ф(х)\аф)<а, Ф(х£Н^\ \\Фц\\н-г < с2, 

константы с\, с2 зависят только от М и Ф. 

file:///QmXS
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ЛОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть f(x) G CQ°(Q,). Рассмотрим линейный функционал 

C{f) = / [(«(*), V/W) - c(x)f(x)] dx. 

Тогда £(/) = (Л(/) + B(f)) /2, где 

Л(/) = L [ (/(^(*5 Л) " *(*'P)) Sign(A " P) dMX)l V / W ) 
- ( sign(\-p)(divx(p(x,p) + 'il>(x,\))di>x(\))f(x) 

B(f) = J [(/(*>(*. Л) - Ф>Р)) <M*)> V/(*)) 

- f (divx (p(x,p) + tp(x,\))di>x(\))f(x)\ dx. 

dx, 

Так как 

/ ( Ф , Р ) , У / М ) ^ = - / divx^(ar,p)/(x)dx, 

то /?(/) можно преобразовать к виду: 

ВД = J\(j^(x,X)dux(X),Vf(^ - (У^(*,А)«МА) )/(*) с/ж 

и по замечанию 1 # ( / ) = 0. Так как i/̂  - м.р., то для любой неотрицательной 
функции 

fix) е с0°°(П) A(f) > о. 
Следовательно, функционал £ ( / ) положителен: 

£ ( / ) > 0 при /(*) G CS°(a), f{x) > 0. 

Пусть К = supp(/) и (рк(х) Е CQ>°(Q), <рк{х) > 0, (рк(х) = 1 при х Е X. Тогда 
\f(x)\ < ||/||оо ^к (# ) и ш положительности£ имеем: £(||/| |оо -(pK(x)±f(x)) > 0, 
откуда 

1Д/)1 < WIWOOC&K) 

< max ||д;(я)||оо,*: / У ] |(^к)хг(аг)| dx 

+ lk(x)||oo,ic • / |y>K(aO|d*|. (17) 
Jn J 

4* 
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Можно считать, что р Е [— М, М], в противном случае, как легко следует из опре­
деления м.р. и замечания 1, £ ( / ) = 0. При р Е [—М, М], г = 1, . . . , п 

lk.'(*)||oo,JC < 2 max• №,•(*, i*)|, 
rrEK\|u|<M 

n 
||с(ж)||оо,л: < max ^ | у . * Д * , « ) | + |№(*.«)| |оо,кх[-м,м] 

и из (17) 
C(f) < cjcll/Hoo, (18) 

где константа ск зависит только от К и М. Итак, функционал £ непрерывен в 
топологии Со(П) и, так как Со°(П) плотно в Co(Q) однозначно продолжается до 
положительного непрерывного линейного функционала на Co(Q). По теореме Рис-
са-Маркова 

*/п 
где /i - локально-конечная мера, причем из оценки (18) вытекает, что для любого 
компакта if С О М-Ю ^ с ^ - Итак, для всех / (х) Е CQ°(Q) 

i 

ЦП = I [(«(*), v/(*)) - ФО/W] <** = / /(*) ^ 

и divg(x) + с(х) = — fi в смысле распределений. Пусть Ф(х) Е Co°(fi)., К = 
supp<$(#). Тогда 

Г \Ф(х)\(1^х)<С1=СК\\Ф\\00. L 
Существует константа С, зависящая только от М и Ф(я), такая, что |^(x)gi(x)||oo < 
С, i = l , . . . , n , ||(v*(a?),9(«))||oo < С, ||Ф(я)фО||оо < С. Используя из-
вестную (см., например, [8]) непрерывность операторов дифференцирования ——, 

i = 1, . . . , п из L°°(IRn) в Я ^ 1 и непрерывность вложения Ь°°(Шп) в Я ^ 1 , полу­
чим, что 

-Ф/1 = div Фд(ж) + Фс(х) - (v*0O> tfOO) € Я ^ 1 

и ЦФ/iЦ^-1 < С2, константа С2 зависит только отМиФ(ж). Лемма доказана. 

Нам понадобится также следующий результат, доказанный в [4] (лемма 28). 

ЛЕММА 6. Пусть Z - пространство конечных зарядов на 1йп с нормой 
|||/|| = Var(/z). Тогда любое множество L С Z П Я ^ 1 , ограниченное в Z и 
Я ^ 1 , компактно в Я^~1ос. 

Пусть теперь i/£ - ограниченная последовательность м.р., сходящаяся слабо к 
ограниченной мерозначной функции г/£, х Е ^ . Тогда */£ также является м.р. урав­
нения (1). Для доказательства нужно в условии (2) с vx = i/* перейти к пределу 
при А: —> оо, используя определение слабой сходимости мерозначных функций. 
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Пусть 

По теореме 3 некоторой подпоследовательности последовательности v* (за кото­
рой мы сохраним прежнее обозначение) соответствует Я-мера \i = {fi>pq}p,qeE, Е 
- множество, определенное перед леммой 4. 

ТЕОРЕМА 4 (принцип локализации). Для всех p,q Е Е А(х,£,р)/2Р9 = 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Из ограниченности последовательности и* следует сущес­
твование константы М > 0, такой, что для п.в. х £ Q при к Е N suppi/£ С 
[-М, М]. Пусть Ф(х) Е C£°(ft). По лемме 5 для всех р Е М 

/ Г + ОО 

£* = divx (ф(«) J (ф, А - ф,р))Л/*(А) 

= -Ф(*)/1* - Ф(х) / (divx *?(х, p) + ф(х. A)) Й/*(А) 

+ ( у ф ( * ) , у 0O(¥»(x,A)-^(x,p))d1/*(A))1 Ar€N. 

Из лемм 5, 6 и финитности функции Ф(х) следует компактность последовательнос­
ти распределений Ф(х)/^, к £ М, в Я ^ 1 . Далее, из финитности функции Ф(х) 
вытекает, что последовательности 

Г*"00 и 
к-+Ф(х) / (divxp(*,p) + ^*,A))di/£(A), 

Jp 

ограничены в L2(fi) и, по полной непрерывности вложения L2(Q) в Я^"1 (см., на­
пример, [8]), также компактны в Я^"1. Итак, последовательность распределений 
££ компактна в Я^"1. Пусть р Е [—М, М], 

«*(*, А) = «/'((А, +оо)), и°(х, А) = „°((А, +oo)), 
и£(х) = ик(х,\)-и°(х,\). 

Из формулы интегрирования по частям следуют равенства 

1+0°(ф, А) - р(*,р)) d^(A) = | М № * > « * ( * , A) dA 

для п.в. х £ Q. Поэтому распределения Ct можно переписать в виде: 

С$ = f &ух(ф(х)Щ^и\х,Х)Ух 
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(заметим, что по лемме 3 ик(х, А) £ L°°(Q x Ш)) Пусть V*(x) — U%(х)Ф(х), 

Вр к __ 
v 

f divx ( * ( « ) ^ ^ tf («)) ̂  = £* - Г», 

где 
£° = | divx (ф(х)^^1и0(Х, А)) с/А. 

Тогда из компактности последовательности С*, к £ N, в Я^"1 и из того, что по 
лемме 4 при А £ Я 

U\(x) —у 0 *-слабов 1°°(П), 

следует, что 
п р и £ - > о о #£-*>0вЯ2~1 . (19) 

Применяя преобразование Фурье к В*, из (19) получим, что 

ПП«*№«)« 
= i ^ F ( B * ) ( 0 -»• 0 в£ 2 (ИГ)при*-»оо . (20) 

Действительно, (см. [8]) условие (19) эквивалентно условию: 

(l + KD-^XO-K) 
при & —> оо в Ь2(Шп), откуда следует, что при к —> оо (Я - шар {£ £ М71 | |£| < 1}) 

щ ^ К О ^ О в £ 2 ( П Г \ Я ) . (21) 

Так как supp V£ С supp Ф(ж) и ||КА*||оо < const, то функции F (v£ д<р&ХА (£)> 
i = 1, . . . , п, ограничены равномерно по A £ [р, М], & £ N. Далее, поскольку 
V\(0 "^ 0 *-слабо в Ь°°(Шп) при & —>• оо, если А £ Я, то при к -» оо 

г = 1, . . . , п, поточечно. Таким образом, по теореме Лебега об ограниченной 
сходимости 

Здесь учтена ограниченность при f £ Я функции ттг&, « = 1, . . . , п. Из (21) и 
(22) следует утверждение (20). Пусть ф(£) £ C(S). Умножим (20) на функцию 
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Е(Уд
к)(0'Ф (т£т) > 9 € -^ и проинтегрируем по £. Используя ограниченность по­

следовательности Vq(x) в L2(Mn), получим, что при к —> оо 

ГШ-К^ЭДФ^Ш*^0- (23) 
По теореме 3, может быть после дополнительного выделения подпоследователь­
ности, для любого A £ Е при к -> оо 

где /i = {npq}p,q£E ~ Я-мерана ft x 5, соответствующая выделенной подпоследо­
вательности и*. Отсюда, по теореме Лебега об ограниченной сходимости 

лШи*зд«)^(А)«л 
к—>• о о ^ 

гМ 

( ^ , Л ( Ж , ^ , А ) | Ф ( х ) | 2 ^ ) ) ^ . 

Тогда из (23) при р £ [-M, М], q £ £ rM 
/ ( ^ , А ( х , ^ А ) | Ф ( х ) | 2 ^ ) ) ^ А = 0. (24) 

«у р 

По теореме 3 функция А -* (/хл*, А(я,£, А)|Ф(х)|2,0(£)) непрерывна на Е и из (24) 
следует, что прир £ [—М, М]П E,q £ Е 

№\А(Х,(;,РЖХ)\2Ф(О) = 0-
Из произвольности Ф(х) £ Co°(Q), ^ ( 0 ё C(S) имеем A(x,£,p)/ipg = 0 для всех 
p,q £ Е (при |р| > М для всех & £ N Uf;(x) = 0 п.в. в ft и, следовательно, для 
любого q £ Е \ivq = 0), что и требовалось доказать. 

§ 4. О предкомпактности ограниченных 
последовательностей м.р. в топологии сильной сходимости 

Будем называть уравнение (1) невырожденным, если для п.в. х £ ft и при всех 
£ = (£ь--- ,£п) G S функции 

не равны тождественно нулю ни на каком множестве положительной меры Лебега. 
Из теоремы 4 в случае, когда уравнение (1) невырождено, вытекает следующий 
результат. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть и* - ограниченная последовательность м.р., сходяща­
яся слабо к мерозначной функции v%. Тогда последовательность v* сходится 
к i/^. сильно. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Е = E(v%) - множество, определенное перед лем­
мой 4, */£, к = кг - подпоследовательность, для которой определена Я-мера 
{f*pq}p,qeE- Покажем, что при р Е E р,™ = 0- Пусть р Е Е, е > 0, К С £1 
- компактное подмножество. По теореме 3 существует 8 = 8(e) такое, что при 
xev(8) = {\eE\\x-P\< 8} 

V a r ( / i A p - ^ ) ( A ' ) < £ . (25) 

( 0, если А(х,£, А) = 0, 
Пусть f(x, £, А) = < Тогда по теореме 4 при \ £ Е 

I 1, если А(#,£, А) ф 0. 

/ / ( x , ^ ,A)d / i ^ (x ,O = 0. (26) 

Из (25) и (26) следует, что при А Е V(8) 

[ f(x, *, A) dpi"(x, О = / / ( * , *, A) d ( , i " - /iA*>)(z, О < е. 
JKXS JKXS 

Интегрируя последнюю оценку по А Е V(8), получим, что 

или, изменив порядок интегрирования, 

/ F{z,Z)dtf*(zti)<e, (27) 
JKXS 

где 
1 гр+о 1 ГР+d 

По условию теоремы при (ж, £) Е JD Х 5, где D С ft - некоторое множество полной 
меры Лебега, множество {А Е М | А(х,£, А) = 0} имеет нулевую меру Лебега. 
Следовательно, при (#,£) £ D x S дляп.в. А Е Ж /(#,£, А) = 1 и, значит, при 
(ж, О eDx S F(x,£) = 1. Тогда из (27) 

/ p ( ( / { n D ) x 5 ) < £ . (28) 

Из (9) и равенства Планшереля следует, что прир Е # , Ф(я) Е Со (ft) 

( ^ М Ф ( * ) | 2 ) = lim / и:{х)Щх)Щх)\Чх<с [ \*{x)\2dx, 

с = const и ргп / i p p < с • mes; mes - мера Лебега на ft. Отсюда следует, что 
lipp((K\D)xS) < cmes(K\D) = 0ииз(28) р™(К х S) - pPv((КПD)x S) < е. 
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Так как е > 0 и компакт К С О произвольны, то при р Е Е / i p p = 0. Отсюда 
вытекает, что при к —> оо 

/*+оо /*+оо 
ик(х,р)= А/*(А)-*« 0 (* ,р)= / А/£(А) B L , 2

O C ( 0 ) . 

Действительно, по определению Я-меры и равенству Планшереля при Ф(ж) е 
Co(fi), A G £ 

lim ||Е#Ф||2,П = <ЛРР,|Ф(*)|2> = 0. 
к—юо ^ 

Итак, при р Е -Б 

Je(X-p)duk
x(X)k-^Je(X-p)du°x(X) BLjUfi) . (29) 

(#(ti) - функция Хевисайда) Так как любая непрерывная функция может быть рав­
номерно на любом компакте аппроксимирована конечными линейными комбинаци­
ями функций вида Л ->• 0(А - р), р Е Е, то из (29) для всех р(А) Е С(Ш) 

Jp(X)duk
x(X)k-^jp(X)dux(X) BL,2OC(Q), 

а значит, и в Ljoc(0), т.е. подпоследовательность i/£ сходится к ^ сильно. Наконец, 
поскольку при любом возможном выборе подпоследовательности v^. предельная 
мерозначная функция определяется однозначно, то и исходная последовательность 
i/£ также сильно сходится к v%. Теорема доказана. 

Теорема 5 с учетом теоремы 2 может быть сформулирована иначе: любое огра­
ниченное множество м.р. предкомпактно в топологии сильной сходимости. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Любая ограниченная в L°°(Q,) последовательность о.p. Uk(x) 
уравнения (1) содержит сходящуюся в Цос(0.) подпоследовательность. 

Заметим, что, как показано в [4], при п = 2 утверждение следствия 1 может 
быть доказано методом компенсированной компактности. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Условие невырожденности уравнения (1) в теореме 5 сущес­
твенно. Действительно, пусть ^(x,w) = <р(и), ф(х)и) = 0 и существует £ Е S 
и интервал (а, 6) С М, такие, что (£,y?'(u)) = 0 при и Е (а, Ь). Тогда для лю­
бой функции h(s) со значениями в отрезке [а, Ь] функция и(х) = /i((£, ж)) является, 
очевидно, о.р. уравнения (1). Пусть hk(s) = ^ ^ + ^у^ • sin(fcs). Тогда соответ­
ствующая последовательность Uk(x) сходится слабо к 9^- в L°°(0), но не имеет 
предельных точек в Ь\ос{£1). 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Для ограниченной в L°°(fi) последовательности функций и к (ж), 
& Е N, удовлетворяющих (1) в смысле распределений (но не более того), утверж­
дение следствия 1 в общем случае неверно (и, значит, неверны утверждения 5 и 4). 

Действительно, пусть п — 1, П = Ш. Рассмотрим уравнение 

(и2)' = 0. (30) 

Очевидно, уравнение (30) невырождено. Пусть и(х) = 1, если целая часть х четна 
и и(х) = —1 в противном случае. Положим при к Е N Uk(x) = и(кх). Тогда, 
и\(х) = 1 и Uk(x) удовлетворяет (30) в смысле распределений. Однако, как легко 
проверить, последовательность Uk(x) не имеет предельных точек в LJ-oc(M). 
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