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Изучаются слабые пределы (с ростом числа слагаемых) распре­
делений разделимых статистик со значениями в локально компакт­
ных хаусдорфовых абелевых группах. Рассматривается универсаль­
ный метод получения предельных теорем для разделимых статистик, 
приспособленный для всех схем. Полученный слабый предел выража­
ется через предельное условное распределение сопутствующей разде­
лимой статистике аддитивной формы, построенной по независимым 
случайным величинам. 

Ключевые слова и фразы: разделимые статистики со значения­
ми в локально компактных хаусдорфовых абелевых группах; теорема 
двойственности Л. С. Понтрягина; непрерывная версия регулярного 
условного распределения; интегральное представление Зейбелла для 
условной характеристической функции; суммирование независимых 
случайных величин; общий принцип сходимости Б. М. Клосса. 

В настоящей работе изучаются слабые пределы (с ростом числа 
слагаемых) распределений сумм зависимых специальным образом слу­
чайных величин со значениями в локально компактных хаусдорфовых 
абелевых группах (LCA-группах, для краткости). Предполагается, что 
слагаемые таких сумм являются функциями от случайных аргументов; 
последние являются зависимыми таким образом, что их совместное рас­
пределение совпадает с условным распределением некоторых независи­
мых случайных величин при условии фиксации суммы последних в не­
которой точке «а». В отечественной литературе суммы такого вида 
называются разделимыми статистиками (PC, для краткости) и широко 
используются как в математической статистике и теории вероятностей, 
так и в других областях математики (см. [3], [6], [10], [14], [15], [17], 
[18], [38]). Имеется ряд методов (см. [6], [9]-[12], [14], [18], [25], [26], [31], 
[34]-[36], [39], [41]) получения предельных теорем для PC. Здесь рассма­
тривается универсальный способ, приспособленный для PC всех схем; 
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полученный при этом слабый предел распределения выражается через 
предельное условное распределение сопутствующей PC аддитивной фор­
мы, построенной по независимым случайным величинам. 

Работа состоит из трех параграфов. Первый из них носит вспо­
могательный характер: в нем приводятся определения и обозначения, 
а также играющий важную роль в дальнейшем изложении результат 
Зейбелла о существовании непрерывной, в смысле слабой сходимости, 
версии регулярного условного распределения на LCA-группе. В § 2 дока­
зывается основной результат этой статьи (его формулировка приведена 
в [20]); последний параграф посвящен следствиям этого результата. 

§ 1 . Основные определения и обозначения. 
Непрерывная версия условного распределения 

1.1. Некоторые сведения об LCA-группах. Пусть для j = 1 
и j = 2 тройка Gj = (Gj,(+)j,iXj) является LCA-группой с операцией 
сложения (+)j и топологией Uj (в дальнейшем изложении вместо (-f-)j 
будет применяться и символ +, если это не вызовет недоразумений). Как 
известно (см., например, [4, с. 43]), на каждой LCA-группе существует 
мера Хаара к, являющаяся инвариантной относительно групповой опе­
рации и единственной с точностью до мультипликативной константы. 
Произведение конечного числа LCA-групп с топологией произведения 
является LCA-группой (см., например, [21, предложение 16]) с мерой 
Хаара, равной произведению мер Хаара сомножителей. 

Следующие группы являются «элементарными» LCA-группами. В 
группе действительных чисел R групповой операцией является обыч­
ное сложение, а топологией — обычная топология с совокупностью всех 
открытых интервалов в качестве своей базы; мера Хаара в R — ме­
ра Лебега. Группа целых чисел Z является LCA-подгруппой группы 
R; топология Z дискретна, а мерой Хаара является «считающая» мера, 
равная для каждого множества числу элементов Z, в нем содержащих­
ся. Множество Т всех комплексных чисел, равных по модулю единице, 
с умножением в качестве групповой операции и с топологией, порожден­
ной топологией комплексной плоскости, образует LCA-группу Т; мерой 
Хаара для каждой «дуги» из Т является длина этой дуги. Как и Z, 
конечная дискретная абелева группа F имеет дискретную топологию и 
«считающую» меру в качестве меры Хаара. 

Пространство Gj может рассматриваться и как группа (Gj,(+)j), и 
как топологическое пространство (Gj,iij). Две группы (G,+) и (G',+') 
называют алгебраически изоморфными, если существует отображение 
/: G -» G', являющееся взаимно однозначным («на») и сохраняющим 
групповую операцию, т.е. / ( # 1 + 5 2 ) = ДяО+'Д^г) для любых g\,gi £ G\ 
два топологических пространства {G,iX) и (С,it') называют топологи­
чески эквивалентными (или гомеоморфными), если существует отобра­
жение / : G —> G', являющееся взаимно однозначным («на») и непрерыв-
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ным, причем обратное отображение / _ 1 также непрерывно. Две топо­
логические (или непрерывные) группы G = (G,+,SX) и G' = (G1,+',&') 

называют топологически изоморфными, если существует отображение 
/ : G —• G', относительно которого эти группы являются алгебраически 
изоморфными и топологически эквивалентными. 

Предположим, что Н — замкнутая подгруппа LCA-группы G; то­
гда алгебраическая факторгруппа G/H, снабженная фактортопологией 
относительно канонического гомоморфизма р (ставящего в соответствие 
каждому элементу g е G содержащий его элемент из множества G/H 
классов смежности), образует LCA-группу — см. [21, предложения 10, 
13 и 14]. 

Пусть (G,iX) — топологическое пространство и *В — наименьшая 
ст-алгебра, содержащая il; при этом *8 называется борелевской а-алгеб-
рой, ее элементы — борелевскими множествами, а пара (G,2$) — бо­
ре левским пространством. Пусть (Gj,2Jj), г = 1,...,М, — борелев-
ские пространства; наименьшая ст-алгебра 2$i х ••• х 2Jjvf, содержащая 
все борелевские прямоугольники В = В\ х ••• х Вм, В{ е <8, (г = 
1, . . . , М), называется произведением борелевских а-алгебр Ъ\,..., ©м> 
а пара (G\ х ••• х GM,%$I Х ••• Х %М) называется произведением боре­
левских пространств (Gj,fBi), г = 1,...,М. Если (G,<5) и (G1,&') — 

измеримые пространства, то функция / : G —<• G' называется (&,&)-
измеримой, если прообраз / _ 1 [ Л ] любого множества А из &' принад­
лежит в . Если ст-алгебры 6 и 6 ' являются борелевскими, то (©',©)-
измеримая функция / называется борелевской; если, кроме того, / явля­
ется взаимно однозначным отображением («на») и обратное отображе­
ние является борелевским, то / называется борелевским изоморфизмом 
борелевских пространств (G,&) и (G',&). Борелевский изоморфизм 
двух одинаковых борелевских пространств называется борелевским ав­
томорфизмом. 

Если G = (G,+,ii) есть LCA-группа, то непрерывный гомоморфизм 
7: G —• Т называется непрерывным характером. На множестве G* 
всех непрерывных характеров 7 можно ввести коммутативную опера­
цию, определяемую формулой: 

для всех J E G H всех 7 ' , 7" е G * , и компактно-открытую топологию И*, 
предбазу которой образуют все множества вида: 

где К — произвольное компактное множество в G и V — произвольное 
открытое множество в Т. Тройка G * = (G*,+,ii*) называется груп­
пой непрерывных характеров или группой, двойственной к G . Хорошо 
известно (см., например, [21, Предложение 29]), что G * является LCA-
группой, так что существует и* — мера Хаара на G * . Для элементов 
последней группы наряду с 7 будет использоваться и обозначение д*. 

( 7 ' + 7")Ы = 7'Ы7"Ы, (1.1) 

М(К, V) = { 7 е G*: G Т, у[К] С V}, (1.2) 
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Пусть Gj — группа, двойственная к Gj, j = 1,2; тогда произведение 
групп G* = Gj х GJ является (см. [21, теорема 13]) LCA-группой, двой­
ственной к произведению групп G = Gi х G 2 . Аннулятором L замкну­
той подгруппы Н LCA-группы G называется множество (снабженное 
индуцированной топологией) всех 7 е G*, таких, что j(h) = 1 для всех 
h € Н; аннулятор представляет собой (см. [21, с. 74]) замкнутую под­
группу группы G*, так что L* есть LCA-rpynna. 

Для любого элемента g из LCA-группы G определим функцию д'\ 
G* —* Т согласно формуле: g'if) •-»• 7 ( 5 ) для всех 7 е G*. Имеет место 
теорема двойственности Понтрягина (см. [23, теорема 52] и [21, тео­
рема 23]): каноническое отображение а: а(д) н-» д' для всех д е G явля­
ется изоморфизмом топологической группы G на вторую двойственную 
группу G** = (G*)*. К многочисленным следствиям этой теоремы от­
носятся, в частности, следующие: а) группа G* компактна, если группа 
G дискретна; б) группа G* дискретна, если G компактна; в) из первых 
двух утверждений следует, что для всех натуральных значений п ^ 1 
топологические группы Z" и Т п являются двойственными по отноше­
нию друг к другу; г) если Н — замкнутая подгруппа LCA-группы G, 
то топологические группы L и G*/L топологически изоморфны [21, те­
орема 27]) группам (G/H)* и Н* соответственно. * 

1.2. Условная характеристическая функция и регулярное 
условное распределение. Если X — случайная величина, принима­
ющая значения в LCA-группе G, и Р Х - 1 — ее распределение, то харак­
теристическая функция (х.ф.) (fx величины X определяется преобра­
зованием Фурье 

М 7 ) = / i{g)dvx-\g) 
JG 

для всех 7 € G*. Совместная характеристическая функция ipx,Y слу­
чайных величин X и У, заданных на вероятностном пространстве 
(П,@,Р) и принимающих значения в L С А-группах Gi и G 2 соответ­
ственно, определяется формулой: 

JG1XG2 j—i 

для всех 7 = (71 ,72) € GJ" x GJ, где P ( X , Y ) - 1 — совместное распреде­
ление случайных величин X, Y и g = (51,32 )• 

Функция Q x | y ( ) ) называется регулярным условным распределе­
нием случайной величины X при заданной случайной величине У, если 
для каждого значения у е G 2 функция Qx|y(y,-) является вероятност­
ным распределением на <5i и для каждого значения В е &i функция 
Qjqy(-,!?) является вариантом условной вероятности 

Р х | у ( { " € П : * И е Д } | - ) 
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при заданной случайной величине У. В этом случае для любой действи­
тельной случайной величины h, определенной на вероятностном про­
странстве (ft,©,P) и имеющей конечное математическое ожидание, по­
чти наверное (относительно Р У - 1 ) справедливо равенство: 

L h(x)QxlY(y,dx) = E(h\Y = y), (1.4) 
где правая часть является условным математическим ожиданием слу­
чайной величины h при заданном значении у случайной величины У. 
Согласно (1.4), условная характеристическая функция (рх\у(-1 у) слу­
чайной величины X при условии У = у определяется формулой: 

<РХ\УЫ \Y = y)= [ ii(gi)PX\Y(dgi IУ = у) (1.5) 

для всех 7i G G\ и почти всех (относительно Р У - 1 ) у е G2- Если LCA-
группы Gi и G2 являются полными сепарабельными метрическими про­
странствами, то существует [22, утверждение 46.3] регулярное условное 
распределение Qx\y(- J •)• Условное распределение Qx|y(• 5 ) называется 
непрерывным в смысле слабой сходимости на множестве V, если для 
любых у, у0 € V 

Q*|y(y> 0 ==> Qjc|y(lto,-) при у-+уо, 
где символ =>• обозначает слабую сходимость распределений. 

1.3. Основные определения. Предположим, что случайные ве­
личины wi,... ,и>м и независимые в совокупности случайные величины 
6i,...,dN, определенные на вероятностных пространствах (И\, © 1 , Pi) и 
(П2 5 ©2,Рг) соответственно, принимают значения в LCA-группе G 2 = 
(G2,+,iX2), и пусть 

w(N) = (wu...,wN) и 0{N) = (01,...,eN). (1.6) 

Предположим, что на произведении множеств G 2

+ 1 заданы функции fk, 
k = 1,...,N, принимающие значения в LCA-группе Gi = (Gi,+,iti); 
введем функцию 

/ :^. . . ,^)-ЕЛЙ* ) . - - - .^ 1 ) ) , (1-7) к=1 
где 

g2

k)eG2, k = l,...,N, gik+N)=gih\ * = 1 1. (1.8) 
Учитывая соотношения (1.8), рассмотрим сумму 

N 

CJV = ^2fk{wk,.-.,wk+i) (1.9) 
Jfc=l 

и введем «сопутствующие» случайной величине суммы: 
N N 

= ••»**+»), w = X > . (1.10) 
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Пусть 5В,- — наименьшая ст-алгебра, содержащая топологию iij, 
0 = 1,2)-

Отметим следующие обстоятельства. Во-первых, если точка «а» 
не является атомом распределения суммы т)м, то при условии фиксации 
последней в «а» выбор версии условного распределения вектора 0(iV) 
неоднозначен, так что в этой ситуации случайные величины w\,..., WJSJ 
не определены. Указанная неопределенность исчезает, если потребовать 
существование версии упомянутого условного распределения, непрерыв­
ной (в смысле слабой сходимости) в какой-нибудь окрестности точки «а» 
относительно некоторой топологии; в свою очередь, последнее требова­
ние эквивалентно существованию непрерывной в некоторой окрестности 
точки «а» версии условной х.ф. Во-вторых, нам интересен тот слу­
чай, при котором распределение случайной величины (1.9) совпадает с 
условным распределением суммы £ЛА при условии r)N — а. Поэтому мы 
предполагаем существование версии этого условного распределения, не­
прерывной (в смысле слабой сходимости) в какой-нибудь окрестности 
точки «а», и то, что эта версия совпадает с версией, индуцированной 
непрерывным вариантом ранее упомянутого условного распределения. 
В-третьих, формулы (1.9) и (1.10) основаны на коммутативных опера­
циях, и естественное требование (в частности, при округлении значений 
действительных функций Д от действительных аргументов) к таким 
операциям состоит в их непрерывности относительно некоторых топо­
логий. Если, например, G\ = R и Gi = Z, то в качестве топологий 
выбираются «обычная», как правило, и дискретная топологии соответ­
ственно. Следующее определение принадлежит автору [17]—[19], [38]. 

О п р е д е л е н и е 1. Величина £лг, определенная формулой (1.9), 
называется l-разделимой статистикой (/-PC, для краткости), если вы­
полняются следующие условия. 

1) Функция / является (5Bi, ШзО-измеримой. 
2) Существуют независимые в совокупности случайные величины 

0I,...,0JV» определенные на некотором вероятностном пространстве 
(П2?©2)Р2), и элемент а € G2, такие, что: а) суммы (1.10) являются 
случайными величинами; б) распределение Pi(w(iV)) - 1 вектора w(N) 
удовлетворяет соотношению 

^(Ю)-\В) = Q e ( J V ) | 4 „ ( a , В) (1.П) 

для всех В € *BN, где Qe(N)\r)N(' •>') — непрерывная в смысле слабой 
сходимости, в окрестности V точки «а» версия регулярного условно­
го распределения Qe(N)\r)N(->•) случайного вектора 0(N) при заданной 
случайной величине 77^; в ) версия Qf i V | 4 J V (-, •) условного распределения 
случайной величины ^ при заданной случайной величине г)ц, опреде­
ляемая для всех у G G2 и всех А б 58i формулой 

ЯЫпн(У> A) = CtemvN(y,r1[A]), (1.12) 
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регулярна и непрерывна, в смысле слабой сходимости, в окрестности V* 
«точки» а. 

В работе.[38] приведены широкие достаточные условия существо­
вания разделимых статистик. Согласно части 1) определения 1, сумма 
Слг является (см. [22, упражнение 22.11]) случайной величиной, и в силу 
условия 2.а) и формул (1.11) и (1.12) для любого А € 2$i имеем: 

PiG1(A) = Qe(N)lriN (а, /-'[А]) 

= Р 2 ( { ^ 2 € Й 2: / ( * ( Л Г ) М ) 6 А} | r,N = а), (1.13) 

где Pi Civ 1 — распределение случайной величины £лг и Рг(- ,) — соот­
ветствующая версия условного распределения на ег-алгебре © ^ С © 2 5 

индуцируемой случайной величиной £лг, при заданной случайной вели­
чине 

Замкнутое множество С й (или supp/z) называется носителем веро­
ятностной меры р (см., например, [42, с. 28-29]), если р(Сц) = 1 и для 
любого замкнутого множества С условие р(С) = 1 влечет соотношение 
Сц С С. Следующие три определения введены [19], [38] автором. 

О п р е д е л е н и е 2. Набор 
(N,a,G2,{P2e-k

l; к = 1,.. .,N], Gi) (1.14) 
называется схемой разделимых статистик (схемой PC, для краткости), 
если G 2 есть наименьшая LCA-группа, порожденная множеством носи­
телей распределений Р г ^ 1 случайных величин вк, к = 1,...,N,K если 
Gi — наименьшая LCA-группа, порожденная носителем распределения 
P i £ - 1 случайной величины £. 

Набор (1.14) является основой для классификации [19] PC; каждая 
/-РС определяется соответствующей схемой PC и набором функций Д, 
k = l,...,N. 

О п р е д е л е н и е 3. Схема разделимых статистик называется 
симметрической, если распределения Р г ^ 1 случайных величин вк, к = 
\,...,N, совпадают; в противном случае схема разделимых статистик 
называется несимметрической. 

О п р е д е л е н и е 4. /-разделимая статистика называется симме­
трической, если соответствующая ей схема разделимых статистик явля­
ется симметрической и если все функции Д, k = 1, . . . , N, совпадают; в 
противном случае /-разделимая статистика называется несимметриче­
ской. 

1.4. Непрерывная версия регулярного условного распреде­
ления. Ее существование для случайной величины X при заданной слу­
чайной величине Y связано с интегральным представлением для услов­
ной х.ф. случайной величины X при заданной случайной величине Y. 
Для случаев, когда величины X и Y являются действительнозначными 
или векторными с действительными компонентами, такое представле­
ние получено Уикселлом [47], Бартлеттом [32], Йе [48], Стэком [45], а для 
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общего случая, когда X и У принимают значения в LCA-группах (ска­
жем, Gi и G 2 соответственно), — Зейбеллом [49]. Предположим, что в 
последнем случае выполняются условия: 1) LCA-группы Gi и G 2 явля­
ются полными сепарабельными метрическими пространствами; 2) G 2 

является наименьшей LCA-группой, порожденной носителем распреде­
ления случайной величины Y; 3) существует не зависящая от 71 £ 
неотрицательная борелевская функция Д = А ( 7 2 ) такая, что совмест­
ная х.ф. (1.3) для всех 7 = ( 7 1 , 7 2 ) £ G\ х G2 удовлетворяет неравенству 
\<PX,Y{I)\ < Д ( Т 2 ) , причем / G . A(j2)dx^(-y2) < +00. 

В частности, из этих условий и теоремы обращения Фурье вытекает 
существование непрерывной в топологии Иг ограниченной плотности (по 
отношению к мере Хаара к2 на G2) распределения случайной величины 
У, причем для всех у £ G2 она определяется формулой 

dPY -Ы = С I Ч>х,г{*ЪъШ-У)йАЫ\ (1-15) 
JG" 

dx2 

в (1.15) — нейтральный элемент группы GJ, а константа С может 
быть включена в меру Хаара н2. Далее, при выполнении условий 1)-3), 
согласно Зейбеллу ([49, теоремы 3.1 и 3.2]), для всех у £ Vb, 

V0 = | я € G2: ^ ^ ( 5 2 ) > 0}, (1.16) 

и всех 7i б G\ формула 

ФХ\УЫ\У = У)= УЛГ,У(71>72)72(-У)«**2(72) 

Х { 1 с ¥ ' A ' - y ^ e i ' 7 2 ^ 7 2 ^ _ y ^ ^ ( 7 2 ) J (1.17) 

определяет версию условной х.ф. <PX\Y('I') случайной величины X при 
заданной случайной величине У, и, кроме того, функция Q;qy (-,-), од­
нозначно определяемая для всех 71 £ и всех у £ Vo формулой 

ФХ\УЫ I У = У) = / 7 i ( 5 i ) Qx\v(y, d9i)i 
JGi 

является непрерывной, в смысле слабой сходимости, версией регуляр­
ного условного распределения случайной величины X при заданной слу­
чайной величине У (отметим, что в силу непрерывности плотности 
(1.15) множество (1.16) является открытым в топологии il 2 и что для 
второго множителя, стоящего в правой части (1.17), можно воспользо­
ваться представлением (1.15)). Этот результат доказан в [49] для случая 
G\ = G2; в ситуации G\ Ф G2 доказательство проводится аналогично. 
Заметим, что правая часть (1.17) не зависит от выбора варианта меры 
Хаара к2. 



Слабая сходимость распределений разделимых статистик 93 

§ 2. Основная предельная теорема 

2.1 . Формулировка основного результата. Здесь, в отличие 
от предыдущего, мы будем иметь дело с последовательностями Z-PC: 

N 

(N = fNk(WNk,---,U>N,k+l), N>2, (2.1) 
k = l 

где суммирование, как и ранее, происходит по модулю N и значение 
/, вообще говоря, может зависеть от N. При этом, не нарушая общ­
ности, можно считать, что при каждом N ̂  2 случайные величины 
tujvi,..., И соответствующие им независимые случайные величины 
Offi,.. .,0SN определены на не зависящих от N вероятностных простран­
ствах (fti,6i,Pi) и (122,©2,Р2) соответственно. Вместо обозначений V 
и а, упомянутых определением 1, будем употреблять Vjv и о ^ а вместо 
(1.6) и (1.10) будем пользоваться обозначениями: 

w(N) = (wNl,...,wNN), e(N) = (eN1,...,0NN), (2.2) 

N N = У^/лПь(0ЛГ*:).-.,0ЛГ,Ы-1)> VN = ^2^Nk- (2.3) 
k=l k=l 

Пусть при каждом N ^ 2 множество значений случайных величин 
fNk(0Nk) и множество значений случайных величин в^к, k = 1,...,JV, 
принадлежит, соответственно, замкнутым подгруппам GNI И Gm под­
ходящих LCA-групп Gi = (Gi,+,ili) и G 2 = (G 2 ,+ , i l 2 ) . Для каждого 
N ^ 2 и j = 1,2 подгруппы GNJ = (GNj,+,iLNj), где iiNj = % П GNj, 
сами являются LCA-группами (см., например, предложение 4 из [21] и 
1-й абзац на с. 196 в [7]). Для j = 1,2 обозначим через *8/VJ наименьшую 
ст-алгебру, содержащую топологию HNJJ а, через Gj и G ^ — группы, 
двойственные к группам Gj и G^j соответственно. Пусть L^j — ан-
нулятор подгруппы GNJ, и пусть ppjj-. Gj —• Gj/Lyvj — канонический 
гомоморфизм, ставящий в соответствие каждому элементу из Gj содер­
жащий его класс смежности. Согласно утверждению г) пункта 1.1, для 
j = 1,2 существуют топологические изоморфизмы v^: Gj /L^j —* GJyj, 
N ^ 2. Обозначим через (р^ совместную х.ф. величин и VN-

Теорема. Предположим, что выполняются следующие условия, 
первые четыре из которых имеют место при всех N ^ 2: 

а) для каждого k = 1,...,JV функции fj^k являются (ЯЗ/м,®^ 1)-
измеримыми; 

б) величина (2.1) является l-разделимой статистикой в смысле 
определения 1; 

в) группа GJV2 порождена носителем распределения случайной ве­
личины 7/JV, определяемой формулой (2.3); 

г) LCA-группы Gi и G 2 являются полными сепарабельными ме­
трическими пространствами; 
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д) для любых не зависящих от N элементов fj е Gj (j = 1,2) по­
следовательность значений ¥>N(VNI(PNI(1I)), vN2(PN2(l2))) при N —> схз 
сходится к значению (p(f), 7 = (71 ,72) , некоторой функции ср, непрерыв­
ной в нейтральном элементе (е\,е2) произведения групп G$ х G2; 

е) существует неотрицательная борелевская функция Д, опреде­
ленная на G2, и натуральное число N\ ^ 2, такие, что при всех зна­
чениях 7 j 6 G j , j = 1,2, выполняются неравенства 

<PN{VNI(PNI(H)), vN2(pN2(j2))) < A ( 7 2 ) , N>NX, (2.4) 

гсриче.м функция Д является интегрируемой на G2 по мере Хаара х2. 
Тогда: 

1) функция ip = является совместной х.ф. некоторых случай­
ных величин £,г] со значениями в Gi и G2 соответственно; 

2) в асимптотике 

N-^oo, a°NeVN^a° eG2, (2.5) 

где Vff = {3^2 £ GN2 : (^Ргт^/1 /dx^2 )(gm) > 0}; и np« справедливости 
условия 

^ ± 1 ( в о } ^ о (2.6) 

последовательность распределений случайной величины £лг слабо схо­
дится к версии регулярного условного распределения Р^\п> непрерыв­
ной, в смысле слабой сходимости, на множестве 

*-=Нг:^>0} (27) 

и определяемой правой частью нижеследующей формулы (2.16). Здесь 
dP2r]~^-/dxN2), dPa*?-1 /dx2 — ограниченные и непрерывные (на VJSJ и V 
соответственно) версии плотностей распределения случайных вели­
чин TjNiV п о отношению к мерам Хаара х^2, х2 на G^2 и G2 соответ­
ственно. 

2.2. Доказательство теоремы. Доказательство проведем в не­
сколько этапов. 

1) Согласно условию г) и в силу своей замкнутости группы G^j 
(N ^ 2; j = 1,2), а также их всевозможные конечные произведения, 
являются полными сепарабельными пространствами. Отсюда, с учетом 
условия а), следует, в частности, соответствующая измеримость сумм 
(2.1) и (2.3). При этом существуют (см. [42, с. 27, теорема 2.1]) и носи­
тели распределений, упомянутые условием в). 

2) Группы непрерывных характеров G* и G2, а также их произве­
дение, являются LCA-группами (согласно теоремам 10 и 13 из [21]) и 
топологическими пространствами со второй аксиомой счетности (из-за 
наличия такого свойства у топологических пространств Gi и G2 и в си­
лу теоремы 57 из [23]). Последнее обстоятельство влечет, в частности, 
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«т-конечность мер Хаара этих групп (см. [22, утверждение 54.2]), что, 
в свою очередь, позволяет (см. [22, утверждение 29.9]) воспользоваться 
указанными ниже заменами переменных под знаком интеграла Лебега. 

3) Совместная х.ф. <ры случайных величин £лг и Т/N определена на 
произведении LCA-групп х G]y2, а упомянутая условием д) пре­
дельная функция (р — на произведении LCA-групп G^ х GJ. Чтобы 
воспользоваться методом х.ф. в случае LCA-групп (см. [42, теоремы 3.1, 
3.3], и [24, с. 22-23]), мы с помощью композиций v^j G>PNJ (j — 1,2) 
определили согласно условию д) х.ф. <рм на всем пространстве G\ х G 2 . 

Согласно одному из следствий теоремы двойственности Понтряги-
на (см. [21, следствие из теоремы 27]), каждый непрерывный характер 
7JVJ £ G ^ является сужением на G^j некоторого непрерывного харак­
тера 7 j £ G^ (j = 1,2), так что имеет место соотношение: 

1NJ(9NJ) = lj(9Nj) (2-8) 

для всех gpjj € GNJ И любого характера 7J из смежного класса 7 j + L^j 
факторгруппы Gj/Ljvj, к которому принадлежит характер 7 j . Действи­
тельно, если j'j = 7 j + XNj с XNj е LNj, то Yj(gNj) = (ъ + *Nj) (jNj) = 
IjidNj) + Xpfj(gNj) = lj{9Nj)i т а к к а к , согласно определению аннуля-
тора, значение \NJ{9NJ) равно нейтральному элементу группы Т для 
всех g^j б GNJ И всех X^j е L^j. С другой стороны, сужение на 
подгруппу G;vj произвольного непрерывного характера является гомо­
морфным и непрерывным (в относительной топологии), так что каждо­
му смежному классу B^j из факторгруппы GJ/LJVJ соответствует не­
прерывный характер 7 ^ группы GJVJ. Это соответствие и являет­
ся (см., например, теорему 27 из [21] и ее доказательство) упомяну­
тым выше топологическим изоморфизмом v^j. Очевидно, что значе­
ния 4>N{VN\{VNI{1\)),VN2{PN2{12))) одинаковы для всех 7 ' = (71,72) из 
произведения смежных классов B^i х Бдг2, где B^j — смежный класс, 
содержащий элемент 7,- (j = 1,2). 

Указанное «продолжение» х.ф. ip^ соответствует продолжению со­
вместного распределения случайных величин £N к VN С произведения 
Gffi XGJV2 на произведение Gi х G 2 , задаваемому значением 

Р ( & у , Ы _ 1 ( Я п С т xGw2) 
для любого борелевского множества 5 из Gi х G 2 . Так как: а) имеет 
место взаимнооднозначное соответствие между мерами и х.ф., б) боре-
левская <т-алгебра произведения пространств GJVI х G^/2 совпадает с 
произведением fB^i х 58/V2 ( в силу наличия второй аксиомы счетности у 
пространств GN1, GN2), в) отображения vNj и PNJ (j = 1,2) непрерыв­
ны, то существует случайный вектор (£'N, rj'N) со значениями в Gi х G 2 , 
ДЛЯ КОТОРОГО фуНКЦИЯ СО З н а ч е н и я м и (PN(VNI(PNI(1I))I vN2{PN2(l2))), 
(71,72) G Gi х G 2 , является х.ф. В силу условия д), наличия второй 
аксиомы счетности у пространств Gi, G2 и метода х.ф. получим утвер­
ждение 1). 
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4) Мера Хаара х2 определена на борелевских множествах простран­
ства G2, обладающего (см. этап 2)) второй аксиомой счетности; поэтому, 
в силу единственности, с точностью до мультипликативной константы, 
инвариантной меры на LCA-группе и согласно утверждению 54.2 из [22], 
х\ является <т-конечной мерой. 

Покажем, что мера х^Рт н а ^il^m, индуцируемая отображением 
Рдг2 из меры 1*2 на G2, является мерой Хаара и, кроме того, с-конечной 
мерой. Пусть В°т и Вц2 = {Bl

m, t £ М) — соответственно, произволь­
ные элемент и борелевское множество из пространства G2l~Lm- Пусть 
7дг и 7Jy — «представители» смежных классов В%2

 и В*т соответствен­
но, a CN = { 7 ^ , t G М}. Согласно определению операции сложения в 
группе G2/I1W2 имеем: 

>$Рю (Вт +' В°т) = н*2р-\ ({PN2(>yN), t G М) +'РтШ) 

= *2PN\ ({PN2(IN), t G M } ) = Х2*Рт(Вт), 

так как к2(С^ + = х2(С^) в силу инвариантности меры х£. Следо­
вательно, *2PJv2 — мера Хаара на пространстве G2/li^2, обладающем 
(см. утверждение G на с. 118 в [23]) второй аксиомой счетности, и она — 
см. предыдущий абзац — является с-конечной. 

Так как v^2 — топологический изоморфизм, то для произвольных 
элемента 7 ^ 2 и борелевского множества D^2 из G m

 с учетом предыду­
щего абзаца получим: 

*2Рт ( v m iDN2 +' 7лгг)) = *2Рт (vJ^(Dm) + vj& (7лга)) 

= *2PN\(VNI(DN2))-

Поэтому мера х*т на G*N2, индуцируемая отображением v^2 из меры 
x2pj^2 на Сдг2/Ьлг2) является сг-конечной мерой Хаара. 

5) На основании ст-конечности мер Хаара х2, «гР^г и *ZPN\(VN\)* 
условий (2.4) и формулы ([22, утверждение 29.9]) замены переменных 
под знаком интеграла Лебега при N ^ 2 получим: 

/ A(f2) dx2(-y2) > / Улг(7лг1,»лга(рлга(7а))) ^«2(72) 

^лг(7лп,»лга(»)) dx2px\(y) 
G'2ILN2 

= / |̂ лК7лг1»7лга)|<**лга(7лга)-
JG'N2 

Тем самым, х.ф. ip^ абсолютно интегрируема по мере Хаара х т , что, 
в частности, влечет существование (ограниченной) непрерывной версии 
dP2r)^I<IXN2 плотности распределения случайной величины г}^ (и, сле­
довательно, открытость в топологии Ядг2 множества VN)- Воспользо­
вавшись результатом Зейбелла (формулы (1.15), (1.17)), получим, что 
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значение условной х.ф. ^ w | 4 w ( - | a°N), соответствующей непрерывной в 

смысле слабой сходимости версии P f N | r , w ( l uJV)> *>лг £ V)v> регулярно­
го условного распределения £де при условии 7/jy, определяется при всех 
~tm £ GJVI формулой: 

* \ I VN(e*m,'rN2)l[m(-<iN)<i*m('rN2)\ , (2 .9) 
U G * „ 2 J 

причем знаменатель в (2.9) представляется в виде 

-~ПГЛ~(а")= f VN{em>1m)lm(-a0N)d*infrm)- (2-Ю) 

6) Докажем, что, начиная со значения N = Ni, существует (от­
крытая) окрестность V^, содержащая точку а% и в каждой точке vjy 
которой совпадают значения P^N\VN(-1

 WJV) И Q C J V I •) версий регу­
лярного условного распределения случайной величины £/v при заданной 
случайной величине г/^. Первая версия определяется согласно (2.9) и 
непрерывна в точках v/v G V}y, а вторая — согласно формуле (1.12) — 
индуцируется версией Q$(N)\T)N(-I ) регулярного условного распределе­
ния, непрерывной, в смысле слабой сходимости, по первому аргументу 
в (открытой) окрестности V^. Множество = Vjvn^iv является непу­
стым открытым множеством, содержащим точку a°N. Пусть при фикси­
рованном значении N ^ Ni точки vN, VN(1), . . . , vN(m),... принадлежат 

и ujv(m) —+ VN при m-»oo. Согласно свойству непрерывности рас­
сматриваемых версий при m —• оо имеем: 

(• I VN{m)) => РЫчк(-1 vN), 

{vN{m),-) => QiN]m(vN,-). 
Отсюда по теореме (см. [24], [43]) о непрерывном соответствии между 
распределениями и х.ф. для соответствующих версий условных х.ф. при 
каждом не зависящем от m значении G Gpf\ получим соотношения 

&*И\чн bffi I vN{m)) —+?е„\ПяЬт I Vff), m ̂  oo, 
fit*\m (Тлп I wjv(m)) —> (piN \VN (jN1 \vN), m - oo, 

означающие непрерывность в окрестности функций 4?zN\4N{lm I ), 
$ZN\nN(lm I •) при каждом фиксированном значении G G ^ . Пред­
положим, что для некоторых значений 7 ^ e G ^ ии^е величина 

положительна. Так как Gyv2 является локально компактным хаусдор-
фовым пространством, то (теорема на с. 196 в [7]) семейство замкнутых 
компактных окрестностей произвольной точки образует — наряду с се­
мейством открытых окрестностей — базу системы всех ее окрестностей. 

4 Теория вероятностей и ее применения, № 1 
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В силу непрерывности на открытом множестве V'N функций £ЛГ(7ЛП>') И 

(dP^J^1 /dx^2)() найдутся замкнутые компактные множества K'N и К'^ 
соответственно, содержащие точку VJV, и такие, что значения указан­
ных функций на соответствующем компакте не меньше положительного 
числа 6. Множество К = K'N П К'^ является (замкнутой компактной) 
окрестностью точки UJV, так что найдется множество V$ из базы откры­
тых окрестностей этой точки, содержащееся в К. Мера Хаара непусто­
го открытого множества положительна ([22, утверждение 54.2, свойство 
(И)]), и, следовательно, 

P2VN(V&) = J о ^ j k L (vN)dxN2(vN) > 6xM(V&) > 0. 

Последнее неравенство противоречит тому, что две версии условной х.ф. 
могут отличаться лишь на множестве Рг^^-меры нуль. Тем самым, в 
окрестности F$ совпадают рассматриваемые версии условной х.ф. (а 
значит, и соответствующего условного распределения). Следовательно, 
с учетом (1.13) при N ^ N\ получаем 

P I G : ( - ) = P ^ I , N ( - I ^ ) > (2-й) 
причем правой части этого равенства соответствует х.ф. (2.9). 

7) Для завершения доказательства остается вычислить предельное 
значение правой части (2.9). Воспользовавшись упомянутыми выше 
заменами переменных под знаком интеграла Лебега и положив 7^1 = 
vm(pm(li)) Д л я всех значений 71 из смежного класса « ^ ( 7 ^ 1 ) , полу­
чим: 

/ <PN(INI , 1т) lm ( - а%) dx*m (fN2) 

= I <PN(VNI{PNI(1I)), vN2(pN2(i2))) 

x [vm ©Pm 0 72) ( - a%) dx2(j2). (2.12) 

Согласно (2.8) величина (vff2Qp^2Qf2(-a°N) равна 72)(-ajv) и постоянна 
на смежных классах факторгруппы G2/L^2, так что в силу непрерыв­
ности 72 и условия (2.5) имеем: 

(vN2 Орт ®12)(-а%)—>i2(-a°) при N-* оо (2.13) 

для каждого фиксированного 72 G G 2 . Учитывая условия д) и е) и при­
меняя теорему Лебега (утверждение 29.12 из [22]) о мажорируемой схо­
димости, из (2.12) и (2.13) для каждого фиксированного значения 71 € GJ 
получим: 

lim / Фы(1т,1т)1т(-а%)<1хт(.1т) 

= j V(7b72)72 ( -aV*2(72) - (2.14) 
JGZ 
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Полагая в (2.14) 71 = ej и замечая, что г>лп(рлп(е1)) = елп п л я в с е х 

N ^ 2, при N -+ оо выводим: 

/ 4>N{zm,lm)lm{-<LUN)dK'm(lm) 

— / ^ei*,72 ) 72(-a°)dx 2*( 72). (2.15) 

Из условия е) вытекает абсолютная мажорируемость (равномерно по 
71 6 G J ) по второму аргументу функции у>(-, •) функцией Д. Это, прежде 
всего, влечет существование (см. формулу (1.15)) ограниченной непре­
рывной (на множестве (2.24)) версии d¥2r\~x j&х% плотности распреде­
ления случайной величины п по отношению к мере Хаара к 2 . Поэтому 
согласно формуле (2.10) и условию (2.6), начиная с некоторого значения 
N = JV2 ^ N\, знаменатель правой части формулы (2.9) отличен от нуля. 
Учитывая формулы (2.14) и (2.15), из (2.9) для каждого фиксированного 
значения 71 е GJ получим: 

lim V ? w | 4 w ( 7 i \ а % ) = / ¥'(7i ,72)72(-a 0 )dxJ(7 2 ) 

лг-юо JG. 

х { V(e 1 ,72)72(-a°)dx 2 *( 7 2 )} . (2.16) 

Согласно результату Зейбелла (см. пункт 1.4), правая часть формулы 
(2.16) определяет — с учетом утверждения 1) теоремы — версию Р ,̂, 
регулярного условного распределения, непрерывную (в смысле слабой 
сходимости) при всех а0 £ V. Утверждение 2) теоремы следует из фор­
мул (2.11) и (2.16). 

З а м е ч а н и е . В работах [17], [18] автора намечены доказатель­
ства утверждений теоремы для частного случая: 

G N j ^ G N + 1 J ; N = 2,3... (j = 1,2). (2.17) 

§ 3 . Некоторые применения 

3 .1 . Сходимость условных распределений. По существу, до­
казательство теоремы не использует представление случайных величин 
6v и VN В форме сумм. Вариант (с ограничениями (2.17)) следующего 
утверждения приведен в работах [16], [17]. 

Следствие 1. Предположим, что случайные величины £дг И VN НЕ 

обязательно имеют аддитивную форму (2.3), но выполняются условия 
в)-е) теоремы §2. Тогда имеет место утверждение 1) этой теоремы 
и в асимптотике (2.5) при справедливости условия (2.6) последова­
тельность P^N\VN(-\ a°N), N > 2, определяемая правой частью (2.9), 

слабо сходится к значению Р(\п(-\ а°) версии Р^|Ч(| •) регулярного 
условного распределения, непрерывной (в смысле слабой сходимости) 

4* 
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по второму аргументу на множестве (2.7) и определяемой правой ча­
стью формулы (2.16). 

Доказательство следует из доказательства теоремы. 
Применительно к действительнозначным (или векторным с действи­

тельными компонентами) случайным суммам £дг и Т}^ с I = 0, в наших 
обозначениях, задача сходимости условных распределений рассматри­
валась Парзеном [44], Стэком [45], Д. М. Чибисовым [33], Михелем [40], 
Хольстом [37] и другими авторами; при этом всегда, исключая работы 
[13], [15], [17] автора, отдельно изучались случаи абсолютно непрерыв­
ных (по мере Лебега) и решетчатых распределений, и, как правило, в 
качестве предельного распределения рассматривалось нормальное. По­
лученный Стэком [45, теорема 2.1] результат о предельном законе обще­
го вида носит «дескриптивный» характер и не дает явной формулы для 
предельного распределения. 

Представление случайных величин £уу и т/уу в виде сумм позволяет 
воспользоваться результатами о предельных законах: а) для т-зависи-
мых случайных величин — при / > 0 (см. [5, с. 469], и [1, §20]) и б) для 
независимых случайных величин — при / = 0 (см. [2], [30], [46] — в слу­
чае действительнозначных £N, VN, и [42], [43] — в случае LCA-значных 
£ л Г ) VN)- Важным классом предельных распределений сумм независимых 
случайных величин являются безгранично делимые распределения. 

3 .2. Безгранично делимые распределения на ЬСА-группах 
и предельные распределения разделимых статистик. Пусть G = 
(G, +,ii) — сепарабельная метрическая абелева группа, 25 — наимень­
шая сг-алгебра, содержащая топологию И, и M(G) — множество всех 
вероятностных мер, определенных на пространстве (G,25). Сверткой 
двух мер р, v е M(G) называется функция р * v (или и * р), определяе­
мая для всех В е 05 формулой: 

{p*v){B) = j р(В - х)du(x) = I v(B - x)dp(x) = (v*p)(B). 
JG JG 

Корректность определения свертки доказывается стандартным образом 
(см., например, [22, формулу (36.1)], и [24, с. 8]) с использованием ука­
занного выше наличия второй аксиомы счетности для G . Если Sg — 
мера, сосредоточенная в точке g е G, то очевидно, что (р * Sg)(B) = 
(6g*p)(B) = р(В -g) для всех В е 05. Мера р Е M ( G ) называется идем-
потентной, если р * р = р. Пусть X и Y — независимые случайные 
величины, принимающие значения в G и имеющие распределения рх и 

ру соответственно. Тогда (см. [24, с. 8-10]) сумма Z = X + Y является 
случайной величиной и pz = Р-х *PY- Везде далее G — LCA-группа. 
Распределение р е M(G) называется [42, с. 77, определение 4.1] безгра­
нично делимым, если для каждого натурального п существуют распре­
деление рп £ М(G) и элемент gn € G , такие, что р является сверткой 
п распределений рп и распределения, сосредоточенного в дп- Наличие в 
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этом определении (в отличие от классического, когда G = R ° х Z 6 с це­
лыми неотрицательными степенями а и Ь, сумма которых не меньше 1) 
элемента дп связано с отсутствием, вообще говоря, «делимости» элемен­
тов группы G. Характеристическая функция р безгранично делимого 
распределения р равна 0 тогда и только тогда (см. [42, с. 78, теорема 
4.2]), когда р представляется в виде свертки какого-либо распределения с 
невырожденным идемпотентным распределением (в таких случаях гово­
рят, что р имеет идемпотентный делитель). Для компактной подгруппы, 
Н С G мера Хаара н является конечной (так что ее можно нормализо­
вать) и безгранично делимой; кроме того, £ ( 7 ) = 1, если 7 принадлежит 
аннулятору Н , и £ ( 7 ) = 0 — в противном случае. Следовательно, если 
распределение р е М(G) — безгранично делимо, то р = А * I/, где А — 
нормализованная мера Хаара некоторой компактной подгруппы в G и 
v — безгранично делимое распределение без идемпотентных делителей. 

Рассмотрим примеры безгранично делимых распределений. Пусть 
F — произвольная вполне конечная мера на G. Распределение e(F), 
ассоциированное с F, определяется (см. [43, определение 4.2]) формулой: 

e(F) = e x p { - F ( G ) } 

где 1 — мера единичной массы, сосредоточенная в нейтральном элемен­
те е группы G, и F n — n-кратная свертка меры F. Характеристическая 
функция меры (3.1) для всех 7 е G* определяется формулой: 

e(F)(7) = e x p | ^ [ 7 ( 5 ) - l ] d F ( 5 ) J . (3.2) 

Отсюда вытекает, что для любых двух вполне конечных мер Fi и F 2 

e(Fi) * e(F 2) = e(Fi + F 2 ) , что, в частности, для каждого натурально­
го п влечет равенство: e(F) = [e(F/n)]n. Следовательно, e(F) является 
безгранично делимым распределением; распределения типа (3.2) иногда 
называются обобщенными распределениями Пуассона. 

Распределение р на LCA-группе G называется (см. [43, определение 
6.1]) гауссовским в смысле Партасарати или Р-гауссовским (или про­
сто гауссовским), если р — безгранично делимо и при любой фактори­
зации: р — e(F)*a, распределение а безгранично делимо и мера F сосре­
доточена в нейтральном элементе е группы G. Это определение совпа­
дает с классическим определением нормального закона, когда G = R 7 1 с 
любым натуральным п. Характеристическая функция р Р-гауссовского 
закона на LCA-группе G для каждого 7 G G* определяется формулой: 

Д(7) = 7(5о) ехр { - ф)}, (3.3) 

где до — некоторый фиксированный элемент G и ц> — неотрицательная 
непрерывная функция, удовлетворяющая для всех 71,72 6 G* равенству 

¥>(7i + 72) + V(7i - 72) = 2 [93(71) + у>(7а)]; 

F 2 

l + F + l r + п\ (3.1) 
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(если 7(30) = 1, то соответствующее гауссовское распределение называ­
ется симметричным). Среди других обобщений нормального распре­
деления на LCA-группы наиболее известно (см., например, [29, 5.3]) 
гауссовское распределение в смысле Бернштейна (для краткости, В-
гауссовское распределение); в отличие от В-гауссовского, Р-гауссовское 
распределение не имеет идемпотентных делителей (соотношения между 
Р- и В-гауссовскими мерами приводятся в [29, 5.3], и в [27]). 

Распределение р Е M(G) называется [28] распределением Коши, 
если х.ф. р для каждого j Е G* определяется формулой: 

где до — некоторый элемент из G и функция у? такого же вида, как в 
(3.3). Для каждого натурального те х.ф. (3.4) удовлетворяет соотноше­
нию: p(wy) = (p(i))n, так что распределение Коши является безгранич­
но делимым. 

На декартовом произведении пространств G х G* существует (см. 
[43, с. 119-120]) действительная функция д, обладающая свойствами: 

1) д — непрерывная функция; 
2) sup f l £ G sup7(E/<- |з(<7,7)| < +оо для каждого компактного множе­

ства К с G*; 
3) 3 (5 .71 + 7г) = 3 ( 3 . 7 1 ) + 9(9,12) для каждого д Е G и всех 71 ,72 6 

G* и з(-з, 7 ) = - 3 ( 3 , 7 ) для всех д £ G и всех 7 б G*; 
4) для любого компактного множества К с G* существует окрест­

ность VK нейтрального элемента е группы G, такая, что 7 ( 3 ) = 
ехр{гз(з, 7 ) } для всех д € G и всех 7 Е К; 

5) если з стремится к е, то д стремится к нулю равномерно по всем 
7 Е К для любого компактного множества К с G*. Функция д называ­
ется (см. [29, определение 5.1.7]) локальным скалярным произведением 
или центрирующей функцией. Примеры функции g приведены в [42, 
с. 87-88], и в [24, с. 26]. 

Для х.ф. р безгранично делимого распределения р имеет место (см. 
[42, теорема 7.1, и следствие 7.1]) аналог канонического представления 
Леви-Хинчина [30], [2]: 

для всех 7 Е G*. В формуле (3.5) 30 — некоторый фиксированный эле­
мент группы G, ip и з — упомянутые выше функции; А — нормали­
зованная мера Хаара компактной подгруппы (возможно тривиальной) 
группы G; F — <г-конечная мера на 05 с конечной «массой» вне любой 
окрестности нейтрального элемента е группы G, удовлетворяющая для 
всех 7 Е G* соотношению jQ[l - Ые7(з)] dF(g) < +00. 

При справедливости (3.5) говорят (см. [42, с. 109]), что мера р имеет 
представление (g,F,ip). Это представление не является единственным, 
если мера р имеет нетривиальный идемпотентный делитель (так как для 

(3.4) 
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любой меры I/, сосредоточенной на носителе А, имеем: А * и = А). Пусть 
(g',F',(p') и (g",F",<p") — два представления одного и того же безгра­
нично делимого распределения р без идемпотентных делителей. Тогда 
(см. [42, теорема 8.1]) ip' = tp" и знаковая мера F' - F" тождественно 
равна нулю на дополнении аннулятора компоненты нейтрального эле­
мента е* группы G * . Этот аннулятор является (см. [42, с. 111, заме­
чание 1]) наименьшей замкнутой подгруппой, содержащей все компакт­
ные подгруппы группы G , или, что эквивалентно, он является группой 
всех компактных элементов в G * . Указанное обстоятельство отража­
ет роль компактных подгрупп группы G (или, что эквивалентно, роль 
несвязности двойственной группы G * ) в неединственности представле­
ния (2.10). Представление (2.10) безгранично делимого распределения 
без идемпотентных делителей является (см. [42, с. 112]) единственным 
тогда и только тогда, когда каждый элемент любой компактной под­
группы группы G представляет собой элемент порядка 2. 

Предположим, что G — вполне несвязная группа и безгранично де­
лимое распределение р £ M ( G ) . Для такой группы функция g тожде­
ственно равна нулю и, кроме того (см. [42, с. 109, замечание 1]), функ­
ция (р также тождественно равна нулю; в этом случае вместо (3.5) для 
всех 7 £ G * имеем: 

Ж7) = Т Ы А( 7) ехр | J [ 7 Ы - 1] ciFfo) j . (3.6) 

Представление (3.6) справедливо, в частности, и для конечной груп­
пы G — для нее топология il дискретна. 

Пусть теперь G = R " . Тогда х.ф. р безгранично делимого распре­
деления р допускает (см., например, [46]) представление: 

p(t) = exp jia't - ^ t'Et 

где t,a,x £ R n — вектор-столбцы, Е — неотрицательная матрица га-го 
порядка и F — «т-конечная мера на *8R» такая, что при |х| = (х'х) 1/ 2 

/ |х|2 dT(x) < +оо , / d T ( x ) < + o o . 
•Лх|<1 J\x\*i 

Отметим, что представление (3.7) для каждого безгранично делимого 
распределения является единственным (в силу отсутствия на R n нетри­
виальных компактных подгрупп). 

Пусть {рП1,... ,/xnfcn }, п > 1, — последовательность серий независи­
мых в каждой серии распределений pnk £ M(G) и пусть 

кп —• оо при п —• оо. (3.8) 

Предположим, что для этой последовательности имеет место условие 
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равномерной асимптотической малости (см. [42, определение 5.1]): 

lim sup pnk(Uc) = 0, (3.9) 
п—юо 1 ̂ k^kn 

где Uc — дополнение произвольной не зависящей от п окрестности U 
нейтрального элемента е £ G. Эквивалентное определение в терминах 
х.ф. рпк, соответствующей мере рпк, имеет вид (см. [42, с. 82]): 

lim sup sup \рпкЬ) - l| = 0 (3.10) 

для каждого компактного множества К С G*. Справедливо (см. [42, 
теорема 5.1]) следующее обобщение результата А. Я. Хинчина [30], [2]: 
если выполняются условия (3.8), (3.9) и 

рп = рпг * • • • * pnkn = Y[ Рпк => V, ( З . П ) 
fc=l 

то р — безгранично делимое распределение; обратно, если в (3.11) р — 
безгранично делимое распределение, то существует [24, с. 27] входящая 
в (3.11) последовательность серий {рпк}, удовлетворяющая условию рав­
номерной асимптотической малости. 

Имеет место (см. [42, следствие 9.2] и [24, теорема 4.11]) следую­
щее обобщение центральной предельной теоремы. Пусть выполняются 
условия (3.8), (3.9) и (3.11), причем распределение р не имеет идемпо­
тентных делителей. Распределение р является Р-гауссовским тогда и 
только тогда, когда limn-»co ]Cfe=i M n f c ( ^ c ) = 0 для любой окрестности U 
элемента ее G. 

Пусть G — компактная сепарабельная метрическая (возможно, не­
коммутативная) группа. Согласно Б. М. КлосСу [8] (см. также с. 19-
20 в [24]) группа G обладает свойством (К), если, какова бы ни была 
последовательность распределений {рп е M(G)}, существует такая по­
следовательность элементов {gn е G}, что последовательность {pi *•••* 
рп * 89п} имеет слабый предел при n —• со. Справедлив принадлежащий 
Б. М. Клоссу (см. также теорему 3.4 из [24]) общий принцип сходимости: 
любая компактная группа, удовлетворяющая первой аксиоме счетности, 
обладает свойством (К); если LCA-группа обладает свойством (К), то 
она компактна. 

З а м е ч а н и е . Чтобы выполнялось предположение д) теоремы, 
мы должны, вообще говоря, от случайных величин fa и VN перейти 
к случайным величинам = v^\fa), VN — ĵv f̂ajv); ^ ^ 2, где 
v$: Gj —> Gj (j = 1,2) — некоторые топологические автоморфизмы; 
при этом условие: VN = AN меняется на условие: г)% = а^. В случае: 
Gj = Rb> х ZCJ'; bj + с j > 1 (j = 1,2), преобразования v$; j = 1,2, пред­
ставляют собой определенные (см., например, работы [2], [5], [30], [46]) 
нормировки, с помощью которых распределения случайных величин fa 
и T J J V концентрируются (с ростом N) около начала координат. Если же 
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Gj, j = 1 , 2 , — компактные LCA-группы, то, согласно предыдущему 
абзацу, любую «нарастающую» последовательность сумм независимых 
случайных величин со значениями в таких группах можно «сдвинуть» 
с помощью соответствующей последовательности {д$ 6 Gj , N ^ 2 } не­
случайных элементов, в результате чего преобразованная последователь­
ность будет иметь предельное распределение (при этом a°N = - д$, 
N > 2 ) . Если, в частности, суммируются одинаково распределенные 
случайные величины, то предельное распределение суммы является ме­
рой Хаара некоторой подгруппы, определяемой по носителю распределе­
ния слагаемых. Например, если S — группа вращений окружности ( 5 
топологически изоморфна Т), то распределение суммы случайных вели­
чин слабо сходится к равномерному распределению на окружности, за 
исключением того случая, когда значениями слагаемых могут быть, с 
вероятностью 1, только вершины вписанного в указанную окружность 
многоугольника — это результат П . Леви (см. ссылку [10] к библио­
графии работы [24]) . Случай «элементарных» LCA-групп (см. п. 1 .1): 

Gj = Rb> х ZCj х T d j x FJ; j = 1 , 2 , является комбинацией рассмотрен­
ных выше случаев (отметим, что, согласно теореме А. Н. Тихонова (см. 
[7, с. 1 9 2 ] ) , произведение компактных групп остается компактной — в 
топологии произведения — группой). 

В ситуации же общих LCA-групп важную роль играет «сведение» 
к суммированию «равномерно асимптотически малых» случайных ве­
личин (см. формулы ( 3 . 9 ) и ( 3 . 1 0 ) ) . 

Следствие 2. Предположим, что: а) в формуле ( 2 . 1 ) I = 0 при 
всех N > 2 ; б) выполняются условия теоремы; в) имеет место условие 
( 3 . 1 0 ) , в котором п = kn = N, 7 = ( 7 1 , 7 2 ) , К — компактное мно­
жество из G* х G 2 , величина pnk{l) заменяется на <PN(VNI(PNI(1I))> 
vN2{Pm(l2)))- Тогда справедливы утверждения теоремы с предельной 
характеристической функцией tp, определяемой формулой вида ( 3 . 5 ) с 
заменами G на Gi х G 2 и G* на GJ х G 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предположению д), утвержде­
нию 1 ) теоремы и теореме о непрерывном взаимно однозначном соот­
ветствии между распределениями и х.ф., совместное распределение слу­
чайных величин £/у и 7/дг слабо сходится к распределению с х.ф. <р. В 
силу теоремы 5 .2 из [43] (см. также теорему 4 . 4 из [24] и теорему 5 . 2 
из [ 4 2 ] ) условие в) гарантирует безграничную делимость х.ф. <р, что в 
свою очередь, влечет (см. [43 , § § 7 , 8 ] ) для ц> представление вида ( 3 . 5 ) с 
указанными выше замечаниями. 
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