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1. Рассмотрим двумерный случайный процесс (£ (t), 
ц& (t)) с непрерывным временем. Пусть первой коорди­
натой £ (t) является случайный процесс со счетным мно­
жеством состояний N = {1, 2, 3, . . . } . Будем предполагать, 
что траектории £ (t) ступенчатые с вероятностью 1 и что 
для любой ограниченной функции ф (х) при t — s ->- оо 

—Ц-Д ф(б(м))амДу якф(&). (1) 
P 

Здесь и ниже знаком —> будем обозначать сходимость по ве­
роятности. В частности при t — s -> оо 

Р 
,fc(u)du->nk, (2) ^ $ л ? 

где 6fcf i = 1 при Л = Z и 6ft, i = 0 при к Ф I. Вторая ко­
ордината т]8 (£) при условии, что задана траектория £ (£), 
является цепью Маркова с множеством состояний N и ин-
тенсивностями вероятностей перехода еЯ^ (£ (£), е£), г, / G 
G N : 
Р (Ле (* + h) = / | Tie (t) = I, g (и), U(=[t,t + Ы) = 

ГеЯ„ (6 (*)> et)h + o (Л), i ^ /, 
U — еЯ|# (Е («), et)h + o (A). {6) 

Ниже будем рассматривать поведение r\e(t) при е ->- 0. 
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В этом случае его интенсивности перехода малы и процесс 
£ (t) по отношению к г)Б (t) можно назвать быстрым. 

Будем предполагать, что 
A) при всех i, к ЕЕ N, t ^ О 

Ян (Л, 0 = 2Ш Л„ (Л, 0; (4) 

B) функции Я -̂ (A, t) при любых i, /, к ЕЕ N интегри­
руемы по £ на любом конечном отрезке по Риману; 

C) при любых i, / ^ i, i 6 N, 0 < Ц Г, 

0 < Л , „ (k,t)<ch 2z*i*i<oo. (5) 

Обозначим ПР?; (£1? £2, £(•)) условную вероятность того, 
что переход от г]8 (£х) = i к т]8 (£2) = / произошел за п 
скачков при условии, что фиксирована траектория про­
цесса S (t). Тогда, также как в [1], можно показать, что 
Pb(ti,h1l(-)) = F(4e(h)=j\^(t1) = i;l(u);u£E[tut2]) = 

= Х=опЦУъиЛП)- (6) 
Функции 

М 0 = 2 £ = 1 Л * М М ) , (7) 

где jtfc, Xtj (к, t) определены равенствами (2), (3), опреде­
ляют вероятности перехода некоторого неоднородного 
марковского процесса. Вероятности перехода этого про­
цесса из состояния i в состояние / на отрезке времени 
[t±, t2] за п скачков и за произвольное число скачков обоз­
начим соответственно 

пРи (*1, <•), Ptfa, t2). (8) 
Тогда 

Pi^ti,h) = Xi=,1n Pi^{h,h). (9) 

Ниже будет показано, что при е ->- 0 условные конечномер­
ные распределения процесса т]е(£)> рассматриваемые в мо­
менты времени ^/е, . . ., t8/e, сходятся к конечномерным 
распределениям марковского процесса с вероятностями 
перехода (9). В работе Ситюка В. Н. [2] получен частный 
случай этого утверждения, когда g (t) является цепью 
Маркова с конечным множеством состояний, а т]е(£) — 
пуассоновским процессом. 
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2. Докажем сначала две леммы. Пусть функция 
\ | ) ( i , i ; ) ( A E N , У > 0 ) ограничена как функция двух пе­
ременных и при любом к интегрируема по v на любом 
конечном отрезке. Обозначим 

J t/e 
s/e * (I (и), ей) бе (£(•)» и) &и9 

где 08 (£(•)» и)-> и :> 0 — функция, интегрируемая по и 
при любой фиксированной траектории процесса £ (J); 
0 (и) (и > 0) — неслучайная непрерывная по и функция. 

ЛЕММА 1. Если при е -> 0 
RlT= sup |9в(Е(.),и/е) — 8 ( и ) | Л о , 

ие[о, Г] 
то при г -> 0 

sup | / 0 ,^ (s , в) —/ е ,^(5) |^>0 (И) 
se[s 0 ,8 i ] 

&/ш любого интервала [s0, s j CZ [0, Т]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала, что при 

8 -> 0 для любого фиксированного $ ЕЕ [0, Г] 

/e,iD(s,e)->/e,^(s). (12) 
Положим 

Mj(k)= sup г|э(&, w), mj(k)= inf if (A, z/), 

Aj = [sj/e, sj+1/e], s = s0 < зг < ... < sn = J. 
При любой фиксированной траектории g (£) имеем 

/e,4>(s,e) = e V Г ФЙИ» ем) 6е (£(•), u ) d u < 

<е2^д.^(6(«))вв(1(-).и)й«< 
< 8 2 . [9j + Rl, sj+1] J . M* (1 («)) du = /е.* (s, e), 

где Qj = sup 6 (и). Так как М7- (/с) ограничены, то из 
U<=[Sj, 8 j + 1 ] 

условия (1) следует, что 

h, * (*, е) Л /в, * («) = %Zl (**i - «j) в,- S , я * ^ (А) (13) 
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при е ->• 0. Величина Te,f(s) является верхней интеграль­
ной суммой для Т0> -Ф (s). По аналогии с Т0> г|? (s, б) вводится 
величина Те, г|> (S, В) И проверяется, что при е -> 0 

1е,ф(*,8)Л/ е^(*), (14) 
где /е,-Ф ($) — нижняя интегральная сумма для Те, -ф ($)• 
Пусть задано 6 ^> 0; выберем разбиение s0 <^ s± <^ ... <̂  sn 
так, чтобы 
| Те, Ф (5, б) — Те> ф (s) | < 6/4 и | /е, ч> (*, 8) — £е, ^ (s) | < 6/4 . 

Из неравенства 
P{|/e,*(s,8) - / 0 , Ф ( * ) I < 6 } > 
> P { I Z ^ 4 ~ ^ , ^ ( ^ 8 ) | < б / 4 П | / в , * ( * ) " - Д , ^ , 8)|<6/4} 
и из (13), (14) следует (12). Докажем теперь (И). Предпо­
ложим противное. Тогда существуют такие 60 и последо­
вательность (en, sn), что при п -> оо 
Р { | / в , Ф (*П7 8n) — / e , oj) (5П) | > 60} - » С > 0, ^ n - > S G [s0, s j . 

Представим разность, стоящую под знаком модуля, в виде 
Ы = /е , и ($п, 8П)—/е, яи (sn) = (^е, -Ф (*m 8П) — Те, ф (5, еп) + 

+ (Л), ф (§) — IQ, ф Ы ) + (/е, г|) («, 8П) — Те, ф ($))• 
Второе слагаемое в ДТ стремится к 0 в силу непрерывности 
Те, о|? (s) по 5. Третье слагаемое в А/ сходится по вероят­
ности к 0 в силу (11). Оценим первое слагаемое. Из фор­
мулы (10), учитывая ограниченность г|) и 08, получим 

| h,q (5n> 8П) — Те, ф (?, еп) | = 
S / 8 n 

= 8тг \ Яр (£ (И), 8И) 6е ( £ ( • ) , И/6) du < С (? — 5П). 
J Ven 

Р 
Таким образом, | Те, г|> (̂ П? 8W) — Те, ^ ( s j | ->- 0 при п-^оо. 
Полученное противоречие доказывает лемму. 

ЛЕММА 2. Для любых целых п и любых i , / G N 
SUP [ пР% (5/8, */&,£(.)) — я/>4,- ( М ) | Д 0 

sG[s0, si] 

при е -> 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как 

оЛч (^/е, г/е, £ (•)) = ехр {— А,я..(8,е)}, 
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где величина 1г, a,..(s, е) определена первой формулой 
(10) с я|) (к, и) = Хн (к, и), 0е (£ (•), и) = 1 и функция 
е~* непрерывна и ограничена при # ;> 0, то утверждение 
леммы 2 при гг = 0 следует из леммы 1. Пусть лемма 2 до­
казана для гг. По формуле полной вероятности 

п+1Р% (s/г, */е, | (•)) = б Г 8
 0Р|г (5/8, и, | (•)) • 

" s/e 
• T}l¥:i ХЦ (I {и), ги) nPf,- (и, */е, 5 (')) &и, 

n+lPij (*, 0 = J s оРгг (5, И) S z ^ . Ли (U) пРц ("» 0 At' ( 1 5 ) 

Из условия (С) следует, что остаток ряда в первой 
формуле (15) можно сделать сколь угодно малым при лю­
бой траектории £ (t); сходимость конечной части ряда 
в первой формуле (15) к соответствующей конечной части 
ряда второй формулы (15) проверяется по лемме 1. Лемма 
доказана. 

3. ТЕОРЕМА^ 1. Если выполнены условия (1) и А) — С)* 
то при е ->• 0 

Р l4h/e = i i . . . % / 8 = h 11 (•), Ль/е = *о} Л 
р 

->Р (hh . . . hijilUio), 
где 

nfr-i 

Рг/ (*» 5) определяются равенствами (7), (9). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

A*(n,i,t{.)) = П 8 = 0 nsPeisis+1(tslets+1let(•)), 
г. i 

я = (тг!... 7zfc), t = (iv.. ik). 

Из соотношений (6) и (9) имеем 
Р (%/в = к • • v Л/*/е = ** ftfo/е = *о, £ ( ' )) = S „ Ае ( М Л (• )) , 

(16) 
P-(txix... tkik | *0*0) = 2па (тг, 0- (17) 
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Суммируя по всем возможным наборам га и i получаем, что 
при любой траектории £ (и) 

2Я,< Л* (л, *, £(.)) = 2П | |а(/г, i), (18) 

так как левая и правая части равны 1. Символами 2 ^ ' / и 
2П будем обозначать суммирование по всем г, /г и. г со­
ответственно, таким, что гъ ..., ik <^ / , гаь... пк <^iV, а сим­
волами 2n>i 2 П — суммирование по дополнительным мно­
жествам. Из равенства (18) имеем 

X,iAe(n,i,t(-)) = 2";! (a(n,i)-A*(n,i,l(-))) + 
+ 2*nJa(n,i). (19) 

Используя (16) и (17), найдем 

Р (%/е = h • • • "Hlft/e = J» | % / e = *о, £ ( • )) — 

— P(Mi • • • hh|*oio) = l l (A*(n, i,U-))~a (и, О) + 

+ 2 £ > ( и , * ) - 2 ' * а ( ' м ) . (20) 

Пусть задано произвольное б ^> 0. Выберем N, I так, чтобы 
2*па(п,г)<:Х,ча(п,1)<Ь1А. (21) 

Р 
Так как по лемме 2 Л8 (га, г, £ (•)) ->- а (га, г), при е ->- 0, 
то при достаточно малых 8 с вероятностью сколь угодно 
близкой к единице выполнено неравенство 

55^|Л«(л,*,Б(.)) — а ( п , * ) | < 
<2n9

9!lAHnJM-))-a(n9i)\<6/A. (22) 

Тогдаиз(22),(21)и(19)следует,что2* ?И8^^^( ' ))<6/2. 
Применив эту оценку и оценки (21), (22) к (20) получим 
утверждение теоремы. 

Из теоремы очевидно следует сходимость безусловных 
распределений процесса т] (t) 
р (Пи/в = h ••• %/е = h I Цп/г = i0) -^ 

-> Р (Mi ... tkik | £0Jo) 
При 8 —> 0. 

4. Докажем, используя теорему 1, сходимость вероят­
ности перехода с запрещениями. Пусть Н — некоторое 

448 



множество состояний процесса r\e(t). Обозначим через 
nPij (ti, t2, £ (•)) условную вероятность перейти от 
Ле (ti) = i к г|в (t2) = /, ни разу не попав в состояние Н 
за п шагов при условии, что фиксирована траектория £ (и). 
Аналогичную вероятность для предельного процесса 
обозначим %Pij (tly t2). Тогда для 
"Pb(h,t2, £(•)) = 

= Р Йе ih) = /, lie (и) фН, h < U < t2 | Tig (^) = 
= *,£(•)} 

и для аналогичной вероятности нРц {tu t2) предельного 
процесса имеем 

НР% (h, *«,£(•))-ЗГ-о нпрЬ (fi, *«,£(•)), 
(23) 

ТЕОРЕМА 2. Zfc/швыполняются условия теоремы!, то 
при е-> О 

ЯР?у(*/8, //8, 6 ( - ) ) - ^ Я ^ ( М ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вероятности перехода за ?г 

и п + 1 шагов с запрещениями удовлетворяют формуле 
(15), если суммирование в ней производить по I Ф i, 
I ф Н. Утверждение леммы 2 остается верным и для ве­
роятности перехода с запрещениями. В частности при 

И (*/е, */в, Б (•)) -^ n^i,• («, ^ . (24) 

Оценим разность вероятностей (23). Разобьем суммы ря­
дов на две части. К конечной части применим (24). Остатки 
рядов можно оценить выражением 

Sr=iv npb № *'*> 6 (•)) + X-N пРц (*. 0. (25) 

так как вероятности перехода без запрещений больше 
аналогичных вероятностей с запрещениями. Второе сла­
гаемое в (25) мало в силу сходимости ряда (9). Из теоремы 
1 следует, что первое слагаемое в (25) близко ко второму и, 
следовательно, тоже мало. Отсюда следует утверждение 
леммы 2. 
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