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П у с т ь S — класс всех голоморфных однолистных в круге Е= {z: \z\ <С 
< 1} функций w = f(z), нормированных условиями / ( 0 ) = 0 , / ' ( 0 ) = 1. 

В настоящей работе мы приводим решение задачи о параметрическом 
представлении класса S, устанавливая необходимые и достаточные условия 
принадлежности функции w = f(z) классу S. Далее указываем на одно из 
приложений полученного результата к решению экстремальных задач тео­
рии однолистных функций и отмечаем связь между экстремальными проб­
лемами в классе *S и классе Р всех голоморфных в круге Е функций 
w = h(z), h(0) = 1, с положительной действительной частью. 

1 . П у с т ь 2№ —класс всех неубывающих функций [i(x, у) двух перемен­
ных в области х ^ 0, —я ^ у ^ jt, нормированных условиями \х,(х, —л;) = 
= \х(0, у) = 0, \х(х, я ) =х. 

Непосредственно из определения класса 3R следует, что при каждом 
фиксированном у, —я ^ у ^ я , функции jut (а:, у) являются абсолютно не­
прерывными по х и, следовательно, почти при всех х, х > 0, существует 
производная \лх'{х, у), представляющая собой измеримую функцию пере­
менного х при каждом фиксированном значении z/, и неубывающую функ­
цию переменного г/, — я ^ у ^ я , при фиксированном х, х > 0, нормиро­
ванную условием \кх (х, — я ) = 0, \ij (х, я ) = 1. 

Будем говорить, что последовательность \in(x, у) (п = 1, 2,.. .) функ­
ций класса Ш сходится к функции \i(x, у) е 2Я, если во всех точках непре­
рывности функции [л (х, у) ] im \хп = (ы. 

п - > с о 

Класс Ш является компактным в себе относительно определенной выше 
сходимости последовательности функций из 2R. 

Обозначим через Ф множество всех непрерывных функций f(z,x,y) в 
области Е X [0, оо) X [—я, я ] , аналитических по z в круге Е и удовлет­
воряющих условию х, у) | ^ е~хК ( г ) , где К (г) — постоянная, завися­
щая только от г = | z | < 1. 

П у с т ь f(z,x,y) — произвольная функция класса Ф и р,п — произволь­
ная последовательность функций класса ЗИ, сходящаяся к функции 
\i(x, у) <=Ш. Тогда: 

1 ) существует равномерный относительно х, О^х^А, и z^Er = 
= {z : I z I < r < 1} предел 

X тс X тс 

l i m j ^ 0 ) r f M * . У) = $ 5 / (2 , a ? , » ) d | x ( a ? , y ) ; 
n-юо 0 о —~ 

2) интегралы Стильтьеса 
с о тс 

5 ^ / ( г , я , у)d|i(я:, у ) , | i G l , 
0 — т е 

сходятся равномерно внутри Е, равностепенно по классу 99? 
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Отсюда непосредственно следует существование равномерного внутри 
Е предела 

с о тс с о тс 

l im 5 \ f(z,x,y)d\xn(x,y) = ^ ] f (z, я, y)dp(x, у). 

2. Рассмотрим дифференциальное уравнение 
тс 

^ = — w ^ g(w, y)d\ix(x, у), ( 1 ) 
—ТС 

где g(w, у) = (1 + е^и;) / (1 — eiyw), с начальным условием w(x) |ж=0 = 
= z, z^E. Здесь функция \х(х, у) е 2 Л и интеграл в ( 1 ) понимается в 
смысле Стильтьеса. 

Решение дифференциального уравнения ( 1 ) , удовлетворяющее началь­
ному условию, будем обозначать через f(z, х\ \х). 

Т е о р е м а 1. Для того чтобы функция w = f(z) принадлежала клас­
су S, необходимо и достаточно, чтобы ее можно было представить в виде 

f (z) - l im e*f (z, x\ \i e 3». (2) 
X - * C O 

Наметим ход доказательства теоремы 1. П у с т ь [i(x, у) —произвольная 
функция класса Ш. Заменим уравнение ( 1 ) с начальным условием инте­
гральным уравнением 

X тс 

w = z ехр {— J J g (м;, у) d\i (я, у) j , (3> 
которое получается из ( 1 ) делением на w и интегрированием по х от О 
до х. Решая (3») методом последовательных приближений (ср., например, 
(*), стр. 9 6 — 9 7 ) , находим, что решение w = f{z, х\ jut) уравнения (3) ре­
гулярно в круге Е и непрерывно в О <С х < оо, и, кроме того, / ( О , х; \х) = О, 
f/(0Jx;ti)=e-x. 

В силу легко доказываемой теоремы единственности решения уравне­
ния ( 1 ) следует, что функция f(z, х; \i) однолистна в Е при каждом фи­
ксированном значении х из [0, оо) . Остается установить существование 
равномерного по z внутри Е предела ( 2 ) . Для этого подставим f(z, х; \х) 
в уравнение ( 1 ) и перепишем его в виде 

[exf(z, х\ \i)]x = exf(z, х\ |х) [1 — х \ v)y)h * (4) 

заметив при этом, что функция, стоящая в правой части уравнения ( 4 ) , 
принадлежит классу Ф *. 

Инте грируя (4) по х от 0 до х и осуществляя предельный переход при 
«г, стремящемся к бесконечности, приходим к заключению, что функция 
f(z), полученная по формуле ( 2 ) , принадлежит классу S. 

Пусть теперь f(z) — произвольная функция класса S. Покажем, что 
она может быть получена по формуле (2) с надлежащим образом выбран­
ной функцией [А (я, у) из класса WI. Для этого обозначим через ЗЯ' подкласс 
класса ЗЯ функций \х(х, у) таких, что 

тс 

5 g(w, y)d\i'x(x, y) = g(w, у(х)). 
— т с 

П о теореме Левнера ( 2) (см. также (*), стр. 95) совокупность функций 
f(z), полученных по формуле (2 ) , когда \i(x,y) пробегает класс 2R',. обра­
зует подкласс S' класса S, всюду плотный в S относительно равномерной 
сходимости внутри круга Е. 

* Что следует из оценок \f(z,x; ц)\ < \z\, \f(z,x; ц)\ < e~x\z\/ (1 — \z\)2. 
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Выберем последовательность fn(z) функций класса S\ равномерно 
внутри Е сходящуюся к функции f(z). Последовательности fn(z) соответ­
ствует последовательность \хп(х, у) функций класса Ж такая, что 
fn(z) = l im exf(z, х\ j i n ) . 

х - » с о 

И з [in{x, у) можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся в от­
меченном ранее смысле к некоторой функции \х*(х, у) класса Зй. Теперь, 
используя предложения п. 1 , нетрудно показать, что сама функция f(z) 
может быть получена по формуле (2) при р, = р*. 

И з теоремы Рисса — Херглотца ( 3 ) следует, что функция 
п 

h(w, х) =- ^ g(w, y)d\xx(x, у), p,e$S», (5) 
—тс 

при каждом фиксированном х, О < х < оо, регулярна по и; в круге | w | < 
< 1 и имеет там положительную действительную часть. Следовательно, 
из известного дифференциального уравнения К . Левнера — П . П . К у ф а -
рева ( 4 ) и соотношения (2) можно получить все функции класса S. 

3. И з тождества 
dw Idx = —wh(w, х), w = f(z,x;u), (6) 

где h(w, x) вычисляется по формуле (5 ) , с учетом ( 2 ) , немедленно сле­
дуют необходимые для дальнейших рассуждений соотношения в классе S: 

11 

Здесь F(w,p) = h(f(z,x(p); \х),х(р)), p=\f{z,z\ р) |*. 
Т е о р е м а 2. Пусть z0 — фиксированная точка круга Е и а, |3, у, 6 — 

произвольные вещественные числа. Тогда для функционала 

/(/)=« ln)1Jg I + р arg Ш + у In | / ' (z0) | + S a r g / ' ( z 0 ) , (9) 

определенного на классе S, имеют место точные оценки 
I *• I . I г 0 | 

J Ф (Г , r f ) ^ / ( / ) < J Ф ( Г , r f ) ^ , (10) 
О 

где (g* , г]±) — гочки окружности I2 — 2 а ( р ) £ + rj 2 + 1 = 0, а = 
= (1 + р 2 ) ( 1 — р 2 ) ~ \ в которых функция 

Ф (Е, т|) = a - a - Y + ( o + Y ) / 6 - Y 6 - л ( * + ('Р + «) /Е) (И) 
достигает своего максимального (минимального) значения. 

Знак равенства в (10 ) реализуется, например, для функций f(z) клас­
са S, имеющих вид f(z) =lim exf(z, х), где и; = f(z, х) — решение урав-

х->оо 

нения = —wg(w1y±(x))1 w(0)=z, причем 
х 

у± (х) = arc sin [£* (а 2 — I ) 1 / » ] " 1 - f ^ т ^ А е — arg z 0 , 
о 

и р = р (х) определяется из соотношения (In р) / = — р (0) = | z0 |. 
* Из (6) следует, что &(х) — монотонно убывающая функция, так как (hip)*' = 

= —Re h < 0. 
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И з формул ( 7 ) , (8) следует, что задача об оценке функционала / ( / ) 
вида (9) на классе S эквивалентна нахождению экстремума действитель­
ного функционала J(h) = W(h(z),zh'(z)) fReh(z), z = peiq,^E и фик­
сировано, где *Р (со, w) = ( а + у) ( 1 — R e со) — (|3 + б) I m со —- yRe w — 
— б I m w, на классе Р (см. по этому вопросу работы ( 5 , 6 ) ) и последующего 
интегрирования результата по р от 0 до \z0\. Подобная связь между экс­
тремальными проблемами классов S и Р имеет место и для других задач 
теории функций комплексного переменного. 

Донецкий вычислительный центр Поступило 
Академии наук УССР 18 III 1970 
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