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§ I. Простейшие свойства диссипативных операторов. 
§ 2. Дефектные подпространства. Характеристическая функция. 
§ 3, Самосопряженная дилатация. 
§ 4. Функциональные вложения. Модель. 
§ 5. Пример. Оператор Шредингера. 

Предлагаемая статья основана на нескольких докладах, прочи­
танных весной 1988 г. на семинаре по функциональной модели. Она 
носит, в основном, методический характер. Сделана попытка после­
довательно реализовать подход к диссипативным операторам как к 
преобразованиям Кэли сжатий на основе "бескоординатной модели", 
развитой В.И.Васюниным и Н.К.Никольским [i] . 

В § I собраны хорошо известные свойства диссипативных опе­
раторов. В § 2 вводится понятие граничных пространств и вычисля­
ется характеристическая функция, "привязанная" к этим простран­
ствам. Этот подход, навеянный работами А.В.Штрауса, удобен для 
анализа операторов с конечными индексами дефекта. В § 3 строится 
самосопряженная дилатация как преобразование Кэли стандартной 
унитарной дилатации сжатия. Отсюда, как частные случаи, выводят­
ся различные виды дилатации, имеющиеся в литературе (Б.С.Павло­
ва [2],[з], С.Н.Набоко [4] , А.В.Кужеля, Ю.Л.Кудряшова [б] [б], 
И ) . Отметим, что в упомянутых работах дилатации как бы "угады­
ваются". По-видивому, новой является форма дилатации, обобщающая 
дилатацию Б.С.Павлова [2] оператора Шредингера на полуоси с ве-
щественнозначным .потенциалом и диссипативным краевым условием. 
В § 4 строится бескоординатная модель для диссипативных операто­
ров на основе построенных дилатации. Выводятся формулы для соб­
ственных функций непрерывного спектра, обобщающие случай выше­
упомянутого оператора Шредингера. В § 5 на примере этого опера­
тора (методом, отличным от работы [2]) показано, как строится ди­
латация, вычисляется характеристическая функция и собственные 
функции дилатации. 

Я хочу поблагодарить Н.К.Никольского за стимулирующие об­
суждения и В.И.Васншина за многочисленные консультации и большую 
помощь в освоении модели. 

Обозначения и терминология R ± = { oce|R. : t X > 0 ] , 
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С± = \ *еС.' ХУЛ * е Л+ } , D - единичный круг. Будут рас­
сматриваться линейные операторы в сепарабельном гильбертовом 
пространстве Н » не обязательно ограниченные и не обязательно 
плотно определенные. Если Ь - такой оператор, то 31 (L) - его 
область определения, Вя-нЬ = L$(L) - образ оператора, <Г(Ь) 
- спектр, т.е. дополнение множества А таких, что (L-AI)"* 
продолжается до непрерывного оператора в Н . Говорят, что 
оператор \t% есть расширение Ь1 , и пишут L ^ c b ^ f если 
. Яс1|,)с a d , » ) , ^ Ь*| Я(1ц> = ^ .Через Н* < В>, В ) , 

Н (С± J £•) будем обозначать векторные пространства Харди 
(со значениями в гильбертовом пространстве £ ) соответственно 
в круге и в полуплоскости. Дудут использоваться (гильбертовы) 
соболевские пространства \*ll«b,&), VJ%{a,,t) . Жирными буква­
ми, например, % , будем обозначать операторы умножения на со­
ответствующую функцию. Знак olob обозначает замыкание, a Span 
- замкнутую линейную оболочку. 

§ I. Простейшие свойства диссипативных операторов 
1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Оператор L0 в гильбертовом пространст­

ве Н с плотной областью определения #<Ь0) называется цис-
сипативным, если 

Ъп(Ь вХ,Я)»0, xejflih,). (I.I) 
Сложность состоит в том, что оператор Ь0 может быть неог­

раничен. Хотелось бы внести знак Iwt в скалярное произведение 
и написать Iw- Ь в» 0 . Но оператор 1сиЬ 0= СL0— U0)/X,i 
может не существовать, т.к. вообще говоря S)(Le) Ф 2)<Ь*) (см. 
пример ниже). 

1.2. ПРИМЕР. Пусть Н = L (ОИ), 

Имеем . 

о 
Если I w к0 » 0 , I w hi ^ 0 , то оператор L диссипативен. 
Вычисляя сопряженный оператор (см., например, [8]), находим 

I * П 
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Если \\,t, lj,( s К. , то оператор Li самосопряжен. Если хотя 
бы одно из чисел 'кв,'йч не вещественно, Хт Ь-„г 0 , 
Iwk^O , то L - замкнутый диссипативный оператор. Про­
странства йКЬ) и $(.Ь*) различны. При этом на gi(L) л й((Ь*), 
очевидно, Ь = L , так что говорить о мнимой части оператора 
затруднительно. 

Заметим, что обычно при анализе дифференциальных операторов 
вначале задается оператор Ь„ на гладких функциях, a L опре­
деляется, как его- замыкание. Точное нахождение области определе­
ния $(L) не всегда просто. 

1.3. Частный случай. Пусть L=A+iB, Й(А)сЙсВ), А=А , 
(Вх,»)?>0, я«4(А);Я(Ы = Я(А) • Т о гД а оператор L дисси-
пативен. 

1.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Диссипативный оператор называется макси­
мальным диссипативным, если он не имеет собственных диссипатив-
ных расширений. 

1.5. ЛЕММА (свойства диссипативных операторов) [9, § 1У.4] 
(i> Пусть оператор Ь0 диссипативен. Тогда оператор 

Т0 = jf(Le) = (Le-i-I)(Lil)+ il)-1 является сжатием 
из (Ь0+ vl) 0(Ь„) на (L„-vI) 2)(L„) , и Ьв=ЭГ\Т0) = 
= И I + Т0) (I - Т,) . для всякого сжатия Т„ 

такого, что 1Ф PplTo) (бр (•) - точечный спектр опе­
ратора) оператор U, = %'\Tt ) , S( L0) = (I -T„ ) Я(Тв) , яв­
ляется диссипативным. 

(ii) Всякий диссипативный оператор Ь0 обладает максималь­
ным диссипативным расширением Ь . Максимальный диссипативный 
оператор замкнут. 

Uii/) Диссипативный оператор является максимальным дис­
сипативным в том и только том случае, если Т = X ( Ь) - такое 
сжатие, что Я<Т)= Н и 1«£ffp(Tb 

(.tv) Если L - максимальный диссипативный оператор, 
L = '3C"1(T) , то -L также максимальный диссипативный, 1^ = 

= -%-\Т*), 
(У) Если L - максимальный диссипативный оператор, то 

ff-(L) с сеск» €+ |(U-AI)_11«| Imk\'\ AeC_ • 
Терминология. Преобразование Ж называется преобразовани­

ем Кэли. 
1.6. ПРИМЕР. Пусть U = l\ О, а ) , 
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4 = vy' ${U)= tyelvJ{0,ft):y<0>-0} . 
Имеем 

а, л 
ih>V=\rfH's-liw'+ityMf:zW'4)i-iHlli)l*- (I,2) 

о о 
Таким образом, оператор L диссипативен. Нетрудно проверить, что 
преобразование Кэли оператора L есть оператор усеченного сдви-
га M g = P eSfK e, 9=e*p((lff) . (Здесь KQ= Цгв Ш\ 

Р8 - проектор на KQ , Sj = %$ ). Точнее, если $ -
преобразование Фурье в L*( К) , Ра - проектор из h\H) 
на Ьг(0, (U) , a W - унитарный оператор, переводящий 1ЛТ) 
в L*(*) , ( WfJ(X) -* irf/*(x+i;-1j(-^i-) , то 

ty = WVpicL-ilKL^If'parV. 
л 

Аналогичный оператор в Ь (0, <х>) имеет преобразование Кэли, 
унитарно эквивалентное оператору сдвига £ . 

1.7. Функциональное исчисление. Полугруппа -сжатий. Положим 
W(A) = M+AjM-Ar 1 , W ; D—*• Ф+ • Пусть U - макси­
мальный диссипативный оператор, Т - его преобразование Кэли. 
Если оператор (а о W M ~ 0 определен в исчислении С.-Надя-
-Фойаша, можно положить u(L)== (Й°(Л))("П . Поскольку 
1 Ф fy (Т) ,к оператору Т можно применять любую функцию 
ф е у м такую, что ф непрерывна в c£wD\{1j (здесь ис­
пользуется предложение [9, § П.б] , согласно которому 4^ff»CT) 
= > 14 бр (TJ) > гД е TJ _ минимальная унитарная дилатация). 
Таким образом, к максимальному диссипативному оператору можно 
применять любые функции, ограниченные аналитические в €+ и не­
прерывные в с6<м£+ . В частности, можно взять й{%) = е *** 
В результате получим полугруппу сжатий 

Нетрудно проверить, что эта полугруппа сильно непрерывна. 
- 1.8. ЛЕША (см.[9, § Ш.81 ). Пусть {T(tjj + >rt - сильно 

непрерывная полугруппа сжатий, Т(0) = I . Тогда Т Ш = * 
.для некоторого максимального диссипативного оператора Ь . 

ЛЬ 

Оператор L называется генератором, а Т =* X(h) - когене-
ратором полугруппы { Т (t)}. 
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В заключение этого параграфа приведем элементарные формулы, 
связывающие диссипативный оператор Ь и его преобразование Кэ-
ли Т . Положим %= (k-i)ikt if1 . Тогда 

(L-Air̂ -̂a-THa-T/"1, 
^ (1.3) 

cL*-Air'=^a-T*Ki-vrV. 
§ 2. Дефектные подпространства. Характеристическая 

функция 
Существует много различных способов определения характерис­

тической функции (х.-ф.). Все они более или менее эквивалентны, 
но специфика исходного оператора может привести к определенным 
предпочтениям в форме записи х.ф. Обычно х.ф. - это аналитичес­
кая оператор-функция, действующая из одного "дефектного простран­
ства" в другое, а эти последаие измеряют отклонение оператора от 
унитарного или самосопряженного. Если Ь - максимальный диссипа­
тивный оператор, то в качестве дефектных подпространств для него 
можно взять Й т = cfoi(I-T*TV MH, # т* = сШ1-7ТГН, где 
Т = fC(Lj) . Этим пространствам можно дать и более явное опи­

сание в терминах оператора Ь . 
2.1. Дефектные подпространства эрмитова оператора. Оператор 

А с областью определения 0 ( Д ) с Н (не обязательно 
плотной) называется эрмитовым, если 

(Ах, х ) е £ , я е $ ( Д ) . 
Если С0О4Й(А) = Н , эрмитов оператор называется симметричес­
ким. Дефектные подпространства эрмитова оператора определяются 
формулой 

N_(A) = НеЯаклА±Ш • 
Отметим, что образ RcwuAiil) замкнут, если оператор А 
замкнут, поскольку для эрмитова оператора ||(A-AI)x|>|IiuA|-f Я I. 

2.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть Ь - максимальный диссипативный 
оператор,- Областью эрмитовости Ь назовем подпространство 
G b = {xe#<L)n2kL*): lx= L*»j . Эрмитовой частью опера-
тора L назовем сужение L ц = L | G-, 
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Ясно, что оператор [щ замкнут, т.к. его график есть пере­
сечение графиков операторов L и L 

Пусть Т - сжатие. Напомним, что операторы D T = (I-T*Tj , 
.. Alt. I т*,<& Ц = ( I •- Т Т ) называют дефектными операторами 

сжатия Т , а подпространства # т = thi>dT U, &•• = C^iJ .„.ff-
дефектными подпространствами. ' 

2 .3 . ЛЕММА. Пусть L - максимальный .диссипативный оператор, 
Т = X(L) = <L-i<I И Ь + П Г ' .Тогда N.( i /H )= З т > 

М+(Ьц) = $ Т * * * 1 е ю т место равенства 

(2 1) 
Ш3** = vd, + iir ,-v(b*-*I)"1-*(b+i'I;" ,(L*-iI)"1. т* 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Формулы (2.1) легко проверяются непосредст­
венно. Докажем, что $T=N_(ljH) ; второе равенство получает­
ся заменой Ь —*~ - L . Имеем $ т = Н в Kw- Э т . Покажем, 
что Cb+i l ) ( r ,= Kt>lTlj= KviXj . Из (2.1) следует, что 

Следовательно, если x = ( b + i l ) t t . , tye^ii , то З т х = 

= П [I- (L - Я )"\U-vJ)] ̂  = и / > ( b - il )_< (L* il) у] = о 
Обратно, если я е К е г Ц у , и tf = (b-t-il) л , то ̂  = 
= (L*-iIj"f (L-il)if но тогда ^еЗкЫлЯК!/1), lTy= й^. 

ЗАМЕЧАНИЕ. В ряде работ [ю],[5],[б] подпространства М-(Ь^ 
М +(Ь Ц) и правые части формул (2.1) рассматриваются вне связи. 
с оператором Т = OC(ti) • Нам представляется, что их связь с 
преобразованием Кэли проясняет ситуацию. 

2.4. Определение "граничных пространств". Пусть L - макси­
мальный диссипативный оператор, (х̂  - его эрмитова часть. Рас­
смотрим фактор-пространство $(k)/Gj, и естественную проекцию 
!Р'. 3)(Ь) —>-S}(IJ)/0-[, . Определим на фактор-пространстве ска­
лярное произведение: 

< ?*, ?ц> = -j-((», Ь^иЬх,у ) ); *, ̂ е 0(b) • 
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Корректность определения и невырожденность формы следуют из оп­
ределения подпространства G-^ , а ее положительность - из дисси-
пативности оператора L . Через F(L) обозначим пополнение 
фактор-пространства 3)(Ь)/&ц по соответствующей норме. Анало­
гично определим пространство F*(.L) = |Г(-Ь*) • Через ?* 
обозначим проекцию из 2)(bJ на ЯхЬ*)/(хь • Имеем 
| fx |* = Imihx,г), I Гх 1*ж = -1и*(ЬЧ *J • 

Гильбертовы пространства F(U), F*(L) будем называть гранич­
ными пространствами оператора L . 

Такие пространства и близкие к ним объекты (пространства 
граничных значений) многократно рассматривались в литературе 
[ll],'[l2], [l3], [l4]. В этих работах, как правило, принято абст­

рактное аксиоматическое определение пространств граничных значе­
ний. В [I4J отмечается, что "канонический" выбор этих пространств, 
приведенный выше, не всегда удобен. Мы, однако, им. ограничимся. 

Введенные пространства Р(Ь), G^lL) особенно удобны, если 
оператор L имеет конечные дефекты; в этом случае пополнение 
излишне. Термин "граничные пространства" связан с тем, что для 
дифференциальных операторов они могут быть реализованы, как на­
стоящие пространства граничных значений. Это иллюстрирует следую­
щий пример. 

2.5. ПРИМЕР. Рассмотрим оператор L из примера 1.6 

Ц = ^ , $d) = {уе\Мл(0, а,) :ут= 0} 

Из (1.2) следует, что 

1^ = iyr
f # < L % {tfe v^«J, л): y(d) = 0] , 

G L= { ̂ е W^CO, 0J: у(0) = ЦШ = О ] . 

Ясно, что F(L)= С, ^(Ь)= С .Из (1.2) имеем 

Стождествляя F(h) с £ , получаем, что проекция J3 есть с точностью 
до константы) вычисление значения в точке ft . Аналогично, J„ -
вычисление значения в нуле \с точностью до константы) 

2.6. ЛЕММА, Пусть Ь - максимальный диссипативный опера­
тор, Т = Х(Ь) . Тогда существуют изометрические изоморфизмы 
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J> : Fd>) -*- Я) т , Д : F^iL)—*- Ят* , которые определяют­
ся из равенств: 

/ Л 1 - т ; = л т , & £ ( 1 - т * ) = 2)т» • (2.2) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем, учитывая, что Ь= *(Ь-Т H I - T )"': 

Î Cl-T^scI* = Iw(L(I-T}«, ( I - T ) x ) = 

= Iwi((l>T)*, (I-T)x) = Be((I+T)x, ( I - T ) J O = 

- ( [ ( I - T M I + T}+(I+THl-TJ]»,*)/i = 

= (d-T*T)*,x)= |лт»Г. 
Следовательно, равенство (2.2) задает изометрию J> . Поскольку 
55(1-Т)Н = У0(Ь) = M ) / G b плотно в >(L) , a J ) T H 
плотно в 3)т , получаем требуемое. Перехода к оператору т* . 
получаем утверждение о рх . • 

2.7. СЛЕДСТВИЕ. 

(Uw $т* = <liw[cL-L*)CM)n3)(Lxj/]+ &lm{$(£)l$(.U)(\ $(L*>). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проверим первое равенство. Имеем 

Остается воспользоваться тем, что iimli(HH{h-L)=ilm(SI(L-L)/KwlrL)l* 

2.8. Обсуждение. Следствие наглядно показывает .двоякую при­
чину появления дефектов у диссипативных операторов. Естественно 
рассмотреть "крайние" случаи, т.е. операторы, для которых одно 
из слагаемых обращается в нуль. Первый класс операторов - это та­
кие, для которых 2kb) = £)(L*) , у них обязательно равные ин­
дексы дефекта. "Дефект" определяется мнимой частью. Модельный при­
мер - оператор Шредингера с комплекснозначным потенциалом и ве­
щественным краевым условием. Второй класс операторов - это такие, 
для которых G-ij = 3((jJ fl^KL*) . У них "дефект" определяется 
различием областей определения оператора и сопряженного. Модель­
ный пример - о.ператор Шредингера с вещественнозначным потенциа­
лом и комплексным краевым условием. Заметим еще, что в этот класс 
попадают все диссипативные расширения симметрических операторов. 
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Действительно, для них Q плотно в И . Если uegjdj)fl#(i/) , 
то (Lu, эс) = (̂ ,Ь х) = (UjLx) = (iTu,,») для х из плотного 
множества (г̂  . Значит, Ь^= Ly , т.е. S0(L) л Я ) ( ^ = £ ь . 

2.9. Характеристическая ФУНКЦИЯ. Мощным инструментом иссле­
дования диссипативного оператора является характеристическая функ­
ция (х.ф.). При бескоординатном подходе к модели х.ф. определяет­
ся исходя из функциональных вложений [ij , [15] . Это будет сделано 
в § 4, а здесь мы хотим лишь вывести некоторые формулы для х.ф. 

Как известно? вполне неунитарное сжатие Т определяется с 
точностью до унитарной эквивалентности х.ф. Qj^H < Д): Е —>- Е*) 
[l5], где EJE^. - вспомогательные гильбертовы пространства, 
изоморфные З т , $ т * соответственно. В свою очередь, х.ф. 9Т 
также определяется не однозначно, а с точностью до умножения 
справа и слева на изометрии из Е на Е и из Е * на Е # соот­
ветственно. Зафиксируем произвольные изометрические изоморфизмы 
Л : Е -> Ят > Л * ; Е* — 2IT* . Тогда [9] : 

9ТФ = Л*(-Т+Г3т*с1-$Т*);0Т)Л, (2.3) 

е т ф Л т = < DT*CI-STV(*I- "п. <2-з/) 
Характеристическая функция диссипативного оператора есть 

конформная пересадка из круга в полуплоскость х.ф. его преобра­
зования Кэли. Оказывается, что различные формы х.ф., о которых 
говорилось в начале параграфа, получаются из "абстрактной" х.ф., 
если специальным образом выбрать Е , Е * .Но сначала необхо­
димо выделить самосопряженную часть диссипативного оператора. 

2.10. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть L - максимальный диссипативный 
оператор в Н , Н0<=Н - замкнутое подпространство. Оно назы­
вается приводящим, если Рн Ь с U р ^ . Оператор Ь называет­
ся вполне несамосопряженным, если ни .для какого нетривиального 
приводящего подпространства И0 сужение L | Н 0 не является са­
мосопряженным оператором в Н0 . 

Из разложения сжатия на унитарную и вполне неунитарную час­
ти немедленно вытекает следующее утверждение. 

2.11. ЛЕММА [9, § Л А] . Пусть Ь - максимальный дисси­
пативный оператор в Н . Тогда существует и единственно такое 
разложение Н = Н0 © Н̂  пространства Н на приводящие подпро­
странства, что Ьв = Ь|Н„ самосопряжен, а b<= Ы Н< -впол­
не несамосопряженный максимальный диссипативный оператор. 
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2.12. ОПРЕДЕПШИЕ Jj5J. Пусть Ь ••-/вполне несамосопряжен­
ный максимальный диссипативный onepaiqp, Т = %(li) . Характе­
ристической функцией оператора Ь называется оператвр-функция 

SL(X) - ̂ {^i-} , ^ е Н М ( ^ Е — Е.Ь 
Ввиду леммы 2,.6 ложно положить &=/,•&*=/*, :E=l%L)rE#=l£(li). 
2.13,. 1ЕММА. Пусть L- вполне несамосопряженный максималь­

ный .диссипативный оператор. Тогда характеристическая функция 
S^ 6H (C+, РсШ-^^сЬ)) на плотном множестве $(Ь)/&ь 
задается равенством 

ЗАМЕЙАНШ. I) Если оператор Ь имеет конечные дефекты, то 
формула (2.4) действуй! на жсем пространстве РсЦ) ; в общем слу­
чае S^cA) есть замыкание оператора, задаваемого формулой 
(2.4). 2) Выражение (2.4) корректно определено Ha^clij/urL, • 
хотя (Р~* — "взятие представителя" не есть оператор (см. нача­
ло доказательства ниже;).. До существу., это запись фактор-операто-. 
ра. При обращении с такими формулами нужна осторожность. В част­
ности, 

s*cx> = ^ L - U M L ' - A I ) ^ ; 1 (2.4') 
3) Граничные пространства ViUi^ih) и х.ф. (2.4) были введены в 
работе А,В.Штрауса Jjl] ,. Формула (2.4) удобна для вычисления 
х.ф. дифференциальных операторов «:с жонечными дефектами [1б] . 
Пример такого вычисления приведен в "§ 5 (пп.5.6, 5.7), который 
можно читать независимо от последующего. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО'ЛЕММЫ. Сначала заметим, что оператор 
f * ( . \ j - AI'f^U-M ) У"' .корректно определен на Й<Ь)/&и . Дей­
ствительно, если Ух='3) ,, то х-еСгь , bx = Ux, 

(L^AI;f>cli- А1)ж=^А1Л*- А1Г)).ОО= Х, f*x=:o . 

Далее имеем на ^do/G^ пользуясь (2.3Л) и полагаяZj~(k-i)(k+i) : 

SbcA)̂ = '&7№&У& = в т . « ) Л ) т (I-Т Г' = 

= К эт * а - ?т *г1 ( а - т)<i-т Г* = 
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Отсюда, учитьшая (1.3) , получим равенство (2 .4) . • 
2.14. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ. ф(Ь) - $(\1) . В этом случае можно 

рассмотреть оператор Q= (L-L*)/ %i . Он выражается через пре­
образование Кзли Т = %{\л) следующим;образом [9, § И.4] : 

Q=(I-T;"\l-TTVl-r)"^ 
Q=(i-TV(i-T*r^i-T>:', (2,5) 

Поскольку (Qx,x)^0, xe#(Q) , Q допускает положитель­
ное расширение (например, расширение по Фрицрихсу). Мы зафикси­
руем такое расширение и обозначим его также через Q . Тогда 
определен оператор Q % . Положим $ Q = c#4*Qf/;l$(L) • 

2.15. ЛЕША. Пусть S)((J] = $(L*) . Тогда существуют изо­
метрические изоморфизмы Jk'i&Q,—ь ^.•р7./Ц,1-Й:л—»-3-г* » которые 
определяются равенствами: , 

/ ia v *a- т) = з т > р*®*шя-~ Л = %. • (2.6) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Из (2;5) получаем, что (1-ТЭД(Г-Т) = Я * , 

откуда ||Q Y /*CI-TJ5C| = ||Ята||Я' •» Это значит, что равенст­
во (2.6) задает изометрию ^ . Аналогично поступаем с Jib*. • 

Следующее очевидное; утверждение устанавливает связь- между 
fan и граничными пространствами. 

2.16. -ЛЕША. Пусть 0tli) = 9 M f V . Тшяв>. F<b) = F( L*> , 

Лемма* 2..15 показывает, что для характеристической функции 
можно положить £ = Е * = &£, SL-J&, *&* = /<* • 

2.17. ЛЕША. Пусть Lb - вполне насамосопряженный максималь­
ный дис с ипативный оператор такой, что:- $(ку— "3(!J*J .Тогда 
х.ф. S^eH ( C + ' < $ Q — к $ д ) задается,на плотном множестве 
(^ $ (Li) равенством: 

S,(X)-I+ aiQ^clT-AI/V* . (2.7) 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим £ = (А-И( A+if ' Имеем из (2.6), 
(2.3'),(1.3): 
5ьсА)(Л1-Т)=£ьсА)/Л)т= дтФЛ% = 

= 0!'\1-Т*)(1-1;Т*)~,(Я-Т)= Q̂ (b*-Air1(L-Al)(I-T) = 
= Q^L*-Alf\L*-AI+^Q)(I-T) = 

Отсюда следует (2.7). • 
Характеристическая функция в форме (2.7) впервые появилась 

в работе М.С.Лившица [l7] , см.также [9, § К.4]. 
§ 3. Самосопряженная дилатация 

3.1. IEMMA. Пусть Ь - максимальный диссипативный оператор 
в Н , X - самосопряженный оператор в гильбертовом, простран­
стве 7£=эН . Следующие утверждения равносильны: 
(со (L-AlA PH(X-AI)~'|H, АеС_ ; 
(6) ( L + Я Г ^ PH(^+iI)"H'/H, ю о ; 
<*> eiLt= PH«irt/H. Ь О ; 
(d) Оператор TJ=X(j£) есть унитарная дилатация сжа­

тия T = ЗС(Ь). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку <f<Ь)с tffrb С + , условия (а), 

(в),(<1) очевидно, равносильны. Условие (с) сле.дует из Ы),т.к. 
е ^ = 0^(Т) , tix1> = бф(ТГ) . Импликация (с) = > (а) 
вытекает из известной формулы 

UL-AIJ-' = %-rtAeiW,«lt, Ae£_ . ф 
Самосопряженный оператор % , удовлетворяющий условиям лем­

мы, называется самосопряженной дилатапией оператора Ь •• Дилата­
ция минимальна, если Spot/H^Z-Al)"1 Н, А €£_)=$ . Ясно, что мини-
мальнооть также можно формулировать, используя вместо резольвен­
ты (Х-Al)" операторы из утверждений {b)-U) леммы 3.1. 

3.2. Обсуждение. Из существования унитарной дилатация сжа­
тия и условия (d) леммы 3.1 сле.дует, что самосопряженная дилата­
ция существует. Хотелось бы, однако, иметь выражение для дилата-
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ции в терминах диссипативного оператора. Сложность (по сравнению 
с унитарной дилатацией) состоит в том, что сужение %\ Н , вооб-
ще говоря, не равно оператору Ь . Часто бывает даже, что 
&{%) Л Н = [о/ . Тем не менее имеются довольно простые и кра­
сивые формулы .для самосопряженной дилатации, особенно в частных 
случаях. Они найдены в работах Б.С.Павлова [2] , [з] , см.также Щ. 
Общий случай рассматривался в работах А.В.Кужеля и Ю.Л.Кудряшова 
И t§\ > й • Во всех упомянутых работах сразу предъявляется неко­

торый оператор, а затем проверяется, что он и есть самосопряжен­
ная дилатация. Мы получим эти формулы, а также некоторые их обоб­
щения естественным образом, именно, из преобразования Кэли уни­
тарной дилатации. 

3.3. Какую дилатапию мы ишем? Пусть L - максимальный дис-
сипативный оператор, Т = Ж(Ь)'- sr° преобразование Кэли. Тогда 
минимальная унитарная дилатация If сжатия Т действует в про­
странстве %т = £* ® Н © (т , где О-, Сг^ соответственно 
XJ , II* - инвариантны [15] . Можно выбрать следующую реализа­

цию 

где Е, Е * изоморфны З т , 3]-*- соответственно. Ми хотим полу­
чить самосопряженную дилатацию Х> в пространстве 

\ = 1Д К_, Е*)« Н @L \ Е+, Е); ей* I L* - сдвиг на \. 

Для этого нужно проделать 
1) переход из круга в полуплоскость дробно-линейным преобра­

зованием.; 
2) преобразование Фурье-переход в трансляционное представ­

ление полугруппы; 
3) преобразование Кэли. 

Можно, конечно, сделать это в другом порядке. 
Исходной является следующая формула для минимальной унитар­

ной дилатации в %л [i] , fl5J : 
" R. % О О 

(3.1) U = А Т О 
.с Б г 

Здесь V: Н -*- & , V* : Н -»- (х* - частичные изометрии с начальными 
пространствами й т , 5у* и конечными G-6 ITG- , Gr*6lT*Gr* 
соответственно. 
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дилатации изометрии 
А: Е — 

Выберем в качестве свободных параметров 

Эт , SL»: Е* 

0 » О ) •« г.,.% , где Р0:Н (Р,£) — £ , Тогда V = Р0*Л*, Х=Р*К 
Р : Н*( Р> £ ) —*- 6 сопоставляют ря.ду Фурье соответствен­
но нулевой и (Ч)-ый коэффициент. Положим 

'W^=f^O (3.2) 

Оператор W есть изометрический изоморфизм L(D,£) наЬ(Е,6) 
.для любого пространства 6 . При этом WH*CID,e) = Н*(С+, £), 

. Обозначим через (F преобразо­
вание Фурье: + 00 

(Ян<*> = CJUD'̂ J й<х)е1х9Ых . (3.3) 
-со Оператор iT действует унитарно во всех b (Kj 6J и переводит 

Ь (Е+ , £•) в К ({+,£) . Нашей целью является вычисление 
оператора X '• 

Х=Н1+г11Ь)(1-г11Гг), 1 = 
W"V 0 0 
О I 0 
0 0 W"^ 

(3.4) 

3.4. ЛЕММА (об унитарной дилатации в полуплоскости), 

Оператор II, •ТГ-
W о о 
о i о 

Lo о w_ 
Н*(С_,ЕЖ )©Н®Н*(С+ )Е) 

W"( о о 
о I о 
0 0 W" 

ц-

I-4vlli 

•1И?Эт,,й»Я4 

имеет вид: 

0 

т 

в пространстве 

0 

0 

i i W ^ I ^ X ^ - i « < г + Ш " ^ т (55-tlK̂ iI) 

(3.5) 

Здесь к_̂  обозначает функционал вычисления значения в точке 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Через Ц^кЛ) будем обозначать соот­
ветствующий матричный элемент. Из (3.1) и последующих формул име­
ем г-

WP- % W"1 

HT .^P,W'< V 
о о 
т о 

-1 . -1 
Легко видеть, что W*W = (X-iI)(£+tI) (оператор умножения). 
Имеем 

W ̂ (»)-f(^)-^;- e(p»K.^f*H-^E-4 - * 

Таким образом, Р^ W" = - Я - ^ ^ - 1 • Далее, ясно, что WP*:ei-
1—>- Пч1%(.г + 1Г'1 €- . Наконец, 

WP_ *W"'= WasW- WP0
MP(w"= (*-*I )(г+ИГ 1

+ W P J W i k . t , 

Подставляя все эти формулы, получим (3.5) . • 

3.5. ЛЕММА (об унитарной дилатации в трансляционном пред­
ставлении на прямой). Оператор "Ц"=|7'"<° ° IJJ f ? i °0~\ 

^ Ч о » Н ' I о в j j 
в пространстве b (К_,Е*)® Н® h (JK+,E) имеет виц: 

О 1 
ТТ. 

I-*K_ ° ° 
(3.6) 

где 

(K_JJ(X) = | ^(fte^dt, 0_е1Л&_,Е«Ь 
- 0 0 

X 

Операторы К+ суть операторы свертки на & с функцией е = = 
= е"| К + • Через (•>$•) обозначаем скалярное произведение в 
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соответствующем пространстве L 1 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I) Из (3.3) находим, что %^ #"/b (IL,E*) = 
= (£1П (•, е_ J . Это вычисляет, исходя из (3.5), матрич­
ный элемент 1S%{%,\). 

2) Имеем 

-со 
Отсюда находим "Ц^ (зТй) , а также UJJ, (ЗЛ}: 

О , х<0 

откуда 
Г^И*^1 Лл*Т\>-*^= *«^*T*JL»(- ,e*_) 

3) Имеем Г \ ^ ) = (Ш"1/*Г<(}1)* Vty) 

-« 
Если 5= ̂ ,.6 L*(jR+, E ) » отсюда сразу получается формула для 
матричного элемента 11̂ (3,3) . Остается вычислить 1Г4 (/,<) = 
= I - iUK-i^'tth-vf1^ Я .Цусть 0_е[Ак_,Е*) .Имеем 

( f 4 (t)eWt, x<0, 
( е"*(^_(И,в* ) , x > o . 

Учитывая, что i£~'(2+if f*_;»F- &» (•»€» ) t получим требуемую 
формулу. • 

Остается сделать преобразование Кзли, и получится формула 
для самосопряженной дилатации. Заметим, что ее уже нельзя запи­
сывать в виде матрицы, т.к. разложение в прямую сумму может быть 
не согласовано с областью определения. 

3.6. ТЕОЕЕМА. Цусть L - максимальный диссипативный опера­
тор в пространстве W , Т =• 1С (L) . Тогда его минимальная 
самосопряженная дилатация X в пространстве «^ = 

= L*(R_,E»)©H©L*(K,.,E) имеет вид: 

v+ 

VC 

М*а-тГ'^-^лт.^1г.(0)]^] 
•vir J 

(3.7) 

причем область определения # ( 2 ) задается условиями: 
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• «.eW^lUE*), ir+ew^(K+,E;; (3.8) 

f-^BT»^c(0)e(l-T)H = 2)(b); (3.9) 

"Свободными параметрами" дилатации являются изометрииЛЬ'Е —*-ft)j> 

ЗАМЕЧАНИЯ. I) С помощью формул (2.1) и пользуясь тем, что 
(lit И Г = HiX - Т )" , легко переписать формулировку тео­
ремы так, чтобы в ней не участвовал оператор Т . 

2) Самосопряженная дилатация в форме (3.7)-(3.10) (с точ­
ностью до несущественных деталей) получена Ю.Л.Кудряшовым [б], 
[б] . А.В.Кужелем [?] (см.также [б] ) построена самосопряженная 
дилатация в круге. Она реализована на пространстве последователь­
ностей (по аналогии с [э] ) . Если записать ее в пространстве 
Н_(П),Ят») ® Н © Н * ( В),2х ) , то нетрудно увидеть, что она есть 
преобразование Кэли унитарной дилатации в форме (3.1). Таким об­
разом, дилатации в форме Кужеля и Кудряшова могут быть получены 
одна из другой конформной заменой и преобразованием Фурье. Отме­
тим, что в упомянутых работах, как и в предшествующих работах 
И » [3]» Н дилатации "угадываются" и никакие связи между ними 

не указаны. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ. Имеем X=i(I+TJj,)(I-UA)~ = i [ % ( l - \ ) - l ] , 

где оператор Мц, задан формулой (3.6). Пусть (1-1Гл)[£_, j , fJ T= 
= [«*-» i> v+l7 Получаем следующую систему уравнений: 

< ci- ,ng,+ W*DT«.Q.»<f.,eJb)=f 

Из 1-го уравнения следует, что 1г_(Х)=Я<|_(Х)-1С(х), v_eYIJ/(%U_,E1t). 
Кроме того, 1L(0) = £({1_, «-* ) .Из 2-го уравнения находим, 
что « p M j - ^ j j ^ j i ^ С(0)ё?Э(Ь), £-<I-Ti"4 . Из 3-го уравне­
ния получаем, что tf^cx) = 2-<L(X)-1£(X) , откуда 

n+eWjcR t , E) и 
•4.(0)- V* * Л Т (1-ТГ'Ф- л*т Ж «ко). 
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Поскольку iQjifli = P̂ j. , T # т * с 3j , мы проверили,что 
ЯК#> удовлетворяет условиям (3.8)-(З.Ю). Очевидно также, 
что если для Y+ , ir_, f выполнены условия (3.8)-(З.Ю), 
то [-с, f, 1Г+]т

е(1-Ц"г)Ж и оператор X задается равен­
ством (3.7), • 

В случае конечных дефектов ((fawSIj- <oo, cUwt< $ т * < оо ) 
удобно иметь дилатациго, "привязанную" не к пространствам Я)у, 
$ т * ", а к граничным пространствам F i h ) , F*(L) (см. оп­
ределение 2.4). 

3.7. ТЕОРЕМА. Пусть L - максимальный диссипативный опе­
ратор в пространстве Н с конечными дефектами. Пусть заданы 
изометрические изоморфизмы Ф:Е—*-F4L) , Ч'*: Е,—»-|^(Ь> 
Тогда минимальная самосопряженная дилатация % в пространстве 
# u = L*(lL,E*)eHeli*<fc+,E> имеет вид: 

-V1 W_ . • 
i 

**+ 

(3.II) 

где £•] обозначает некоторый представитель фактор-класса 
mod, G-L . При этом область определения дилатации $(#) зада­
ется условием (3.8), а также следующими двумя: 

*--^[>»«-<0>]«acli>, C3.I2) 

f-^C*.r.(e)] + ^.[VTi.(0)]«Gl4. < 3 - ^ 

ЗАМЕЧАНИЯ. I) Условие (3.12) можно заменить на условие 

т.к. легко видеть, что пары условий (3.12),(3.13) и (3.12 ), 
(3.13) равносильны. 

2) Если не предполагать конечность дефектов, то формула 
(3.II) также имеет смысл, но она задает лишь существенно само­
сопряженный оператор %а , замыканием которого является дилата­
ция 1 . При этом Яа в)={|>,*, v J T ; (3.8),(3.12),(3.13), 
ф1Г+(0}еЯ(14)/&и, ^tr_(0)e^cL*)/GL] • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В случае конечных дефектов F(U)=4nli)/&L , 
F*tlj)= 2kL*}/G-b . Положим в теореме 3.6 И=^,Л^ = f4 (|/*. 
Из (2.2) имеем 
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3T*j3 îr_(0)- D*. (i-T V (SC tir_c<»=tf. a-T*f'Lv»v_ml, 

причем последнее выражение не зависит от представителя 
[>*ir_(0tf в Й(|д*) . Положим фМ f - j - . ^ ^ 1г_(0) 
Получаем, что 

^-f-^-(I-TT*)(I-TV[!C»iL(OjJ = 

-f-^-[4'.^wO-^-(I-TJT*(I-TT ,[4' lfic(0)], 

откуда условие (3.9) равносильно (3.12). Далее 

( 1 _ т ;\р = а - т Л *-̂ -[ie*ir_co)]) - ̂  т*а-т V [*« v.«»] = 

=-^-(Ы1)(Ь^[Ч'),1г_(0)]) + ̂ г(Ь*+Ш'<^-[Ф^_(0)]. 

Подставляя это выражение в (3.7), получим (3.II). Остается пере­
писать условие (3.10): 

V*4j)T(i-Tf(<p = т * а т . (1 -ТУ[Ф*С(0)1+З Т (1-Т)" 'ГЧ '«- + (О)] 

равносильно, с учетом соотношения Т*ВТ* = 3)ТТ* » равенству 

V^i3 T ( I -T)" ( ( J -^[^ i r_(00 + ^-[Ф1г+(вУ1) = 0. 

Последнее эквивалентно условию (2.13), т.к.КсгДг(1-Т) = К&1.̂ =(т|. • 
3.8. Диссипативные расширения симметрических операторов 

(случай конечных дефектов). Если G^ плотно в И , то как 
следует из п.2.8, 0^= $(Ь) n $(LI*J . При этом формулы £3.11)-
-(3.13) несколько упрощаются. Именно, рассмотрим оператор L , 
определенный на SJ(U) + $(L ) ." 

b = (Ll3KL.)naf(L*» = £* на 2(£} . 

Ясно, что b(f- ^ity«v_iQ)])i-4?C[%V.®)]=Zf > а пара условий 
(3.12),(3.13) равносильна паре условий (3.12),(3.12 ). В резуль­
тате получаем следующее 

3.9. СЛЕДСТВИЕ. Пусть Ь - максимальный диссипативный опе­
ратор с конечными дефектами такой, что Qru плотно в Ц . Тогда 

75 



его самосопряженная дилатация имеет вид 

* к L=(L|GL) (3.14) 

(3.15) 

В следствии также можно отказаться от условия конечности 
дефектов, если считать, что формула (3.14) задает дилатацию лишь 
на множестве существенной самосопряженности. Полученная дилата­
ция является уже непосредственным обобщением формул Б.С.Павлова 
[2] . Этот пример будет разобран в §J>. Отметим, что если 

L—.дифференциальный оператор, то U задается тем же диффе­
ренциальным выражением, что и L . 

3.9. Диссипативные опештош с ограниченной мнимой частью. 
В модельном случае оператора Шредингера с ограниченным потенциа­
лом fy(x), Trnfyb 0 , дилатация была построена Б.С.Пав­
ловым [3] . В работе С.Н.Набоко [4] это построение обобщается 
на случай, когда L = A+i'Q и оператор Q сильно подчинен 
А . Отметим однако, что формулу для дилатации в [4] можно по­

нимать только как задание оператора на множестве существенной 
самосопряженности. Мы получим эти формулы в предположении, что 
Q ограничен. 

3.10. ТЕОРЕМА. Пусть L = A + iQ ,где А ^ А , Q ^ O , и 
Q ограничен. Пусть $ Q = doi>Qi"'W . Пусть Е, Е* изоморф­

ны пространству Й а и зафиксированы изометрические изоморфизмы 
«:Е- эе»: Е*—*- <6Q • Тогда самосопряженная дилатация 
X в пространстве 1ЛК_,Е*)©Ц.©Ь (R+> E) имеет вид: 

i U+^Q1/Se#ir_(o) (3.16) 

(3.17) 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Обычно выбирают Е = Е * , эе = эс* . 
Для доказательства нам потребуется одна техническая лемма. 

Напомним, что равенства (2.6) задают изометрии jU'-HQ —>- # т > 

3.II. ЛЕША. В предположениях теоремы 3.10 

(i) J)T*|3T*=(I-T)Q'/V!1, ^ Т " %T«c3<b)} 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (*)• Проверим равенство; из него следует 
нужное включение. Равенство можно проверять на плотном множест­
ве, т.к. Q1* ограничен. Пусть % = ХТ* и . Тогда по форму­
лам (2.5),(2.6): 

(ii) Снова проверяем равенство на плотном множестве, для 
•х=Эт*Ч . Имеем 

/С» = (3,/a(I-T*)^ = Q'A((I-TT*)^-(I-T)T*^ = 
= Q%< x-flXГу = (<J'% -/Г) x . « 
3.II. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3.I0. Применим теорему 3.6, 

полагая A = _/u#, Л * = </Н*ъя . из леммы 3.II (I) сразу 
вытекает, что условие (3.9) превращается в условие i&4}(h) , 
а выражение во второй строке формулы (3.7) преобразуется в 
Lf+ V^Q^tt* VL(0) . Применим и,* к равенству (3.10). 
Получим 
V5iQ"*f + QV*JJT» Л* 9 6* t l w =^#Т*А*^^^+ *ъш . 

С учетом леммы 3 . I I Ci-tJ это равносильно условию 

fii Qmi = %vfW - эе*1Г_(0), 

что и требовалось. • 
§ 4. Функциональные вложения. Модель 

4.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть L - максимальный диссипативный 
оператор в И , % - его минимальная самосопряженная дилата-
ция в пространстве К = G* © Н © G , где Gf» - "приходящее? 
a G- - "уходящее" подпространства, т.е. е* G- «=• G при 
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t > 0 , £ G > c G* шри t < 0 .По аналогии со слу­
чаем сжатия [i] ,[15] .назовем функциональными вложениями нзо-
метрии 

%% :Ь*Ш, Е> ~~ *&, limE. = dim Fill), 

такие, что 
tf+ilf'-ir»- Л а и - и Л ( Х + Д г я ^ = t f f d M I f ' , 

Этими условиями <пг , ir* определяются однозначно с точностью 
до умножения на унитарные константы в Е, Ej,* • Ясно, что если 
T=X(Li) - преобразование Кэли, то 

тсК vvf[, аг*- %• W*'., (4.D 
где ^, зг* - функциональные вложения сжатия Т . 

4.2. Ш М Т Е Ж Т М Е С К А Я ФУНКЦИЯ. Оператор £=(«•* J* ЗГ* 
действует из lf(£,E) в Ь (#,Е*) ,, перево.дит Н*(С̂ ., Е) 
в Нг(С+,Е#) и коммутирует с умножением на (З + i/f1 . Следо­
вательно, g есть умножение на функцию ^ (А)еНов(Сц.,Е-̂ -Ел). 
Она называется характеристической функцией оператора L . Впро­
чем, из (4.1) сразу находим, что 

A-i S^-M^b 
где 8т - характеристическая функция преобразования Кэли опера­
тора L , чтр соответствует определению 2.12. 

4.3. Формальная теорема о модели в бескоординатном варианте 
по существу не несет новой информации: всякий простой максималь­
ный дисоипативный оператор унитарно эквивалентен модельному, а 
этот последний есть преобразование Кэли модельного сжатия. 

Содержательным является, однако, нахождение формул для функ­
циональных вложений ягв > wjb f связанных с конкретными дила-
тациями, найденными в § 3. В частных случаях операторы, сопря­
женные к 'IF*, я»* , по существу возникали во многих работах 
(см., например, |4] ). 

4.4. Функдионалъные вложения для сжатия. Сначала надо найти 
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выражения для <к,Я* , отвечающие унитарной дилатации (3.1) в 
пространстве Жг = -Н*С0, Е*) €1 И Ф К*М), E ) , где 
Т= X(IJ) • Следующее утверждение мне любезно сообщил В.И. 

Васюнин. 
4.5. ЛЕША. Имеют место-равенства (обозначения см. в п.3.3): 

«Г= 
"р_е 
^г(1-*Т*)"'Зтл 

-Р+ 

-; 

, %= 
~Р_ 

р#а-»т,г'ат.л„ 
_ Я б* 

(4.2) 

(4.3) 
«*C<k.AfcJ=eV+"»iJ."DT(I-5Tr,fct к+ „ 

4.6. ЗАМЕЧАНИЕ. Вторые, строки в формулах (4.2), т.е. 

следует понимать, как сопряженные операторы к сильным W_(H ̂  
- функциям - вторым слагаемым в формулах (4.3). Этим выражениям 
можно придать смысл либо с помощью формальных степенных рядов, 
либо считая, что j - , fy берутся из плотного множества функций, 
аналитических в окрестности единичной окружности Т . 

4.7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ШУМЫ. Выведем формулы (4.3); равенст­
ва (4.2) из них, очевидно* следуют. Имеем по определению ̂  ?г# : 

А . = [о, о А ] т> ЧеН*( ̂ 'Е ̂  Г*^-=ft-* °> ° ^ b s н!с D, Е. ). 
Нам известно, что в=К*'К , поэтому 

Остается найти . Пусть ее£ , е#ес» . 
Имеем 1Г%лъ = и*№<1ге, ^»*е„. = Т Г ^ Л ^ г ^ ) . Из формулы 
(3.1) легко найти (см. также JJ5J ), что 
^ * е = [*,Т*(,и,ЗтЛе,0]Т, 1 Г * * % = [ 0 , Т ^ Т . Л Л , * ] . 
Пусть {ъ±\ - ортонормирбванный базис в Е . Тогда 
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Аналогично находим, что я££о,Я,о] =Л*Э т*(1-хТ*Г 4. • 
4.8. СЛЕДСТВИЕ, й к-»- & D T (I - »T ) ~ \ есть сжимающий 

оператор из Н в Н_ (# т), 1»м-Лт» (I-^T*)"^ есть сжимаю­
щий оператор из Н в Н (я^-«) . 

4.9. ЛЕММА. Пусть Ь - максимальный дисеипативный оператор 
в пространстве Н ; F(b),l£(li)- его граничные пространства, 
Ф: Е—-»• fCb), %'• Е*—*- Р*(Ь) - некоторые изометрии. Пусть 

% > W+ - функциональные вложения, отвечающие само­
сопряженной дилатации в пространстве %^= L*(R_j Е#)@ Н © 
ф Ь cR+j E) с параметрами Ф, Ф# . Справедливы 

следующие равенства (в них J - преобразование Фурье, &- опе­
ратор умножения на характеристическую функцию): 

<*V [кЛ, vT= Гз̂ _ - IT"Vm-Aii"Wfc+ 

<«* га_ >л+]т= а . -т v \ 4 a*- Air'fc* s^+ 
r1Sf|DL 

^ r j [(L*-AlKL-AI)-l]r4j(A)<lA 

rV|Bu 

^ = 

(4.4) 

(4.4') 

(4.5) 

« Й - 'WFj 
,+09, 
•J [(L-AIii CL-AlJ-IJO^cAxlA 

(4.5') 
00 

rni 
ЗАМЕЧАНИЕ. Вторые строки в формулах (4.5),(4.5 ) надо пони­

мать, как граничные значения при Im-A —н+0 для £<А) из 
плотного множества. Утверждение леммы, т.е. то, что они задают 
изометрические операторы, и придает формулам смысл. Отметим так­
же, что хотя 5 й , ̂ "1не являются, операторами , выражение 
[[(U-Xli" (L-AI)-T] У И соответствующее выражение в (4.5) 
корректно определены. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проверим формулы (4.4),(4.5); две другие fy^w о о 
получаются аналогично. Имеем <к. = 1TW"' О I О 

о о r'w_ 
где W:L (fl),b) —*• U(fy> Ь) - изометрический изоморфизм (3.1), 
а V задается формулой (4.2). Ясно, что J^Wf? W"1 Ь = 

= £""' % f- = (J" i) I R+ (здесь через Pt обозначаются оба про­
ектора Li*(T, 6 ) - ^ Н*(Т, £), Ь\&,1)~* Н*(С+, £) . Из ш.2.12, 
4.2 находим, что 

r'w е. ew~' = rV_ we'w^rt s = (r's; | g_ . 
Тем самым проверены 1-ая.и 3-я строки формулы (4.5), и вместе с 
тем 1-е и 3-е слагаемые (4.4). Имеем с учетом (4.3): 

Как и в теореме 3.7, полагаем £1=уЦ, 1й* = Д1С* . Пусть 
Х=1/(|+2)(<-аГ' , тогда *=(А-4кА + й~1 . Из (3.1), 
(2.2) находим: 

^ « ^ • т З - ^ - ^ - л Ь Глг-ткг-inV 
Пользуясь (1.3), получаем, что NJ,d)=-ir1/4*^(L-Al)"^. 

Остается вычислить вторую строку формулы (4.5). Это можно 
сделать пользуясь равенством (4.2), но мы найдем ее из определе­
ния сопряженного оператора. Имеем 
» *® 

-со Дальнейшие вычисления имеют смысл при А«€_ и £ из плотного 
множества функций со значениями в ty*(.%(.li\/Gu ) , см. за­
мечание к настоящей лемме (если дефекты конечны, то вторая ого­
ворка не нужна). Обозначая через [_У $ ] представитель фактор-
-класса yvto&Q^ , с учетом определения 2.4 имеем: 
f(f<MT'(L-II)«*)=-£•< Щ, ЛЬ-11ГЧ>р = 

=№I»+MC4'f],(L-AI)"X.)-(bM>(b-AIi"4; = 

^-(иЬ*-Х1^(Ц-А1)-1)[ФЛЛ). 
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Ясно, что последаее выражение не зависит от представителя DKjQj , 
и мы шярчаем равенство, С4.5.)'., • 

4.10. Частный случай. Предположим, что имеет смысл мнимая 
часть Q = (b-L*>/Ji » 0 . Тогда из леммы 2.16 полечим 

где ж: Е—*-<8& - некоторая'изометрия. Тогда 

(jr§)*[k_ XKJ1- *Vfc_- Л ^ Ь - Я Л * Яц, 
1налоиянно, 

Эти операторы, (с * = », = Н ) и их сплетающие свойства при­
менялись в. работе' С.Н.Набоко [4] . То, что вторые, слагаемые суть 
сжимающие функции^ составляет: содержание теоремы Г [4] . 

4.II. Собственные функции самоеопшженной яилатапии. По­
скольку дилатация имеет абсолютно непрерывный спектр [э] „ можно 
говорить лишь об обобщенных собственных функциях (в оснащении). 
Формулы (4.5),(4.5) дают возможность интерпретировать наборы 

i^[(b*-XIf1(L-AI)-lJr,<C(i , deE, AeR,, 

как "уходящие" собственные функции', а наборы 

- W* [(L-AI у i L*- AI )-l] £ 4U* , 4 e E * , Aefc _, 

как "прихо.дящие" собственные функции.. Для дифференциальных опе­
раторов этому высказыванию можно придать точный смысл. 

4.12. Остаточная и * -остаточная части самосопряженной 
яилатапии. Пусть X - минимальная самосопряженная дилатация в 
пространстве % = G* ® Н @ G-; it ̂  те£ - отвечающие ей 
функциональные вложения. Тогда ЭД+ = J&uv T F R = SpcwUe1, *6-,t«R), 
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Ж_= Rent %® = Sf>Wf (e ..G*..te£) суть приводящие % простран­
ства. Остаточной частый зтилятя̂ таи называется оператор %\ ЗС© Ж_ 

.и * -остаточной частью - оператор %\%вЖ+. 
Пользуясь результатами [i] для сжатия и переходя из круга 

в полуплоскость, шолучаем- следующие формулы 

(4.6) гг-%^= * » А * , •.*•*-**Г- * М , 

где 
LKa-fsf., -A*~<I-«V*, 

R * , T*.'A*U\B,E)--», <:At4i*(*,Ej — » 
суть изометрии такие, что 

-1 л-LR -1 

ш * я * 
Таким образом, операторы (Т ) , С** •) осуществляют-спектраль­
ное представление остаточной и *- «остаточной частей дилатации. 

Выпишем теперь формулы, связанные с конкретным !'Видом дила­
тации (З.П). Явно выписать ^ , ^ ~ , однако, затру длительно, 

4.13. ЛЕША. 
О 

ЛЕ* = 

T A J = -^(^гЧю[(Ь*-А1нЬ-Я)(Ь-А1м1^1)-1]^\|(А)^ 
loo 

о 

и1)*=-Ф>»[а*-А1>"Ч-Ш<ь41)̂ Л1)<1 # 4 • 
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Доказательство сразу сле.цует из формул (4.5) ,(4.б'),(2.4) ,(2.4Г). 
Вторые строки формул снова нужно понимать как граничные значе­
ния функций в верхней полуплоскости. 

§ 5. Пример. Оператор Шредингера 
Здесь мы применим результаты предыдущих параграфов к опера­

тору Шредингера на полуоси 

(^=-и'Ц(х)<|; ̂ '(р)=1ш(о), Ык>0, (5.1) 
с вещественнозначным потенциалом в случае предельной точки Вейля 
на бесконечности. Все результаты этого параграфа получены E.G. 
Павловым [2] методом обобщенных собственных собственных функций. 
В последующих работах различных авторов [ю],[18], характеристи­
ческая функция этого оператора вычислялась и другими способами, 
в том числе близкими к предлагаемому ниже. Отметим, что в недав­
ней работе [19] рассмотрен случай предельного круга, который 
также может быть включен в схему настоящей статьи. 

5.1. Симметрический оператор, задаваемый дифференциальным 
выражением (5.1). Рассмотрим оператор \ _ 0 \ L = Ы в LZ(IR+) 
с областью определения Й ( Ц ) = { U G С Г ( ^ +) '• Ч W - ty'(0) = о] • 
Предполагается, что (вещественный) потенциал непрерывен на 
[О^+оо). Нетрудно, проверить следующие свойства. 

5.2. ЛЕММА. [8] . (i) Lo симметричен; 
(<л) S)(L 0) = { u € . C ( R + )-- U. абсолютно непрерыв-

(iU) Индексы дефекта и, + (L 0) = awn Kei(L* T Н е р а в ­
ны между собой и равны либо единице, либо двум. 

5.3. Случай предельной точки. Если M , ± ( L 0 ) = i . говорят, 
что имеет место случай предельной точки Вейля, (будем тогда пи­
сать а £(1.р.) ), иначе случай предельного круга (см.[8]). 
В дальнейшем мы будем предполагать, что а е ( { . р.) • Простое 
достаточное условие (см.[8]) состоит в том, что для некоторой 
дифференцируемой функции М ( Х ) , такой, что М ( Х ) > 0 , 
М '(.*) ̂  co«st М.(Х)^а, выполнено 

<t(*)>-M00, S~(M(x))1/2(ix = ~. 
5.4. ЛЕММА [8] . Пусть а е ( ( . р . ) . Рассмотрим оператор 
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Тогда 

(ii) если lieR , то L^ = L^ • Если I w A > 0 » TO 

Lh - максимальный диссипативный оператор. 
5.5. ФУНКЦИЯ Вейля. Пусть (̂  е. (I. р.) Обозначим черезV(X;A), 

^ С X, X) решения уравнения - <1 + 0 L U = X w , X ^ R , 
такие, что 

M'(o,X) = - i , 4>Co,X)-o, 
¥r(o,X) = o , 4>\o,X) = i. 

Поскольку ( W К.ег(Ь 0
-Х1) =+W(.Lo) . однозначно определена 

функция ̂ С(Х,Х) е. L 2 СR+) такая, что X C ° > X ) = -i и 

-Jt +ajt=5XX-- Можно записать: 
Хо,Х) -ччхЛн^дхжх^;. 

Функция wi,» (X) называется функцией Вейля. Известно [20], что 
**Ц.(Х) аналитична в С \ IR и I w i w i ^ X ) / I m X < 0. 

Перейдем теперь к анализу диссипативного оператора LL. 
5.6. Граничные пространства (см. пп.2.2, 2.4). ПосколькуЬ^Ц, 

есть диссипативное расширение симметрического оператора, 
Cru = a(L)fta(L*). Имеем F(L)=5XL)/GU, F*(L)=a(L*)/GL.no 

лемме 5.4 (i) 

Положим Е = Е * = С и определим изометрические изоморфизмыЧ^ 

(5.2) 
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5.7. Характеристическая ФУНКЦИЯ. Покажем, что имеет место 
формула [2] 

5L^X)-^UAbI- (5-3) 
ЗАМЕЧАНИЕ. Нужно еще проверить полную несамосопряженность 

оператора L^ , т.е. отсутствие у него самосопряженных частей. 
В предлагаемой схеме автору не удалось это проверить. В работе 
[21 простота доказана .с использованием обобщенных собственных 
функций на "физическом" уровне строгости,. Во всяком случае, 
(5.3) дает характеристическую функцию простой части оператора 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем из (2.4),полагая L = i ( l , 

где JP'.o&CL)—»-F(L.),9^:<£)(L ) —>-F*(L) - естественные проекции. 
Из (5. 
Имеем 
Из (5.2) получаем, что 9 i " i ¥ a 3 | e 2 ) ( L | v ) , а{0) = а/^1мЛ1 

где - u 1 + (^^1-Xu1 = -u"+^U-Au, иАей)(Ц). Наконец, 
'V* ^ * tfi = Й т ^ • ^i(O) , т.е. 5(A)tt = ^(о)/^(о)-а.Заме­

тим, что </1 = и±-и есть решение однородного уравнения 
- U, +^U, = ^U/ из L (R+) • Следовательно, и А -Ц = 

= Б ( , Х ) / ( Х , Х ) (см. п.5.5), откуда 

Но т.к. u'(0) - JlU(O), ̂ ( 0 ) = ̂ tUiCO)» получаем, что 

и утверждение доказано. # 
'5.8. Самосопряженная дилатапия. Воспользуемся следствием 

3.9. Расшифруем условия | - ^ [i|^4L (0)] e S ) ( L ) , 
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Аналогично, 
^ [ ^ М Ф * % ) ^ |'(о)+^'(о)= Цо)+£Ц(о) 
<=>|(0)Д{(0) =i(I-fi)^0) =J2I^I *+(0). 

В результате приходим к следующему виду дилатации об оператора 
L ^ в пространстве 3€ = 2)_©La(IR+)©S)+,a± = L2(R±) й = 

£ 
<0i 

L W 
a^)={[^){)tf:^eW^R±)){(o)A|(o)=|ibiltL(o)) (s#4) 

f'(0)-I|(0)=|2l3M0)}. 

5.9. Функциональные вложения. "Приходящие" и "уходящие*1 соб­
ственные ФУНКЦИИ ДЮГДТМТТГИ. Вычисления, такие же, как в п.5.7 
(в тех же обозначениях) дают, что 

/.(о) =Ad^ l^Imli a 

Таким образом из п.4.11 получаем "уходящие" собственные Функции 
г 5(A)e-tX£, £ e R -

* : - ^2l«fc(«i-(X)+li)"
1X(xfX),XGR+ 

.e"U^,^elR+ 

Аналогично находятся "приходящие" собственные функции: 

87 



tf-
e~a£,£elR_ 

telnH (мДХ)Л)x X(x,X), x eIR + 

5*(X)e- iX>,^elR+ 

Дилатация вб есть дифференциальный оператор, и Ф^" - "настоя­
щие" гладкие функции, хотя и не из L 2 . Лемма 4.9 показывает, 
чхо интегральные- операторы с ядрами чГ̂ " и множителем (230 г 

суть ЗГ , ST* , т.е. изометрии из L 2(R) в Ж^. В терминах 
функциональных вложений то, что iTx" собственные функции, озна­
чает перестановочность (S6-XI) с умножением на ( z - A ) - i , нор­
мировка и формула обращения [2] сводятся к изометричности. Терми­
ны "уходящие" и "приходящие" собственные функции означают, что 
Ra^R=Spa«,(elt*2^,teK), Ra*tarJ=5pan(eiwa-;telR). 

5.10. Собственные СБУНКДИИ остаточной и * -остаточной час­
тей дилатадии. Имеем из (2.3): 

CA^^CA^^i-lscxiitaiimlv^cX)-^))!^^^!"8 

Спектр остаточной и * - остаточной частей есть множество 
{ X €. R '•№-*, (A) ̂ R j . Применим лемму 4.13. Пусть 4-€.^(L|l)J 
У.£ G Я) (Lj-) . Вычисления, аналогичные тем, которые приведены 

в п.5.7 приводят к равенствам 

(L*- М Д Ь -КЩ = ̂  -̂ (0)-2iItvi{i(̂ .(X) +k) У (X, X), 
ri-

откуда 

(L-XI)_i(L*XI)^ = ̂+^(0)-211т|1(йч.(Х)Л) Х(х,Х), 

[^-Xlfc^-XlX^-Xl^CL-AlM]^ = 
т.-а =^o)-aiivHti>oe(X)+li|"(?c(x)X)K(X>)4;-X(xA;K(X)+li)). 

Имеем у, (х,X) = ̂ ( х Д ^ Д Х ) - ^ (Х,Х), причем из определения вид­
но (см. п.5.5), что ^(x,"X) = vp(x,X); V(X,X)=V(X,X) • Отсюда 
вытекает, что 

U (Да)^«(Х)Л)-^АХ^)А))=(¥-их^(Х)-^1х)). 
1жХ-*+0 
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Таким образом, получаем выражение для ТГ 
О 

Лк{ = j. 

J-4i-l5Wl')|(WIR t 
Аналогично выводится формула 

*Xf-
О 

{ilmtt 

как интеграль-Если рассматривать операторы Т А , Т * А ж 
ные по мере (1-|5(.Х)| ) а Х , получим собственные функции 
непрерывного спектра, найденные Б.С.Павловым [2] . Для остаточ­
ной части 

* х -
О 

и для # -остаточной части 

< = 
о 

CVK)lo -J , 
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B.M.Solomyak. On the functional model for dissipative operators. 
She coordinate-free approach. 

Summary 

She paper is based on seminar talks and is mostly instruc­
tional. Dissipative operators are studied by means of their Caley 
transforms using the coordinate-free model for contractions de­
veloped by N.K.Nikolskii and V.I.Vasyunin. It is shown that dif­
ferent known froms of the characteristic functions and self-
adjoint dilation can be derived from a general scheme. Also we 
find new formulae for the dilation and its eigen-functions which 
generalise those obtained by B.S.Pavlov for the Shrodinger ope­
rator on a half-line'with a real-valued potential and a nonreal 
boundary condition. Several examples are considered. 
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